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PRÉFACE. 


Lorsqii*un  ouvrage  élémentaire  obtient  (juehjue  succès 
dans  renseignement  ^  il  y  a  ndccssité  pour  F  Auteur  de  tâcher^ 
à  chaque  édition ,  de  mettre  à  profit  les  avis  qui  liti  sont 
donn^  par  une  critique  éclairée.  U  doit  surtout  se  tenir  au 
courant  des  méthodes  nouyelles  qu^il  juge  susceptibles  de 
perfectionner  les  théories  développées  dans  son  ouvrage. 

Pénétré  de  cette  obligation  qui  m^était  imposée  par  Yé^ 

coulement  assez  rapide  de  six  éditions  de  mes  Èlémens  iVAl" 

\-  'gibte,  jêl  repns  avec  soin,  dans  celle-ci,  tous  les  chapitres^ 

pour  y  apporter  quelques  améliorations.  Je  me  contenterai 

ici  d'indiquer  lea  priudpaux  changemens. 

Dans  le  troisAniè  châtre ,  la  rédaction  du  paragraphe 
relatif  à  ïextrcLction  de  Td  racine  carrée  d'une  quatilité  en 
partie  rationnelle  et  en  partie  radicale  du  sedond  degré  , 
a  été  re&ite  en  entier-,  et  en  appliquant  la  formule  générale 
à  Yexpression  de  la  racine  carrée  des  imaginaires  du 
second  degré ,  f  ai  démoné"!^'  qu^,  .êjsS  sôftcs  'i^Gijifessîons 
conservent  toujours  la  forme  de&iinçdp^ïrqs' ^Dés-mêmes. 
Cest  à  la  lecture  de  l'Algèbre  de  MOT./MaJ^r.et  Choquet, 
publiée  depuis  deux  ans  seulement^  9?^i?  àDÎ^-V^àfie  de  cette 
amélioration .  : . .  :  \  M  \  :  •  \  \  \  V 

Pai  retranché  du  quatrième  chapitre  toute  la  partie  de 
\ analyse  indéterminée  du  sccont^  degré  ,  qui  se  trouvait 
dans  les  éditions  précédentes ,  parce  qu^elle  n'offrait  pas  un 
grand  intérêt. 

Dans  le  cinquième  chapitre ,  j'ai  supprimé  également  la 
théorie  de  la  racine  cubique  des  nombres  entiers ,  comme 
faisant  partie  de  mon  j4rithmétiquc;  mais  en  compensation, 
je  me  suis  étendu  davantage  sur  le  procédé  de  la  racine  /»"•"»• 
(iuQ  nombre  entier,  et  sur  les  extractions  des  racines  par 
approximation,   en  géuéral.  J'ai  prcsente  en   outre  d'une 


«I  PUÉFiCE 

woiJttsfrTr  L^he  complète  que  je  ne  l^avais  fait  jusqu* alors ,  le 
■cvo^k  Je  !*  racine  m***'  d'un  polynôme.  Enfin ,  la  dé- 
HOXHMStraliott  «  due  à  Euler,  de  la  formule  du  binoine  dans 
W  <tts  j<ràcr&l,  ajant  été  Tobjet  de  quelcjues  critiques  »  je 
i^'^jÀ  c^ioKmf  que  celle  qui  est  fondée  sur  la  méthode  dos 
vw^fl&«mj?  indéterminés. 

IXàBS  U  théorie  des  logarithmes ,  qui  constitue  la  plus 
Mk»i)e  partie  du  sixième  chapitre ,  j'ai  renvoyé  à  mes  Elé-- 
miift%$  jr^rithmétU/uje,  pour  la  manière  de  se  servir  des  tables, 
H  i«  ittc  suis  borné  à  Texpôsition  des  propriétés  des  laga- 
liHinrr  et  de  leurs  applications. 

L^iutroduction.  au  septième  chapitre  »  ayant  pour  objet 
JU  Ài'isibilité  des  fonctions  entières,  a  été  .beaucoup  sim- 
pKtice  par  la  suppression  de  tout  ce  qui  n'avait  pas  un  rapport 
Mimëdiat  avec  les  principes  de  la  théorie  générale  des  équa- 
tions. La  résolution  des  équations  réciproques  est  aussi  pré- 
joitjiV  d^une  manière  que  je  crois  plus  simple  et  plus  satis- 

fiMMile. 

iTest  surtout  dans  le  huitième  chapitre ,  qui  traite  de  la 
tjis^mièçifiVïi^^léfuàtwns  MUfUériques ,  que  d'importante§ 
«iaâiof^tiOtis*\)nt  été^intrôduitès.  Après  avoir,  comme  dan^f 
]«it  précédentâ^  éipljtwii;*:dévdioppé  les  principes  relatifs 
iMUr  litm'tes.(f/g5  rapirws^  e%  les  conséquences  qui  en  déri- 
vant >  la  mStti^ei}^:^^^^^^  commensurables  et  les  deux 
méthodes  d^ approximation  deLagrange  et  de  Newton,  prin- 
«ipalenient  dans  le  cas  où  une  seule  racine  réelle  est  com^ 
prise  entre  deux  nombres  entiers  consécutifs ,  j'ai  exposé 
avec  tout  le  soin  possible  le  théorème  de  M.  SruaM,  et^e^ 
applications  à  la  résolution  d'une  équation  numérique  quel- 
conque. Ce  beau  théorème ,  déjà  répandu  dans  l'enseigne- 
ment par  la  publication  de  deux  nouveaux  ouvrages ,  celui 
de  MM.  Mayer  et  Choquet,  dont  j'ai  déjà  fait  mention,  et  le 
Traité  d'Algèbre  de  M.  Lefébure  de  Fouicy  (  qui  a  paru 
tout  récemment  )  >  ne  pouvait  manquer  de  faire  pax'tie  de  la 


j*  édition  de  mes  Élëmens  *,  et  je  n'ai  rien  négligé  pour 
eD  £ûre  ressortir  toute  Tutîtité.  Je  regrette  que  la  teofi 
grandie  tStendue  de  ce  chapitre  (qui  renferme  en  outre  4a 
théorie  de  F éImination)y  ne  m'ait  |>afl  permis  d'entrer  danâi  ' 
plus  de  détails  sur  un  tbév>rèims  analogue  ;de  MM«^Budan 
et  Fourier,  qui,  toutefois,  ne  conduit  pas  à  des  résultats 
aussi  complets  à  beaucoup  près,  que  Oeltli  de  M.  Sturm  :  je 
me  suis  borné  à  en  présenter  Véntsiûté, 

On  trouvera  encore  à  la.  fin  de  ce  chapitre  deux  notes  , 
Tune  en  àeox  parties ,  sur  ^ies  polynômes  Yaîionnels ,  qui  se 
trouvait  dans  Fédition  précédente-,  Tantre  sûr  F  élimination, 
'.    qui  in*a  été  communiquée  par  M*  Gérono,  principal  4u  col- 
lège de  Lorient(*). 

Peu  de  changemens  ont  été  introduits  dans  les  deux  dei^ 
uiers  chapitres ,  4fi  ce  rf  est  dans  le  neu\'ième,  d'où  f  ai  cru 
devoir  retrancher  le  paragraphe  de  V extraction  de  la  ron 
me  Tût*^  d'iote  quantité  en  partie  rationnelle  et  en  par- 
tie  radicale  du  second  degré,  comme  étant  peu  ^jtiIe  ,  et 
où  j^ai  fait  connaître  Tusage  du  théorème  de  M.  Sturw  dans 
la  discussion  de  l'équation  dû;  tiowèifïfi  à^ài^l  *!**.*. 

Je  n*ai  pas  besoin  de  Hjçq  que ,  dàus  la  pubtication  de 
cette  nonvdla  édition  y  comme  ieûéniî  tcâHe  de  la  sixiétarie  ,  je 
dois  beaucoup  aux  soins  de  mon  gendrie ,  Vl'i  Vincetîi ,  qui  a 
revu  avec  moi  toutes  les  épreu.vs«V  fe»  ;feip^cîé  également 
mon  ancien  et  estimable  collègue  M.  Navarre ,  d'avoir  bien 
voulu,  en  se  chargeant  de  parcourir  les  bonnes  feuiHds,  me 
signaler  une  partie  des  fautes  qui  se  sont  glissées  dans 
l'impression ,  et  qu'il  est  difficile  de  ne  pas  rencontrer  dans 
\m  ouvrage  aussi  étendu. 


{*)  On  tromrera  à  la  fin  d«  Toutrage  ane  seconde  note  surlVIîminâlioh,  par 

M.  Vincent;  eDe  m^a  été  remise  beaucoup  trop  tard  pour  (jùe  jo  pusse' I^ 

placer  imnufdîatement  après  celte ~de  M-  Gcfruiio. 

i:  ; 


Errata. 

(  Plosîeora  fautes  proviennent  de  ce  que  des  lettres  on  des  chiffres  on  des 
signet  ont  lausé  dans  le^inige  ;  maïs  elles  êont  trop  peu  imporuntcs  ponr  étxi 
signalées  îcL  ) 

^g^  1^0  l*8n«  dernière»  jr  +F«  =»  '^m*  «•  -f-p«  s:  g 
18I9,  ligne  16,  en  remontant»        *       ,  Urée 


ï97 


» 


»9  eoremonunt,    »=:  ~--v^1y  su^/ynmes  x=: 


!i58,  9,  en  remontant^  4<>*^*»  ^û«a  4«'&c* 

375,  9»  mnltîplication,  /ûes  mnltiplicatenr 

agi,  a,  «^  ft    *,  ^M0s  «^   5   ^ 

993,  5,  en  lemontant»         -y  Irsea    ^  ■  ■ 

3og,  8,  jx, /wea  — yx  , 

3a6,  ,    4,489 /ûea  4  +  8 

_ 

333,  3»     a-4-— — >  /w«»  1-4- 


.1  .1 

i4"r —  a4- — 

4 1 5,  4ff  ^n  remontant»  d*nn  monôme  A»  lifea  d'nn  monôme  A 1 

'  '  45a/  II,  (x«-f3)>,  /«es  (x«-h3)* 

63^j  '      ;  'a,    ^a±sa*f-*..> /ûea  •a=i+... 


61Ç,/;,    '  *;4,  ciS  >8àM)i^àAt ,  a^H-c, /if«a  a-f  fr— e 

fiaa,    *•  *  r^,  yçi  iêviQiiiit,;  divisible  produit,  /wes  diriaible  par  le 

V  y :.\*6diia'. ••••'. 

<W,  g,  p«+|/je-f.ç',  lueax«+;^x-h<7^ 

'    •      636,  ligne  dernière,  eoa  — — ,  iiaes  ces 

m  m 

647,  6,  en  remonunt,  — -  —  V^-*,  ^V* — •  +  V^... 

a  a 

660,  ligne  dernière,  400,  /cses  4^^ 
6g5,  ligne  i,  4>**9  '"^^  4^' 

jy.  B.  A  partir  de  la  page  657  insqn^à  la  fin ,  ajoutez  a  unités  à  tona  les 
nnmëros  de  renvoi  qni  de'passent  393.'  Exemples  :  page  657 ,  ligne  la,  3g|&, 
lisez  3g8;  de  même,  page  665 ,  ligne  7,  (n^  394  )»  lûez  (n«  396 );  et  ainsi  dc^ 
autres. 
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ALGÈBRE. 


INTRODUCTION. 

t.  L*A1gcbre  est  la  partie  des  Mathématiques  oii  l'on  emploie 
des  signes  propres  k  abréger  et  à  généraliser  Jes  raisonnemens 
que  comporte  la  résolution  des  questions  relatives  aux  nombres. 

On  distingue  deux  es|)èces  principales  de  questions  : 

lie  théorème,  qui  a  pour  but  de  démontrer  L'existence  de  cer- 
taines propriétés  dont  jouissent  des  nombres  connus  et  donnés  ; 
pt  \e problème,  ilont  l'objet  est  de  déterminer  certains  nombres 
(Paprës  la  connaissance  d'autres  nombres  qui  ont  avec  les  pre^ 
miers  des  relations  indiquées  par  l'énoncé. 

2.  Les  élémens  principaux  dont  on  fait  usage  en  Algèbre , 
pour  parvenir  à  ce  double  but ,  sont  : 

I*.  Les  lettres  de  l'alphabet ,  qui  servent  à  désigner  les  nom- 
bres sur  lesquels  on  doit  raisonner.  I^eur  usage  est  nécessaire  ^ 
soit  pour  abréger  les  raisonnemens,  soit  pour  les  généraliser, 
en  ce  que  l'on  sent  mieux ,  par  l'emploi  de  ces  lettres,  que  telle 
ou  telle  propriété  appartient  à  plusieurs  nombres  a  la  fois  ^ou 
bien  ,  s'il  s'agit  d'un  problème ,  que  la  manière  de  satisfaire  à 
son  énoncé  est  indépendante  de  toute  valeur  particulière  at<- 
tribuéeaux  nombres  compris  dans  cet  énoncé. 

2*.  Idt  signe  -h  9  dont  on  se  sert  pour  marquer  l'addition  de 
<leu\  ou  plusieurs  nombres,  et  qui  s^ énonce  plus. 

Ainsi,  aS  -f-  36  s'énonce  26  plus  36,  ou  25  augmenté  de  364 
De  même  ,a  +  b  s'énonce  a  plus  b,  ou  le  nombre  désigné  |>ar 
^,  augmenté  du  nombre  désigné  par  b, 

3*.  Le  signe  —  j  qui  s'énonce  moins,  et  dont  on  fait  usage 
pour  marquer  la  soustraction  de  deux  nombres  Tun  de  l':niti*e. 

I 
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Ainsi,  pour  exprimer  briitrement  que  l'excës  de  36  sur  25 
est  égal  k  1 1 ,  on  écrit  36  —  25  =  1 1 . 

Cest-à'dircj  36  moins  aS  esi  égal  à  1 1 ,  ou  égale  1 1, 

Io^  Le  signe  d'inégalité  ^ ,  dont  on  se  sert  pour  exprimer 
qu'une  quantité  est  plus  grande  ou  plus  petite  qu'une  autre. 

Ainsi,  a'^h  signifie  a  plus  grand  que  b  ou  supérieur  à  b, 
a  ^b  signifie  a  moindre  que  b  ou  inférieur  à  b;  c'est-à-dire 
que  l'ouverture  du  signe  doit  être  tournée  du  côté  de  la  plus 
grande  quantité. 

D'après  l'exposé  précédent ,  on  voit  que  l'on  peut  r^arder 
l'Algèbre  comme  une  espèce  de  langue  qui  se  compose  de  signes 
à  l'aide  desquels  on  suit  arec  plus  de  facilité  l'encbainement 
des  idées  dans  les  raisonnemens  qu'on  est  obligé  de  faire,  soit 
pour  démontrer  l'existence  d'une  propriété,  soit  pour  trouTef 
la  solution  d'un  problème* 

On  concevra  mieux  encore  Futilité  des  signes  algébriques» 
par  les  questions  suivantes  : 

PBSMiiBE   QUSSTION. 

3.  La  somme  de  deux  nombres  est  67  ;  leur  dijfférence  esi 
•  g  ;  quels  sont  ces  deux  nombres  ? 

Solution. 

Tâchons  d'alx)rd  d'établir,  à  l'aide  des  signes  dont  nous 
sommes  convenus,  une  liaison  entre  les  nombres  donnés  et  tes 
nombres  inconnus  de  l'énoncé  : 

Si  le  plus  petit  des  deux  nombres  cliercliés  était  connu ,  on 
aurait  le  plus  grand  en  ajoutant  19  au  plus  petit.  Gela  posé, 
désignons  le  plus  petit  nombre  par  x;  le  plus  grand  pent  alors 
être  désigné  par  jr  -(-  ig  ;  leur  somme  est  donc  â?  +  ^  +  >9  »  ou 
or  4"  19*  ^ftis,  d'après  l'énoncé ,  cette  somme  doit  être  67.  On 
a  donc  l'^alité  ou  Véquation, . . .  2x  4-  19  =  67. 

Or,  si  2X  augmente  de  19  donne  67  pour  résultat ,  2X  seul 
est  égal  h  67  moins  19,  ou  2x  =  67  —  19,  ou  en  cfiTectuant  la 
soustraction ,  2 x  =  4^. 
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Donc  enfin  9  x  est  ^1  à  la  moitié  de  4^9  c*ett4-dire 

x=  —  =  ai- 

Le  plut  petit  nombre  étant  24»  le  plus  grand  x-f-19  est  24+19» 
ou  43. 
EneffirtyOna    43"f'24  =  67i    ^^    43"** ^4  ='9* 

Foici  le  tflbleau  des  calculs  algébriques  : 

Soit  jr.  •  • .  le  plus  petit  nombre , 
X  +  ig  est  le  plus  grand. 

/g 
Éq^ax-i-ig=67,  d'où  2x=67 — 19=48;  donc  jr=— =.24> 

et  par  conséquent ,    jp  4"  «9  =  ^4  +  '9  =  4'' 
EneCTety  43  +  24=^^7>     4^ — ^4=^9^ 

Autre  solution. 

Soit  jr  le  plus  grand  nombre  , 
X  —  19  est  le  plus  petit. 

86 
£q..  20: — i9=67,d'oJiaj:=:67+f9=86;  donc  jr= — =43f 

et  par  conséquent^        x— 19  =  43— 19=  24. 

On  Toît  par  là  comment,  à  l'aide  des  signes  algébriques  »  on 
parvient  à  comprendre  dans  un  cadre  très  resserré  les  rai* 
soonemens  qu'on  est  obligé  de  Faire  pour  résoudre  un  pro- 
blème; raîsbnnemens qui ,  écrits  en  langage  ordinaire,  exige* 
raient  souTent  une  ou  plusieurs  pages. 

SOLUTION  oiNÉBALS  DS  CX  PR0BI.iMB. 

4.  La  somme  de  deux  nombres  esi  a ,  leur  différence  est  h  y. 
On  demande  de  trouver  les  deux  nombres  ? 

Soit  x. .  •  •  le  plus  petit  nombre , 

X  ^b  désigne  alors  le  plus  grand. 
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41 — ù      a      b 


y .^  3x4^ =0|  d'où  %x  =  a— 6;  donc  x  = 


a 


y 


f       a       b       .       a        b 
t<  pu*  eonséqaent,     x  +  ô  =  -— 6=  — J-  -. 

Comme  U  forme  de  ces  deux  rétaltaU  e»t  indépendante  de 
Vmte  Taleur  particulière  «ttribaée  aux  lettres  a  et  bj  il  s'ensuit 
^ii««  connaissant  la  somme  de  deux  nombrrif  et  leur  différence^ 
Vtt  0^liendra  le  plus  grand  nombre  en  ajoutant  la  demi^soinme 
à  Li  êemi-diffirénce  f  et  le  plus  petit  ^  en  reiranchant  de  la 
Jewu^somme  la  denù^différence. 

Ainsi  f  que  la  somme  donnée  soit  237,  et  la  différence  g^; 

11            j     .  ^^7  I  9^          237-f-qq      336        ^Q 
kpittscrandest — ^  +  ^^,  ou  — '• ^2!  = =168. 

et  le  plus  petit,  — ^  —  22,  ou  -^ —  =  69. 

Enefiet,    i68  +  69=:237,     168  —  69=99. 

Oa  oODÇoit,  d'après  la  question  précédente ,  l'utilité  des  lettres 

pour  représenter  les  données  d'un  problème.  G)mme  on  ne  peut 

qu'indiquer  sur  ces  lettres  les  opérations  de  l'Arithmétique,  le 

résultat  auquel  on   parvient  conserve  la  trace  des  opérations 

qu'il  fout  effectuer  sur  les  quantités  connues,  pour  obtenir  les 

▼aleum  des  quantités  que  l'on  cherche. 

,       a      b    ^  a      b  ., 

Les  expressions  -  +  -  et  -  —  -,  auxquelles  on  est  parvenu 

dans  le  problème  précédent,  s'ap|)ellent ,  en  Algèbre ,  des/or^ 
mutes,  parce  qu'elles  peuvent  être  regardées  comme  compre- 
nant les  solutions  de  toutes  les  questions  de  même  nature,  dans 
TénoAôé  desquelles  on  Oaût  seulement  varier  les  valeurs  numé- 
riques des  données. 

DEUXIÈME    QUESTION.   TnéoRÀStE. 

5.  La  somme  de  deux  nombres  multipliée  par  leur  diffé- 
rence donne  pour  produit  la  différence  des  carrés  ou  des  se-^ 
condes  puissances  de  ceé  deux  nombres. 

Ainsi ,  soient  12  et  9  ces  deux  nombres;  leur  somme  est  21 , 
et  leur  différence  3.  On  reconnaît  que  le  produit  21  X  3  ou 
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63;e8tégal  à  i44  <iui  est  le  carré  de  la ,  diminué  de  8i  qui  est 
le  carré  de  9. 

Mais ,  pour  mettre  en  évidence  cette  propriété  1  quels  que 
soient  les  deux  nombres ,  représentons  ces  nombres  par  les 
lettres  a  et  6.  La  somme  sera  exprimée  par  a  4*  ^  9  et  la  dif- 
férence par  a  —  ft. 

Pour  former  le  produit  de  ces  deux  expressions ,  on  sup- 
posera d*abord  que  Ton  ait  k  multiplier  la  somme  a-^  b 
par  a ,  et  le  produit  sera  âX^+^X^yOu  plus  simplement, 
4*  -f-  a6  :  car  il  faut  prendre  chaoune  des  deux  parties  dont 
a  +  b  est  composé ,  autant  de  fois  qu'il  j  a  d'unités  dans  a ,  et 
ajouter  les  deux  produits*  Mais  ce  n*est  point  par  a  tout  entier 
qu'il  fallait  multiplier,  c'est  par  a  diminué  de  b  ;  ainsi ,  le  pro-*- 
duit  €1*  +  a&  est  trop  fort  du  produit  de  a-^b  par  b ,  c^est-i- 
dire  de  a^  -h  &*•  Il  faut  donc  retrancber  06  -f~  ^*  du  produit 
précédent  a*  4*  ^  »  c^  qu'on  indiquera  algébriquement  de  cette 
manière  :  a*  «f*  ^  *""  ^  "~*  ^«  Comme  d'ailleurs  les  deux  pro- 
duits '^ab^'^abfte  détruisent  réciproquement ,  il  vient  enfin 
a*  —  fr*  pour  le  produit  demandé. 

Ce  résultat  a^^^b^  ayant  été  obtenu  indépendamment  de 
tonte  valeur  particulière  attribuée  à  a  et  b ,  il  s'ensuit  que  le 
théorème  énoncé  est  vrai  pour  deux  nombres  quelconques. 

TAOlIlilCX  gvisTioii.  —  THAoïiiiu. 

6.  Si,  aux  deux  termes  et  une  fraction  propremeM  dito,  ou 
et  un  nombre  plus  petit  que  Vunité,  on  ajoute  un  mime  nombre 
entier,  la  nouvelle  fraction  qui  en  résulte  est  plus  grande  que 
la  première. 

5 
Soit  -— >  la  fraction  proposée;  ajoutant  3  à  cbaoun  de  ses 

0 
deux  termes,  on  obtient  -s.  Ces  deux  fractions,  réduites  au 

même  dénominateur,  deviennent  -^ ,  -^^r-  ;  or ,  la  a*  fraction 

1 00     I 00 

est  évidemment  plus  grande  que  la  première. 

Pour  reconnaître  si  le  théorcrao  énoncé  est  vrai,  quelle  que 
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soit  la  fractioQ  proposée ,  désignons  cette  fraction  par  t>  ea 

supposant  a^b. 

Soit  m  le  nombre  ajoaté  aux  deux  termes  de  cette  fraction  ; 

•I  •    u  g  +^ 

Il  en  resuite.  • . .  t — ; • 

à  -f-m 

Afin  de  comparer  les  deax  fractions,  il  faut  les  réduire  au 
même  dénominateur;  il  suffit  pour  cela  de  multiplier  les  deux 
termes  a  et  6  de  la  première  fraction  par  b'^^m^étles  deux 
termes  de  la  seconde  par  b.  Or,  multiplier  a  par  b  +  m,  re- 
vient ft  prendre  a  autant  de  fois  qu'il  j  a  d'unités  dans  b ,  plus 
autant  de  fois  qu'il  y  a  d'unités  dans  m;  ce  qui  donne  ab-i^am. 
On  prouverait  de  même  que  le  produit  de  b  par  b  '■^m  est 

é'  +  bm ,.  ce  qui  donne  ,^    .■   , —  pour  la  première  fraction. 
JDe  même.> si  l'on  multiplie  les  deux  termes^le  la  seconde  t    l  . 

par  b ,  comme  on  l'a  vu  (  n°  5  ) ,  lelle  devient  TrjTÂ"*' 

Les  deux  numérateurs  ab  +  am,  ab  -f-  bm  ont  une  partie 
commune  ab  ;  et  la  partie  bm  du  second  numérateur  est  plus 
grande  que  la  partie  am  du  premier  numéi'ateur  ,  puisqu'on 
a  supposé  ^  ]>  a.  Donc  aussi  la  seconde  fraction  est  plus  grande 
que  la  première  ;  ce  qu'il  fallait  démontrer. 

On  voit  d'ailleurs  y  par  le  raisonnement  précédent ,  qu'il  faut 

a     , 
que  r  aoit  une  fraction  proprement  dite»  pour  que  le  théorème 

soit  vrai;  car  autrement ,  la  seconde  fraction  serait  moindre  que 
la  première ,  puisque  alors  on  aurait  ab  4-  bm  •<  â&  ^^  ^"t* 

7.  En  réilécliissant  sur  les  moyens  de  résolution  des  ques- 
tions précédentes,  on  sentira  que  l'emploi  des  signes  algé- 
briques doit  donner  lieu  à  des  règles  communes  à  plusieurs 
questions.  C'est  ainsi ,  par  exemple,  que  dans  la  seconde  et  la 
troisième,  on  a  été  conduit  à  effectuer  la  multiplication  d'une 
somme  «  +  ^  par  un  nombre  a  ,  d'une  somme  a  +  b  par  b  ^ 
d'un  nom)>rc  a  par  une  somme  b  +  m.  D'où  il  résulte  qu'en 
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cUUîuant  des  préceptes  généraux  pour  trouver  les  résultats 
dei  opérations  qu'on  peut  avoir  à  effectuer  sur  les  quan- 
tités algébriques,  on  aurait  des  moyens  fixes  de  résoudre 
toutes  les  questions  relatives  aux  nombres  par  les  symboles 
algébriques. 

Cette  partie  de  l'Algèbre  a  pour  titre  :  La  manière  {Tejffèc^ 
tuer  les  opérations  de  VAriihmédque  sur  les  quantités  algé^ 
briques  ou  littérales,  c^est-à-dire  sur  les  nombres  représentés 
par  des  signes  algébriques. 

On  ne  peut  se  dissimuler  que  cette  partie  ne  soit  un  peu  aride, 
pevt-étre  même  rebutante  pour  les  commençaos  ;  mais  il  est 
indispensable  de  la  bien  posséder,  si  l'on  veut  avancer  rapide* 
ment  dans  le  champ  vaste  et  fécond  de  PAIgtbre. 


la  RÉDUCTfOir   DES  TERMiS  SEMBLABLES. 

sîons,  OU  du  second  degré,  'jà^bc^  étant  la  même  chose  que 
'jaaabcc  ^eai  dit  k  six  dimensions  ou  du  sixième  degré. 

En  général ,  le  degré  ou  le  nombre  des  dimensions  d'un  terme 
ë  estime  par  la  somme  des  exposons  des  lettres  qui  entrent  dans 
ce  terme,  A  ce  sujet ,  nous  remarquerons  que ,  d'après  la  d^ 
finition  même  de  l'exposant  (  n*  a  ) ,  une  lettre  qui  n'a  pas  d'ex- 
posant est  censée  avoir  i  pour  exposant.  Ainsi ,  le  d^ré  du 
terme  Sà'bcd^  est  2  -f-  i  +  t  -4*  ^  »  on  7. 

Un  poljnome  est  dit  homogène,  lorsque  tous  ses  termes  sont 
de  même  degré.  3fl— 2A  +  c,  Sa*-*-  /^ab  +  ^»  5«*tf— 4^'+*^*' 
sont  des  polynômes  homogènes.  8a?  — -  ^ab  -|-  c  n'est  pas  ho* 
mogène. 

IX  On  appelle  termes  semblables  des  termes  qui  sont  corn* 
posés  des  mêmes  lettres  affectées  des  mêmes  exposans. 

Ainsi  'jab  et  Zab ,  ^a^b^  et  ia^b^y  sont  des  termes  semblables. 
&!*&  et  7^6*  ne  sont  pas  des  termes  semblables ,  car  ils  aont 
bien  composés  des  mêmes  lettreS|  mais  les  mêmes  exposans  n'af-^ 
fectent  pas  les  mêmes  lettres^ 

Il  arrive  souvent  qu'un  polynôme  renferme>  dans  son.  ex- 
pression, plusieurs  termes  semblables  »  et  alora  il  est  suscep- 
tible de  simplification. 

Soit  le  polynôme  ^à*b  —  3û'c  +  gac*  —  aa'é  +  7a'c  —  64'  ; 
on  peut  (  n*  9  )  Pécrire  ainsi  :  l^à^b  —  aa'é  +  7^^  —  3fl'c 
-f-  g^^  —  6&^  \  or  y  4^*6  —  nà'b  se  réduit  évidemment  à  aa*& 

^a'c — Zà*c  se  réduit  &  ^a^c\  donc  le  polynôme  lui-même 
revient  &  2a'^  +  ^a'^c  +  gûc'  —  6ô'. 

Que  l'on  ait  dans  un  polynôme  quelconque ,  les  termes 

+  2a^ÔC%   —  4fl^*C»,  +6fl3*C*,  —8c?b€^,  +  llfl»*C*. 

D^abord ,  la  somme  des  termes  additifs  +  2a^&c*  +  6a'6c* 
-)- 1  xiPBc^  est  égale  k  -{-  iga^Ac^,  la  somme  des  termes  soustrac- 
tifs  —  ^a^bc^  —  ^c^bc^  est  égale  à  —  i^bc*.  Donc  l'ensemble 
des  cinq  termes  proposés  se  réduit  à  +  igo^ôc*—  i24i**c*, 
ou  2i  +  ']a^c\ 

Il  peut  se  faire  que  la  somme  des  termes  soustractifis  soit 
plus  forte  que  celle  des  termes  additifs.  Dans  ce  cas,  on 
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foostrait  le  coefllcîent  positif  du  coelTicient  négatif,  et  Ton  affecte 
krésoltat  do  signe  -^.  Ainsi^  que  ron  ait  -f  5â'&  pour  la  somme 
des  termes  positifs ,  et  —  Sa^b  pour  la  somme  des  termes  néga- 
tifs; comme  —  8û*&  revient  à  —  Sa'b  -^^  3a*b,  il  s'ensuit  que 
+Sa*b  —  8a*b  éqniraut  è  -h  Sa*b  —  Sa*b  —  3a* b ,  ou  à  —  3a*b. 

D'où  Ton  peut  conclure  cette  règle  :  Four  opérer  la  réduo- 
tion  des  termes  semblables,  formez  un  seul  terme  additif  de 
tous  les  termes  semblables  précédés  du  signe  +  :  ce  qui  sefoit 
en  ajoutant  les  coefficiens  de  ces  ternies ,  et  en  donnant  leur 
somme  pour  coefficient  à  la  partie  littérale  commune.  For^ 
mez ,  par  le  même  moyen  ,  un  seul  terme  soustractif  de  tous 
les  termes  précédés  du  signe — y  retranchez  ensuite  la  plus 
petite  somme  de  la  plus  grande,  et  donnez  au  résultat  le  signe 
de  la  plus  grande, 

(  Il  est  bien  essentiel  de  remarquer  que  la  réduction  ne  doit 
porter  qœ  sur  les  coefiBciens  et  jamais  sur  les  exposans.  ) 

On  troQTera ,  d'après  cette  règle ,  que 

^ttb  — 8fl*ô  —  g/i'^  +  \^a'b  —  a'b    se  réduit  à  +  3a*A, 
^flftc* —  flic*  —  '^abc*^^  8abc^  +  ^abc'  se  réduit  à  —5fl6c*. 

La  réduction  des  termes  semblables  est  une  espèce  d'opéra- 
tion ,  toute  particulière  à  l'Algèbre,  qui  se  rencontre  dans  Vad^ 
diticn,  la  soustraction,  la  multiplication  et  la  division  algébri" 
ques,  opérations  que  nous  allons  maintenant  développer. 

Remarque.  Comme  celles-ci  doivent  offrir  à  l'esprit  des 
étères  la  même  idée  que  les  opérations  analognes  à  TAritb- 
métiqne,  nous  nous  dispenserons  d'en  répéter  les  définitions  » 
qui  doirent  être  suffisamment  connues  de  tous  ceux  qui  ont  yu 
l'Arithmétique  avec  soin.  On  conçoit  toutefois  que  les  procédés 
ne  peuvent  plus  être  les  mêmes ,  puisque  les  symboles  sont 
différens.  Tantôt  ces  opérations  se  réduisent  à  de  simples  in- 
dications, tantôt  il  y  a  lieu  réellement  a  les  efFectuer,  et 
alors  il  faut  ées  règles  correspondantes  aux  symboles  qne  Ton 
emploie. 
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iLDomoir. 


De  r Addition  algébrique. 


t3w  Soit  d^abord  &  «jouter  les  ezpressîoas  3a^  5&y  9e;oft 
a  pour  le  résultat  de  cette  addition ,  3a4-  5&  +  ac,  exprès* 
slon  que  Ton  ne  peut  simplifier  davantage» 

Soit  encore  à  ajouter  les  monômes  4^^'r  ^ui*b\  y^lfi  i  le 
résulUt  est  4«'6*  +  afl**'  +  7a* ÔV  ou  réduisant  (  m"*  la), .  •  « 
\Za'b\ 

ProposonsHBOoamainteoàBt  d'ajouter  les  polynômes 
3fl»  —  4a*,  2a*  —  Soi  +  6%  aa6  —  5bK 

Pour  former  un  seul  polynôme  qui  exprime  la  somme  de 

ceux-ci,  observons  qu'ajouter  au  nombre  exprimé  par 

3fl*  —  4^»  '«  nombre  exprimé  par  2a*  —  3aft  +  b\  c'est  y 
ajouter  la  difiTérence  entre  le  nombre  d'unités  exprimé  pur 
2a*  +  6%  et  le  nombre  d'unités  exprimé  par  3a*,  opération 
que  Ton  ferait  aisément,  si  Ton  attribuait  des  valeurs  particu- 
lières à  a  et  *  ;  mais,  comme  on  ne  saurait  l'exécuter  dans  l'état 
actuel  des  quantités ,  on  remarque  qu'il  revient  au  mAme  d'à* 
jouter  d'abord  2a*  -|-  *•  à  3a*  —  ^ab ,  et  de  retrancher  ensuite 
3a*  ;  ce  qui  donne  3a*  —  ^ab  +  2a*  -|.  *•  -.  3a* ,  on  en  cban* 
géant  l'ordre  des  termes  (n*  7),. ..  3a*—  ^ab  +  2a*— 3a*  -I-  *•. 
De  même,  pour  ajouter  2û6  —  5**  k  cette  denuère  expression , 
il  suffit  d'écrire  3a'  —  ^ab  <-f>  20*  —  3a*  -f  **  4. 2^  —  5**  • 
il  ne  s'agit  plus  actuellement  que  de  faire  (  n**  12  )  la  réduction 
des  termes  semblables,  e^  il  vient  enfin  5a* — 5a*  — .  4^  poar 
le  résultat  demandé» 

Comme  des  raisonnemens  analogues  pourraient  s'appliquer  à 
d'antres  polynômes,  on  est  en  droit  de  conclure  cette  règle  gjé- 
Mrale  pour  l'addition  de  deux  ou  plusieurs  polynômes  :  Écri^ 
9ez  les  polynômes  proposés  les  uns  à  la  suite  des  autres  ,  en 
eonsenmnt  aux  termes  qui  les  composent  leurs  signes  respectifs, 
et  faites  la  réduction  des  termes  semblables ,  s' il  y  a  lieu. 


I*. 


Dus  la  pratique,  ont  dupateardimainmau  tes  qmmmti%êtpn^ 
;  /9Êits,  ies  mma  sams  lt9  amtns,  mimt  on  fe  »giîr  dhwy  cet  dlg»x 
mmples  ^  an  fait  la  réàmetiaa  des  ftJiJ  sambtabks,  ei  tcm 
ierii  avec  leurs  sigmes  respectifs  les  fésmJbau  de  Im  rêdmctwm. 
Âbm ,  dans  le  premier  exenple  ,  en  oonsîdérant  le  terme  3«f , 
œ  terme  est  semblable  an  terme  Sa*  qui  m  trooTe  sor  la 
ligne,  on  écrit  &i*  pour  le  résolut  de  la  rédaction  de 
cet  deux,  termes  qu'on  a  soin  de  barrer  légèrement  (  oomme  on 
leToit  pour  le  premier  terme).  Pasaot  ensnite  an  terme— 4^t 
en  le  réduit  aTec  les  termes -f-siid  et  3a&,  ce  qui  donne  •)*nft» 
qifon  écrit  à  la  droite  de  8a*,  et  Ton  barre  les  nouveaux  termes 
qifon  Tient  de  réduire.  On  cootinue  ainsi  l'opération  jusqu'à  ce 
que  tons  les  termes  soient  barrés  et  réduits. 

Le  léger  trait  qu'on  patfe  sur  les  termes  sert  k  prévenir  l'o* 
wishm  de  quelques  termes  dans  le  résultat  ;  les  termes  non 
hirés  sont  encore  k 


De  la  Soustraction  algébrique. 

i4*  Soit  à  retrancher  4^  de  Sa;  le  résultat  algébrique  est 
Se  —  4^.  De  même ,  la  différence  entre  'ja'b  et  {a^b  est 
'js^à  ^^^ /^a^b ,  ou  3û^b. 

Soit  maintenant  a&— 3c  à  retrancher  de  ^a  ;  on  peut  d'abord 
présenter  le  résultat  de  cette  manière ,4^— (26— 3c),  en  met- 
tant la  qnaatité  k  soustraire  entre  deux  parenthèses  et  l'écri- 
vant à  la  suite  de  la  première  quantité  arec  le  signe  — .  Mais 
les  questions  exigent  souvent  que  Ton  forme  un  seul  pol  jnome 
«le  cette  expression  :  et  c'est  en  cela  que  consiste  principalement 
la  th§le  de  la  soustraction  algébrique. 

Pour  panenir  à  ce'bat#  onoliservera  que  si  a,  &,  c,  étaient 
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donnés  numériquement,  on  ferait  la  soustraction  indiquée  par 
ab — 3c,  puis  on  reirancherait  le  résultat  obtenu ,  de  4^;  comme 
cette  soustraction  ne  peut  être  efiectuée  dans  l'état  actuel  des 
quantités ,  on  commence  par  retrancher  a&  de  4^ ,  ce  qui  donne 
4^  —  26  ;  mais  en  retranchant  2,b  unités ,  on  a  soustrait  an 
nombre  trop  fort  de  3c  unités  ;  il  faut  donc  rectifier  le  résultat 
en  j  ajoutant  3c.  Ainsi ,  l'on  a  4^  '—  2&  +  3c  pour  le  résultat 
de  la  soustraction  proposée. 

Soit  encore  5a*—  /^  -|-  3ic  — &•  à  soustraire  de  8a»  —  aaà  j 
cette  opération  peut  être  indiquée  ainsi  : 

8fl*  — 2fl6  — (&!»  — 4a6  +  3ôc  — *•). 

Mais  y  pour  réduire  cette  expression  k  un  seul  polynôme,  ob- 
servons que  retrancher  Sa* — /[ab  +  3bc —  b*  rerient  à  retran- 
cher la  différence  entre  la  somme  Sà^  -f-  3bc  des  termes  additifs, 
et  la  somme  /[ob  -f-  b*  des  termes  soustractifs.  On  peut  d'abord 
retrancher  Sa*  +  3^c  ,  ce  qui  donne  8fl*  —  2fl^  —  5a*—  ibc  ; 
et  comme  ce  résultat  est  nécessairement  trop  faible  de  4^+^*» 
il  faut  j  ajouter  celte  dernière  quantité ,  et  il  vient 

8a*  ^  nab  —  Sa*  —  3bc  +  ^ab  +  i% 
ou  8a*  —  nab  —  5a*  -f-  ^ab  —  3bc  +  A', 

en  rétablissant  l'ordre  des  termes;  ou  bien  enfin, en  réduisant» 

3a*  +  2ab  —  3bc  +  b\ 

D'où  l'on  peut  conclure  cette  règle  générale  : 

Pour  soustraire  deux  poljrnomes  l'un  de  Vautre,  écriiez 
à  la  suite  dupofynome  dont  il  faut  soustraire^  t  autre  pofynome 
en  changeant  les  signes  de  celui-ci,  et  faites  la  réduction  du 
polj-nome  résultant,  s'il  jr  a  lieu. 

On  trouvera,  d'aprës  cette  règle, 

!•.        5a3-4a**  +  3*V     )  „^Aj.,iAv 

_{3a*J-aa'  -Sb*c)  f  =  7-^-7-^*  +  '»*  ^. 

ao.        4a6-cc/    -2b^  +  3a*     \  ^^^^Scd^Sb*. 
^(Sab  —4c^+36*  +  3a*)   /  ""       «'-rora       oir. 

]5.  On  peut  aussi,  d'après  cette  même  règle,  faire  subir  à 
certains  polynômes  quelques  transformations 
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l^iretemple,  6a*—   3ab  +  a^"  — aôc, 

tVTÎent  h  6a*—  (3tf*  —  !*•  4-aAr). 

De  même  711^—  8a*6->-  46V+6^\ 

«fient  à  70»  —  (8a»A  +  4ô*c  —  6^') , 

oa  bien  encore  )  à  70*—  8a'd  — (4A*c— 6ô^. 

Ces  transformations ,  qui  consistent  à  décomposer  un  polj-* 
nome  en  deux  parties  séparées  l'une  de  l'autre  par  le  signe— ^i 
sont  très  utiles  en  Algèbre. 

Multiplication  algébrique. 

16.  Nous  regarderons  comme  démontre  un  principe  qui  est 
généralement  admis  dans  tous  les  Traités  d'Aritlimétique  (vojrei 
pour  la  démonstration  mes  Èlémens  â* Arithmétique ,  c^  édit.^ 
n*  i37),c^est  que  le  produit  de  deux  ou  plusieurs  nombres  reste 
le  même  dans  quelque  ordre  qu'on  les  multiplie»  .    . 

Cela  posé,  considérons  d'abord  le  casoii  Ton  a  an  monôme  à 
naltiplîer  par  un  monôme;  soit  ^^a^b^  à  multiplier  par  4^*6.  ; , 

L'expression  de  ce  produit  peut  d'abord  s'éciHre  ainsi  : .  ,4  .^t. 
741^6*  X  ^^b.  Mais  on  peut  la  simpliûerf  en  observant  q^e^ ■ 
d'après  le  principe  précédent  et  la.  signification  des  symboljos 
algébriques  (n®  a),  elle  revient  87X4^  aaaaabbb.  Or,  comme 
ks  ouefficiens  sont  des  nombres  particuliers,  rien  n'empécbe 
d'en  former  un  seul  en  les  multipliant  enti*e  eux  :  ce  qui 
donne  a8  pour  coe£Qcîent  du  produit.  Quant  aux  lettres ,  le 
produit  aaaaa  équivaut  à  a*^  et  le  produit  bbb^  à  b^\  ainsi ,  Ton 
obtient  pour  résultat  final,  280^6''. 

Soit  encore  lan^V  à  multiplier  par  Ba^b^d^\  ce  produit  re^ 
vient  à  la  X  Sx^aaabbbbbbccdd,  ou  ^5£fib^c*d'.  D'où  Ton 
voit  que  y  pour,  multiplier  deux  monômes  l'un  par  l'autre,  il 
fiât,  i^.  multiplier  les  deux  coefficiens  entre  eux;  a**,  écrire  à  la 
suite  de  ce  produit  toutes  les  lettres  qui  entrent  à  la  fois  dans 
le  multiplicande  et  le  multiplicateur,  en  affectant  chaque  lettre 
dun  exposant  égal  à  la  somme  des  deux  exposans  dont  .cette 
même  lettre  est  affectée  dans  les  deux  facteurs  ;  3°.  si  une  lettre 

a 
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donnés  nunitTi«|- 
a^— 3c,  puis  ciTî 
cette  soustractio" 
quantités  y  on  c<y 
^a^^7,b\  mais 
nombre  trop  i'>»' 
en  j  ajoutant 
de  la  soustrui  : 

Soit  encot  « 
cette  opcr;. 

Mais..  ' 
servons  . 

cher  la  « 
et  la  su! 
relraiv 
et  con> 
il  fau^ 


.  tus  tmme  chacun  des  termes  du  mul» 
^^  ^^tàftmctijs ,  par  ces  termes;  mais 
^«  Mtf  *i^nes  contraires  à  ceux  dont  les 

.1.  :fféctts,  Quant  à  la  multiplica-^ 
^^  *mtU plicande par  un  terme  du  mul- 

»  ^iâSûUes  pour  les  monômes  (n*  16). 
>  utfii:^  polynômes 


ou 
en  r 

« 
a  . 

et 

i" 


cer 
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^^  ictYnomes  Tun  au-dessous  de  l'autre^ 

v>.:vruve5  du  premier  par  le  terme  aa*  du 

^.- ^  toa'^  —  iGa^lf^  +  4a*^',  polynôme 

'->  tti^mrs  que  ceux  du  multiplicande. 

^tHi^  ittb  du  multiplicateur,  comme  ce 

^^in»  — ,  ou  multiplie  chacun  des  termes 

^.  v«  terme,  en  ayant  soin  d*aflecter  chaque 

^v'*»traîrc  i  celui  du  terme  correspondant  du 

^"^  ^  Joaue— 1  aa^*  +  1 5a-A*+ 24fl'^^— 6flô4 , 

^it  4tt-dcssous  du  premier. 


'naM^^ion  In  plus  simple  du  produit, 

^    ^tfM^t  n"^  ^^^  ^*  P^"^  importante  à  retenir  dans 
,        ^g^  Je  deux  polynômes,  peut  s'énoncer  ainsi  : 
.  ^ne  tes  deux  termes  du  multiplicande  et  du 
mjffectés  du  même  signe ,  le  produit  corres" 


f 


•  -édu  signe  +  ,  et  lorsque  les  deux  termes  sont 
contraires ,  le  produit  est  affecté  du  signe^^^. 


J^ 


REMllQUES  SUR    LÀ  MULTIPLICÂTIOR.  SI 

On  dît  encore,  en  langage  algébrique,  que  +  maUiplié  jNur 
+  y  on  —  multiplié  par  — ,  donne  -4*  »  et  que  —  multiplié  par 
+  >  ou  -f-  multiplié  par  — ,  donne  «— •  Mait  oe  dernier  énonoé, 
qui  n'offre  aucun  sens  raisonnable  en  lui-même  (puisqu'on 
ne  sait  ce  que  signifie  :  multiplier  entre  eux  des  sjrmboles ,  non 
de  quantités,  mais  d'opérations  arithmétiques),  ce  dernier 
énoncé,  dis-je,  doit  être  seulement  regardé  comme  une  abré- 
viation du  précédent. 

Ce  n'est  pas  la  seule  circonstance  oji  les  algébristes ,  pour 
abréger  le  discours,  emploient  des  expressions  incorrectes , 
mais  qui  ont  Tayantage  de  mieux  graver  les  règles  dans  la 
mémoire. 

Nous  proposerons  pour  exercices  les  exemples  suivans  : 

i*^  Exemple.   3a^—5bd+c/ 

—  5a*+^bd^8c/  . 

Prod.  simp.—l5a^+3^a*bd^2^*cf^2ob•d'+^^H:df'^/K 

2*  Exemple.         ^a^b'—Sa*b*c+8a*bc*—Za*c^—^ab€^ 

aab^  — ^abc  — a^c"    -4-c^ 

Produit  simplifié.]  —  4a*6V— i6a46^c+iîMi^*c4 -f-    ']a*b^c^ 

l  +i4a'^c* +i4a**c5—  3fl»c«    —    'jabi^ 

i8.  Nous  ferons  sur  la  multiplication  algébrique  plusieurs 
remarques  fort  importantes. 

Premièrement.  Si  les  polynômes  qu'on  se  propose  de  mnl-^ 
tiplier  l'un  par  l'autre  sont  homogènes  (u®  il) ,  (et  la  plupart 
des  questions  qu'on  cherche  a  résoudre  par  le  secours  de  l'Al- 
gèbre, les  questions  de  Géométrie  principalement,  conduisent 
à  de  semblables  expressions) ,  le  produit  de  ces  deux  pofp$omes 
est  aussi  homogène  ;  c'est  une  conséquence  évidente  des  riègles 
relatives  aux  lettres  et  aux  exposans  dans  la  multiplication  des 
quantités  monômes.  En  outre ,  le  degré  de  chaque  terme  du 
produit  doit  être  égal  à  la  somme  des  degrés  de  deux  tenngs 
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quehonques  du  multiplicande  et  du  muUipUcaUur*  Aimi  f  Aftiif 
le  plieiiiier  A»  deux  exemplet  précédens,  tous  \»  Urn^s  du 
.multiplicande  étant  do  deuxièiuQ  degré ,  f inn  que  oeux  da 
mn^tipliciiteDry  tou9  les  termes  du  produit  sont  du  qttatrî^me 
degré.  Dans  le  second  i  le  multiplicande  étant  du  cinquième 
degré,  et  le  poiultiplicateur  du  troisième  degré»  le  produit  est 
du  huitième  degré.  Cette  remarque  sert,  dans  la  pratique  y  à 
reconnaître  des  erreurs  de  calcul  par  rapport  aux  exposma. 
Par  exemple  >  si  l'on  trompe  que,  dans  l'un  des  temnea  df  un 
produit  qui  doit  être  homogène ,  la  somme  des  exposant  est 
égale  à  6,  tandis  qu'elle  est  égale  à  7  dans  tous  les  autres 
termes,  il  y  a  erreur  manifeste  dans  l'addition  des  expoMum; 
et  alors  on  reprend  la  multiplication  des  deux  term^  qui  ont 
formé  ce  produit  partiel. 

Secondement,  Lorsque ,  dans  la  multiplication  de  deux  poly- 
nômes y  le  produit  n'ofire  aucune  réduction  de  termes  sem- 
blables, 2e  nombre  total  des  termes  du  produit  est  égal  au 
produit  du  nombre  des  termes  du  multiplicande ,  multiplié  par 
le  nombre  des  termes  du  multiplicateur;  c'est  une  conséquence 
de  la  règle  (n*  17).  Ainsi  ^  que  l'on  ait  5  termes  dans  le  multi- 
plicande et  4  dans  le  multiplicateur,  il  y  en  a  5  X  4  ^'u  20 
dans  le  produit.  En  général,  si  le  multiplicande  se  compose 
de  m  termes  et  le  muUipIScateur  de  n  termes,  le  produit  en 
renferme  ?»  X  n. 

Troisièmement.  Lorsqu'il  y  a  des  termes  semblables,  le 
nombre  total  des  termes  du  produit  simplifié  peut  être  beau- 
coup moins  grand.  Mais  on  remarquera  que,  parmi  les  difié- 
rens  termes  du  produit ,  il  en  est  qui  ne  peuvent  se  réduire 
aveè  aucun  antre:  ce  sont,  i**.  le  terme  provenant  de  la  mulii^ 
plication  du  terme  du  multiplicande  affecté  du  plus  haut  ex^ 
posant  dune  quelconque  des  lettres ,  par  le  terme  du  multir^ 
plieaieur  affecté  du  plus  haut  exposant  de  la  même  leftre;  2®.  le 
terme  provenant  de  la  multiplication  des  deux  termes  affectés 
du  pbiar  faible  exposant  de  la  même  lettre.  En  effet,  ces  deux 
produits  partiels  doivent  renfermer  cette  lettre  arec  un  plus 
haut  on  un  pins  faible  exposant  que  chacun  des  autres  pro* 
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duU  partiels;  par  conséquent,  iU  ne  peu^rent  être  semblables 
aux  autres  produits.  Cette  remarque  »  dont  la  Térité  se  déduit 
de  la  règle  des  exposans ,  sera  d'une  très  grande  utilité  dans 
ia  dinsion. 

19.  ÎPour  terminer  ce  qui  a  rapport  à  la  multiplication  algé- 
brique» nous  ferons  connaître  différons  résultats  de  multiplica- 
tjoo,d'iui  usage  fréqvient  en  Algèbre. 

i^,  $oit  proposé,  de  former  le  carré  ou  la  seconde  puissance 
d'an  binôme  a  +  b»  On  a ,  d'après  les  principes  connus, 

(fl  +  *)*  =  (a  +  6)  (a+b)=:a*+Mb  +  b*; 

c^eft-ii*dire  que  le  carré  de  la  somme  de  deux  quantités  se 
comquQse  dUi  carré  de  la  première  quantité ,  plus  le  carré  de 
la  seconde,  plus  le  double  produit  de  la  première  par  la 


Ainsi ,  soit  è  former  le  carré  de  5a^  Hh  8a*6  ;  on  a ,  d'après 
ce  qui  vient  d'être  dit,  (5«3  4.8a*&)»  =  25a«+8oa**  +  64a**\ 
a\  Soit  k  former  le  carré  d'une  différence  a  —  b. 

On  a  (a—b)^=(a^b)  (a  — *)=tf*  — m*  +  *>; 

c'est-à-dire  que  le  carré  de  la  différence  de  deux  quantités  se 
confipose  du  carré  de  la  première,  plus  le  carré  de  la  second, 
moins  le  double  produit  de  la  première  par  la  seconde. 

Ainsi  (']a*b*—i:iab^ytss^ga^b^—\68a^b^+  i44ii*6^ 

3*.  Soit  proposé  de  multiplier  a-j^b  par  a  —  b. 

On  a  (û  +  ô)  {a — b)=a*  —  b^.  Donc  la  somme  de  deux 
quantités,  multipliée  par  leur  différence,  dorme  pour  produit 
la  différence  de  leurs  carrés,  (C'est  le  théorème  démontré  n®  5.) 

Ainsi  (8fl'  +  7tf**)  (8a^  — 7ûA*)  =  64a«  — 490*^ 

On  peut,  en  combinant  ces  différens  résultats,  trouver  les 
produits  de  certains  polynômes  plus  promptement  que  par  le 
procédé  ordinaire.  Soit  »  par  exemple,  à  multiplier 

5a'  —  4^  +  ^*'  P*"^  ^^' — 4^*  —  3ô';  si  l'on  remarque  que 
la  première  de  ces  deux  expressions  est  la  somme  de  deux  quan-* 
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tités  5a*  —  /^ab  et  36*,  que  la  seconde  est  la  différtfnoe  de 
deux  mêmes  quantités ,  on  trouTe  de  suite  pour  le  produit  « 

20.  En  réfléchissant  sur  les  résultats  de  multiplication  ^00 
Ton  Tient  d'obtenir,  on  Toit  qae  leur  composition ,  on  la  ma« 
niëre  dont  ils  se  forment  à  Paide  du  multiplicande  «t  du  maKt* 
pUcateur,  est  tout-à-fait  indépendante  des  valeurs  particulières 
qu'on  peut  attribuer  aux  lettres  a  et  6  qui  entrent  dans  les  dcinx 
facteurs. 

En  principe,  la  manière  dont  un  produit  algébrique  sejbfme 
à  Vaide  de  ses  deux  facteurs ,  s'appelle  la  loi  de  ce  produit  ^ 
et-cette  loi  reste  toujours  la  même,  quelles  que  soient  lesvalemnt 
attribuées  aux  lettres  qui  entrent  dans  les  deux  facteurw, 

21.  £n6n,  un  polynôme  étant  donné,  on  peut  quelquefois» 
d'après  son  inspection,  le  décomposer  en  (acteurs,  œ  qui  est 
soaTont  utile. 

Soit  le  polynôme  aSo^ —  3oa^&+  i5a*A*  :  il  est  évident  que 
les  facteurs  5  et  a'  entrent  dans  chacun  de  ses  termes.  Ainsi,  on 
peut  mettre  le  polynôme  sous  la  forme  5a*  (5a* — 606  +  36*}, 
i)e  même,  64^^ 6^ — a5a*A'  se  transforme  en 

(8a'6'  +  Saé4)  (So'é^—Sflii). 

En  effet ,  ^a^h^  et  i^a^b^  étant  les  carrés  de  Sa*^^  et  ^ob^^  il 
s'ensuit  que  l'expression  proposée  est  la  différence  de  deux 
carrés  ,  et  qu'elle  est  (u®  19)  décomposable  dans  la  somme  des 
racines  de  ces  carrés,  multipliée  par  la  différence  des  mêmes 
racines. 

De  la  Division  algébrique, 

22.  La  division  algébrique,  comme  la  division  arithmétique, 
a  pour  but,  éuxni  donné  un  produit  et  Vun  de  ses  facteurs ,  de 
trous^r  le  second  facteur. 

Considérons  d'abord  le  cas  de  deux  monômes. 

3oit  à  diviser  720^  par  8a^,  ce  que  l'on  indique  ainsi  :  -w-f  • 
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On  demande  une  troisiime  quantité  monôme  qui ,  multipliée 
ptr  h  seconde,  reproduise  la  première.  Or,  d'après  les  règles 
étiUiet  pour  la  moltiplication  des  monômes ,  la  quantité  cher- 
chée doit  être  telle  que  son  coefficient ,  multiplié  par  8 ,  donne 
pour  produit  7a ,  et  que  Pexposant  de  la  lettre  <|  dans  cette 
quantité ,  ajouté  à  3 ,  exposant  de  la  lettre  a  dans  le  diviseur, 
demie  pour  somme  5,  exposant  du  dividende.  Ainsi,  l'on  ob« 
tiendra  cette  quantité  en  divisant  7a  par  8 ,  et  retranchant  de 

Fezposaat  5  l'exposant  3  «  ce  qui  donne  -^^  =^9^}  ^t  «n  eSSet 

on  a  8éf  X  ga*  =  72fl^. 
On  a, d'après  les  mêmes  remarques , 

3Sa^b*c 

T— =:5tf*Ac;  et  en  effet,  706  X  5a*bc=i  35a?b*c  ; 

d'oà  Pon  Toit  que ,  pour  diviser  deux  monômes  l'un  par  l'autre, 
il  faut,  l^  dwiser  les  deux  cœfficiens  F  un  par  Foutre^  a*,  pour 
Us  lettres  communes  au  dividende  et  au  diviseur,  écrire 
dktcune  dF  elles  à  la  suite  du  coefficient,  en  F  affectant  d'un 
exposant  égal  à  Fexces  de  Fexposant  du  dividende  sur  celui 
du  diviseur;  3®.  écrire  à  la  suite  et  avec  leurs  exposons  res^ 
pectifs  y  les  lettres  qui  entrent  dans  le  dividende  sans  entrer 
dans  le  diviseur, 
Oa  trouvera ,  d'après  cette  règle , 

(  Vojfez  le  n*  a4 1  poar  le  cas  oii  les  exposa  ns  d'une  même 
lettre  sont  égaux  dans  le  dividende  et  le  diviseur.  ) 

23.  Il  résulte  de  la  r^le  précédente  que  la  division  des  mo^ 
nomes  est  impossible,  premièrement,  si  les  coefficiens  ne  sont 
pas  divisibles  l'un  par  l'autre;  en  second  lieu,  si  certains  expo- 
sans  sont  plus  forts  au  diviseur  qu'au  dividende;  en  troisième 
lieu,  si  le  diviseur  renferme  une  ou  plusieurs  lettres  qui  ne  se 
trouvent  pas  dans  le  dividende.  Dès  qu'une  ou  plusieurs  de  ces 
trou  circonstances  se  rencontrent,  le  quotient  reste  sous  la  forme 
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d'un  monôme  fractionnaire,  c^est-ii-dire  d'une  exprestioo 
nome  dans  laquelle  entre  nécessairement  le  signe  algébrique 
de  la  division ,  mais  qu'on  peut  souvent  simplifier. 

Soit,  pareiiemple  »  ma^b^cdk  diviser  par  8a*6c*. 

On  ne  peut  trouver  ici  pour  quotient  un  monôme  entier,  c^est- 
a-dire  un  monôme  débarrassé  du  signe  de  la  division ,  parce 
que  12  n*est  pas  divisible  exactement  pjsir  8,  et  qu'en  outre 
l'exposant  de  c  est  moins  grand  au  dividende  qu'au  diviaeur« 

Ainsi,on  présentera  le  q  uotient  demandé  sous  la  forme  a  ^a    ■■  ; 

mais  on  peut  simplifier  cette  expression,  en  remarquant  qmi 

les  facteurs  4»  ^*9  ^9  et  c,  étant  communs  aux  deux  termes  de 

cette  fraction  ,  rien  n'empécbe  de  les  supprimer  ;  et  Ton  a  pour 

,    ,         3a*W 

résultat) . 

ac 

En  général,  ]>our  simplifier  un  monôme  fractionnaire , il 
iSaut ,  I®.  supprimer  le  plus  grand  facteur  commun  aux  deux 
coefficiens;  2^.  retrancher  le  plus  petit  des  deux  exposons  ittma 
même  lettre,  du  plus  grand,  et  écrire  la  lettre  affectée  de  cette 
différence  dexpos€ms ,  dans  celui  des  deux  termes  de  lafrac" 
tion  ou  l'exposant  était  le  plus  grand;  3^.  écrire  les  lettres  non 
coïïnmunes,  avec  leurs  exposons  respectifo,  dans  celui  des  deux 
termes  de  la  fraction  où  ces  lettres  entraient. 

On  trouvera  d'après  cette  nouvelle  règle, 
48a]6V^_4fld;*    37û6W_376V      7^*6  _    i 
36a**V</e~  3ftcc'  6a^*c»£f*~  6a»</'  TI^T'^^S* 

Dans  le  dernier  exemple ,  comme  tous  les  facteurs  du  divi- 
dende se  trouvent  au  diviseur,  le  numérateur  se  réduit  k  Vmùté, 
parce  que  cela  revient  à  diviser  les  deux  termes  de  la  fraclkm 
par  le  numérateur. 

24.  Il  arrive  souvent  que  les  exposans  de  certaines  lettres 
sont  les  mêmes  au  dividende  qu'au  diviseur. 

Soit,  par  exemplci  k  diviser  24^^^*  par  8o''b*\  comme  la 
lettre  b  est  aflectée  du  même  exposant ,  le  quotient  ne  doit  pas 

la  renfermer,  et  l'on  a  '^ttt  =  3a.  Mais  on  remarque  que 
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œ  nniltal  2a  peut  être  mît  sous  ané  forme  propre  k  oomerr 
ver  la  trace  de  la  lettre  b  qui  a  disparu  par  l'eflEet  de  la  ré- 
dactioD. 

En  efiet,  si  Ton  applique  y /7ar  convention,  à  Tei pression  t; 

la  r^le  des  exposans  (  n®  22  ) ,  il  rient  7^  =  ^^-  Ce  noureaa 

symbole  b^  indique  (  n®  2  )  que  la  lettre  entre  o  fois  oomme 
fwteiir  dans  le  quotient  >  ou  ,  ce  qui  revient  au  même,  qu'elle 
œ  doit  pas  7  entrer;  mais  il  indique  en  même  temps  qu'elle 
entrait  dans  le  diTidènde  et  le  diviseur ,  et  qu'elle  a  dispara 
par  l'effet  de  l'opération.  Ce  symbole  a  l'avantage  de  conserver 
la  trace  d'un  nombre  qui  faisait  partie  de  la  question  que  l'on 
avait  en  vue  de  résoudre ,  sans  changer  pour  cela  en  rien  le 

résultat  ;  car  ^  puisque  b^  provient  de  t;  »  qui  9    d'ailleurs    est 

égal  à  1  y  il  s'ensuit  que  Zab^  équivaut  à  3a  X  i  ou  3a.  De 
même 

^    ■  ,   =  5a*6V*>  =  5b*. 

Comme  il  importe  d'avoir  des  notions  exactes  sur  l'origine 
et  la  signification  des  symboles  en!ip1oyés  en  Algèbre,  nous 
nous  proposerons  de  faire  voir  qu'en  général ^  toute  quantité  a^ 
affectée  de  T exposant  o,  équivaut  à  \,  c'est-à^ire  qM^e  l'on  a 

o*  =  1. 

£n  effet,  cette  expression  provient,  comme  nous  venons  de 

k  dire ,  de  ce  que  a  est  affecté  du  même  exposant  au  dividende 

a** 
et  au  diviseur  d'une  division  indiquée.  Ainsi  l'on  a  o^  =  — 

^  a" 

(  m  désignant  pour  plus  de  généralité  le  nombre  entier  qui  sert 

d'exposant  ha).  Mais  le  quotient  de  toute  quantité  divisée  par 

elle-même  est  i  ;  donc  —  =  i  ;  donc  aussi  l'on  a  a®  =  i . 

'  a*"  ' 

Le  symbole  a°  n'est,  nous  le  répétons, employé,  par  conven- 
tion, que  pour  conserver  dans  le  calcul  la  trace  d'une  lettre 
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qui  entrait -dans  l'énoncé  d'une  question  y  niaia  qui  doit  dispa- 
rattre  par  l'effet  d'une  division  \  et  il  est  souvent  nécessaire  de 
conserver  cette  trace. 

mnsioN  ns  deux  poltnojces. 

25.  Soit  à  diviser  5ia*6*  -|-  loa^  -~  4^^  ""*  ^^  "H  4^' 
par  ^ab  —  5û'  +  3ft*. 

Pour  suivre  plus  facilement  les  calcuk,  on  peut  les  dispoaer 
ainsi: 

5  !«•**+  ioa<  —  48a3&— ,  5^4^  ^^^3 .     4^^  —  Sa»  -4-  3^* 


57a»*» — 4oa»ô  —  1 5**+ 4a63 
—  3aa'6* +  40056—24^*5 

25a*6*  —  i5M  —  20flA' 
4-  7,oab^  _25a*ft>+  i5ft* 


Le  but  de  cette  opération  est ,  comme  nous  l'avons  déjà  dit 
(  n®  22  ) ,  c^e  trouver  un  troisième  pofynome  qui,  muliipUé  par 
le  second,  reproduise  le  premier. 

Il  résulte  de  cette  définition  et  de  la  r^le  établie  (n*  17  ) 
pour  la  multiplication  des  polynômes,  que  le  dividende  est 
l'assemblage,  par  addition  et  après  réduction,  des  produits  par- 
tiels de  cbacua  des  termes  du  diviseur,  multipliés  par  chacun 
des  termes  du  quotient  chercbé.  Gela  posé,  si  l'on  pouvait  dé- 
couvrir dans  le  dividende,  un  terme  qui  provint,  sans  ntf— 
duction,  de  la  multiplication  de  l'un  des  termes  du  diviseur 
par  Tun  des  termes  du  quotient,  alors,  en  divisant  l'on  par 
l'autre  ces  deux  termes  du  dividende  et  du  diviseoTi  on  aarail 
tùr  d'obtenir  un  terme  du  quotient  cberdié. 

Or,  d'après  la  troisième  remarque  du  n®  18,  le  terme  loa^ 
affecte  du  plus  baut  exposant  de  la  lettre  a,  provient  sans  ré- 
duction, de  la  multiplication  des  deux  termes  du  diviseur  et  du 
quotient,  affectés  respectivement  du  plus  haut  exposant  de  le 
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tBème  leilre.  Donc,  en  dÎTisant  le  terme  loo^pàr  le  terme-— 5a* 
do  dWItenr,  on  sera  certain  d'ayoir  nn  terme  dn  qaotient  eber— 
dié.  Mais  il  se  préstete  ici  nne  difficulté ,  c'est  de  déterminer  le 
iîgne  dont  le  terme  da  quotient  doit  être  affecté.  Pour  ne  pas 
être  arrêté  dorénaTant  k  ce  sujet ,  nous  allons  établir  une  r^le 
qn  sera  la  règle  des  signes  de  la  division. 

GommCy  dans  la  multiplication^  le  produit  de  deux  termes  de 
même  signe  est  affecté  du  signe  +  «  ^^  V^^  ^^  produit  de  deux 
termes  de  signes  contraires  est  affecté  du  signe  -^  i  on  peut  coït* 
dure,  I*.  que,  si  le  terme  dn  dividende  a  le  signe  -f-,  et  celui  du 
dtrâenr  le  signe  +f  le  terme  du  quotient  doit  avoir  le  signe  «^;' 
1*.  que  si  le  terme  du  dÎTidende  a  le  signe  -f-  et  le  terme  du 
diviseur  le  signe — »  le  terme  du  quotient  doit  avoir  le  signe-—, 
parce  qu'il  n'y  a  que  le  signe  -—  qui ,  combiné  par  multtpiica^ 
tion  avec  le  signe  —  du  diviseur,  puisse  reproduire  le  signe  •+• 
dn  dividende  ;  3*.  que  si  le  terme  du  dividende  a  le  signe  — 
et  le  terme  du  diviseur  le  signe  +  >  1®  quotient  doit  avoir  le 
signe—;  4^.  enfin,  si  le  dividende  a  le  signe  —  et  le  diviseur 
le  signe  — - ,  le  quotient  doit  avoir  le  signe  -l'- 
Eu résumant ,  on  voit  que  cela  revient  à  dire  : 

Si  les  deux  termes  du  diAdende  et  du  diviseur  sont  de  même 
signe,  le  quotient  doit  être  affecté  du  signe  -f-y  et  s'ils  sont  qf^ 
feetés  de  signes  contraires,  le  quotient  doit  être  affecté  du 
signe  —  •  On  dît  encore ,  par  abréviation  , 

+  divisé  par  -J-,  et  —  divisé  par  —,  doonent  +; 
—  divisé  par  -|^,  et  -4~  divisé  par  •— ,  donnent  -— . 

Bevenons  k  notre  objet. 

Bu»  Pexemple  proposé,  loo^  et—  5a*  étant  affectés  de 
signes  contraires ,  leur  quotient  doit  avoir  le  signe  —  ;  d'ailleurs 
100^  divisé  par  5a*  donne  aa*  (  n*  asi  )  ;  donc  —  aa*  est  un  terme 
du  quotient  cberché.  Après  l'avoir  écrit  au-dessous  du  diviseuf*, 
on  multiplie  chacun  des  termes  du  divisçur  par  ce  terme  »  pi^is 
OD  soustrait  le  produit  —  6a^b  -f-  loo^  *-  6a'6*,  du  dividende, 
ce  qui  se  fait  en  écrivant  ce  produit,  avec  des  signes  contraires, 
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an-desiôtts  du  ditideiide,  et  &ï  opérant  la  réduetion.  li  riesBà 
ainsi  pour  rélttltat  de  la  ptenière  opArâtioD  partielle  » 

Ce  résultat  se  compose  des  produits  partiels  de  cbacna  des 
termes  du  diviseur  par  chadaii  des  termes  qbi  i^estcet  à  déter- 
miner au  quotient.  On  peut  dono  le  regarder  comme  un  nou- 
Teatt^dividendei  et  raûonoer  sur  lui  comme  sur,  le  dividende 
proposé.  On  est  ainsi  conduit  k  prendre  y  dans  ce  résulta^  p  le 
terme  —  ^o^b  ^  affecté  du  plus  haut  exposant  de  a^  et  à  le 
dît iser  par  le  même  terme  -—  5^  du  dÎTÎseur .  Or,  d'après  les 
principes  précédens ,  -—  4o^^  divisé  par  —  Sa^,  donne  pour 
quotient  +  8ab  i  nouveau  terme  qu'on  écrit  à  la  drpite  du 
premier.  Multipliant  chacun  des  termes  du  diviseur  par  ce 
terme  ^  et  écrivant  les  produits  avec  des  signes  contraires  «au- 
dessous  du  second  dividende»  puis  &isant  ki  réduction,  on 
trouve  pour  résultat  de  la  seconde  opétation  9 

25a*A*  —  \5b^  —  20û^'; 

divisaut  encore  zBa^b*^  par  —  5<z',  on  a  ppur  quotient  |  —  5^* 
qui  forme  le  troisième  terme  du  quotient  Multipliait  le  divi- 
seur par  ce  terme,  et  écrivant  les  termes  du  produit ,'  avec  des 
signes  contraires,  au-dessous  du  troisième  dividende,  |^uis  Farsant 
la  réduction,  on  obtient  pour  résultat  o.  Donc — 2a'+8aÀ — 5&^, 
ou  8a6  —  2a*  —  56*,  est  le  quotient  demandé  ;  ce  qu'on  peut 
d'ailleurs  Térifiér  en  multipliant  le  diviseur  par  ce  polynôme  : 
le  produit  efieotué  doit  être  ^al  au  dividende. 

En  réfléchissant  sur  les  raisonnemens  précédens,  on  voit  que, 
comme,  dans  chaque  opération  partielle ,  on  est  obligé  Je  re- 
chercher le  terme  du  dividende  'affé<5té  dd  plus  haut  ex^sant 
de  Tune  des  lettres,  et  de  le  dÎTÎ^er  par  le  tet'nle  dn  divisMr 
affecté  du  plus  haut  ëxpo^anl  de  la  tndtne  lettre,  Oâ  évitéHiit 
^tte  recherche,  si  l'on  avait  le  sôlnf  d'^rire  à -ïaioiit  les  termes 
du  dividende  et  du  diviseur,  de  mani^te  qué4es  exposons  d^tate 
même  lettre  allassent  en  dédroissànt  de  gauche  à  droite.  C'est  ce 
qu'on  appelle  ohoonkeh  le  div^idende  et  le  diviseur  par  rap|)ort 
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k  «ne  mèiie  lettre.  Ati  moyen  de  cette  préparatioD ,  le  premier 
terme  à  gauche  do  driideDâe,  et  le  premier  terme  à  gauche 
au  dirisear,  sont  toujours  les  dieux  tértnëâ  qu'il.  ÙluÎ  diTiser 
Pun  par  l'autre,  pour  avoir  un  des  termes  du  q'uotîetit;  et  il  en 
c«t  de  même  dans  toutes  les  opérations  snWantes ,  parce  que  les 
quotîens  partiels  et  les  produits  du  dWiseur  par  ces  quotîens 
sont  oontinuellement  ordonnés» 

yom  le  tableau  des  calculs  de  Fexemple  précédent ,  après 
que  l'on  a  ordobné  les  deux  polynômes , 

loa*  — 480^*  +  5iû»J»-f  4^*'—  i5ft*  |— V-f  4fl&+3»' 
-^ ^i^b  ^  5*)€àb^  +  4a»3~i5fr^ 
+  î5tf  •**  —  aoûA'  —  1 5ft* 


Um  I  <• 


o. 


9&  De  là  on  peut  conclure  la  règle  suÎTatlté'  poub  di Viser 
deux  -polytiomes  l'iin  pai^  Fautré  :  Aptha  aspoir  ordonné  le  'di^ 
vidende  et  le  diviseur  par  rapport  à  une  même  lettre,  divisez  ti 
premier  terme  à  gauche  dû-dividende  par  le  premier  terme  à 
gauche  du  diviseur,  ifOUs  cibtenex  ainsi  le  premier  terme  dti 
fuotieni;  multipliez  le  diviseur  par  ce  terme,  et  retranchez  le 
produit  du  dividende  proposé.  Divisez  ensuite  le  prethie^ 
terme  du  reste  par  Ih  premier  terme  du  dii^iseur,  vot/i  obtenez 
ainsi  le  second  terme  du  quotient;  multipliez  le  diiHseurpat 
ce  second  terme ^  et  retranèhez  le  produit,  dh  résultat  de  là 
prcndkne  opération.  Contihuei  ainsi  les  opérations,  jusqu^à 
ce  qu'enfin  vous  obteniez  pout  résultat  0  :  AXTQiriâ  cas  ,  l^  di-^ 
Tisioir  Yst  WTB  exacts.    '  •       •  •    * 

Lorsque  te  premier  terme  dû  diridende  ordoniié  n'est  pas 
exactement  diriftible  (  n*  23  )  par  le  premier  tehne  du  diyîseur 
aussi  ordonné,  c^est  un  signe '^ue  la  division  totale  est  impos- 
sible, C'est-i'^ire  qu'il  n'y  a  pas  de  poly nome' étîtiier  qui,  mul- 
tiplié par  le  diTiseur,  puisse  reproduire  le  dividende.  Et,  eii  gé- 


néral,  oq  reconnaît  qu'ti/ie  division  est  impassible,  lorsque  le 
premier  terme  de  tun  des  dividendes  partiels  n*esi  pas  divi-^ 
sible  par  le  premier  terme  du  diviseur, 

29.  Nous  remarquerons,  en  passant  y  que  9  s'il  y  a  quelque 
analogie  entre  la  division  arithmétique  et  la  dÎTision  algébrique, 
par  rapport  k  la  manière  dont  les  calculs  sont  disposés  et  effec-* 
tués,  elles  ont  entre  elles  cette  dii!(érenoe  essentielle ,  que,  dans  la 
dWision  arithmétique,  les  chiffres  du  quotient  s'obtiennent  par 
tâtonnement,  tandis  que,  dans  la  division  algébrique,  le  quotient 
que  l'on  obtient  en  divisant  le  premier  terme  d'un  dividende 
partiel  par  le  premier  terme  du  diviseur,  est  toujours  un  des 
termes  du  quotient  cherché.  Si  cette  division  partielle  ne 
peut  s'effectuer,  on  doit  conclure  tout  de  suite  que  la  divi- 
sion totale  est  impossible.  Sous  ce  rapport ,  la  division  algé- 
brique est  plus  simple  que  la  division  arithmétique. 

En  outre ,  rien  n'empêcherait  de  commencer  l'opération  par 
la  droite,  an  lieu  delà  commencer  par  la  gauche,  puisque  alors 
ce  serait  opérer  sur  les  termes  affectés  des  plus  faibles  exposans 
de  la  lettre  par  rapport  à  laquelle  on  a  ordonné*  Dans  ta  divi- 
sion arithmétique  f  on  ne  peut  trouver  le  quotient  qu'en  osm-^ 
mençant  par  la  gauche.  .  \ 

Enfin,  telle  est  Tindépendanoe  des  opérations  partiellef  qne^ 
comporte  le  procédé ,  qu'après  avoir  soustrait  du  dividende. totai 
le  produit  du  diviseur  par  le  premier  terme  trouvé  au  quotient  f 
soustraction  indispensable,  on  peut,  à  la  seconde opéi(#tîûn,. di- 
viser l'un  par  l'autre  les  deux  termes  du  nouveau  .dixift^nch^  ^^ 
du  diviseur,  affectés  du  plus  haut  exposant  d'une  lettre  différ 
rente  de  celle  que  l'on  avait  considérée  d'abord,  et  l'on  obtiendra 
encore  un  des  termes  du  quotient,  qui  restent  ji.dâtersiHIi^^t 
l'on  conserve  la  même  lettre,  c'est  parce  qu'il  n'y  ^ ftas-d^S- «ai- 
son  pour  en  changer,  et  que  les  deux  poljnomes  ,étapt  c)é}4  P^t 
donnés  par  rapport  à  la  première  lettre ,  les  premiers  termqs  si 
gauche  dans  le  dividende  et  le  diviseur  sont  proprcc  k^içfàn^r 
un  terme  du  quotient,  tandis  que,  si  l'on  changeait  de  lettre,  il 
faudrait  chercher  de  nouveau  les  termes  affectés  du  plus  Imiit 
exposant  de  Cje)^^  lettre. 
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Second  exemple. 
iia  Diy'iscr  Ha:»^'+a5x*^*+68:çr«— 4qr*— 56ar*— i8aptr 
Voici  le  tableau  des  oalculi,  en  ordonoant  par  rapport  k  y  : 

<y^-4arr^— 64j:y> /— ^+4ay*— 3a-^+7x* 

i**  reste»  aoxjr* — Sgx'j^^+a  ix^j^ —  i8ar[;^ — 56x* 
— aoxj^*+a4x'^4"32^^ 
a*  reste.  • .  • — i&r^j-^^Sx'jr» — i8x4^ — 56x* 
+ ï  Sx* j^ —  1 8x' j-* — 24x|/ 

3*  reste rf  SSx'j-*— 4ajr*j-— 56tr» 

— 35x'j-+42Xlr+56x* 

reste  final. .. .  o 

Gnasoe  il  importe  aux  oommençans  de  se  familiariser  avec 
les  opératiops  algébriques,  et  surtout  de  calculer  promptement , 
nous  allons  traiter  de  nouveau  le  dernier  exemple,  en  indiquant 
les  simplifications  qu'il  est  à  propos  d'introduire. 


les  simplifications  qu'il  est  à  propos  d'introduire. 

Elles  consistent ,  comme  en  Arithmétique ,  à  soustraire  do, 
difidende  chaque  produit  partiel ,  immédiatement  aprçs  {ivoir 
formé  ce  produit. 


produit. 

i4.6&rrt+25x*j^4.2  ixy—  1  8jH/— 56x*  |        5^*— &r^— Sx* 

,  -^ojry^ — 39xy*+a i xy  —  1 8x<y— 56 x^  J— 8;^+4^'— 3x^-|-7X* 
a*  reste. . .  —  1 5xy  ^+53x  y  —  i  Sx^r— 56x* 
3»  reste. .  •        4-35x>'— 42xir— 56x* 
reste  final . . .  •  o 

Si  Pon  dÎYÎse  d'abord  —  ^oy^  par  5j^*,  il  vient  pour  quo- 
tient, —  8j^.  Multipliant  5j^'  par  —  8j^,  on  a  —  4o^,  qui, 
cliang^  de  signe,  donne  +  ^^y^i  terme  qui  détruit  le  premier 
terme  du  dividende. 
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De  môme, —  &r^  X  —  Sjr^  donne  +,  et  pour  la  soustraction  ^ 

—  48^S  qui,  réduit  avec  +  SSxjr^^  donne  pour  reste  -f-  aojjj^. 
Enfin ,  —  8x*  X  —  8;^'  donne  +,  et  pour  la  soustraction ^^ 

—  6^xy^  qui ,  réduit  avec  +  !i5x*j^,  donne  —  3gx*j^^  Le  ré- 
sultat de  la  première  opération  est  donc  +20x;^^— Sgoc^j^  suiri 
des  autres  termes  du  dÎTÎdende  qui  n'ont  pas  été  réduits  avec 
les  produits  partiels  déjà  obtenus. 

On  opère  sur  le  nouveau  dividende  comme  on  a  opéré  sur  le 
dividende  primitif,  et  ainsi  de  suite. 

Troisième  exemple. 

Soit  à  diviser    gStf  —  ']3a*  +  56û*  —  aS  —  Sgo^ 

par  —  3a* +  5— lia +  70*. 

56a*  —  5ga^  —  73a*  +  gSa  —  a5 1 7a'—  3a*—  1 1  a  -f-  5 
1*'  reste...  —35âM^»  5a*  +  ^5a  — aSJSa— 5 

2*  reste. . .  o 

■ 

2g.  I)  peut  arriver  que  l'un  des  polynômes  proposée |0a  tons 
les  deuK ,  renferment  plusieurs  ternies  afiectés  d'une  même  puis-  ' 
aance  de  la  lettre  par  rapport  à  laquelle  on  veut  ordonner. 

Ck>mment  doit-on,  dans  ce  cas,  disposer  les  polynomei  el 
effectuer  la  division  ? 

Soit  à  diviser 

iia*6  —  igaAc+  loa^ —  i5a'c+3aô*+  i5ôc*  —  5b*c 
par  5a*  +    3aô  —  5ic. 

On  remarque  que  lea  deux  termes  i  ia*6— i5a*c  peuvent  être 
mis  sous  la  forme 

(lift— i5c)a*,    ou         ^ 
^  .   —  i5c 

en  écrivant  une  seule  fois  la  puissance  a*,  et  plaçant  à  gaucbcy 
dans  une  même  colonne  verticale ,  l'ensemble  des  quantités  qui 
multiplient  cette  puissance*  ce  poljnomc  multiplicateur  s'ap- 
pelle alors ,  par  extension  (  n*^  2  } ,  le  coeiHcient  de  a*. 


lift    a*. 
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[Celte  seconde  manière  de  r<^unir  les  termes  affectés  d'une 
même  paisiance  est  préférable  à  la  première ,  sous  deux,  rap- 
ports: 1®.  parce  qae»  s'il  j.a  beaucoup  de  termes  dans  ledivi- 
douleei  le'dlviseury  on  a  de  la  peine  à  les  faire  tous  tenir  sur 
«nemème ligne borisontale;  a^.  parce  que, comme  le  coefficient 
de  chaque  puissance  doit  être  lui-même  ordonné  par  rapport  à 
une  seconde  lettre  «  on  est  obligé  »  si  le  premier  terme  est  sous- 
tractif,  de  £iire  éprouver  aux  termes  une  modification  qui 
peut  induire  en  erreur  lorsqu'on  emploie  la  première  manière. 
Soit,  par  exemple,  l'expression  — -  i56'a'  +  7^ca*— ■  Sc'a*  ;  la 
modification  consiste  à  mettre  cette  expression  sous  la  forme 


-^(i56»— 76c  +  8c*)a*....   (n»i5); 
aa  lien  que  par  la  seconde ,  on  récrit  ainsi  :  -^  i5b* 

»       ■ 

+  7&C 
—  8c» 


a*  ;  et  de 


cette  manière ,  on  a  l'arrantage  de  consenrer  à  chaque  terme  le 
st^  dont  il  était  d'abord  affecté.  ] 

Pareillement,  —  igabc  -f-  Zab*  s'écrira    -f"    ^^  \^ 

—  196c  l 

Cela  posé ,  voici  comment  on  effectuera  l'opération  : 


loa^+116 
— i5c 

tf*+  36' 
—  196c 

tf— 5JV+  iSbc*  1 5aH  36a— 56c 

jaa  +  b  —3c 

1"  reste.    +  Sb 
— i5c 

a*+  3**   a-Sb'c+iSbc* 

—  9*c 

1*  reste. .  • 

0 

> 

Divisant  d'abord  loa^  par  5a*,  on  a  2a  pour  quotient. 

Retranchant  le  produit  du  diviseur  par  2a ,  on  obtient  un 
premier  reste.  Divisant  la  partie  affectée  de  a*  dans  ce  reste 
fnr  Sa*,  on  a  pour  quotient  b  — -  3c.  Multipliant  successive- 
ment chaque  partie  du  diviseur  par  6  —  3c ,  et  retranchant 

3.. 
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ehaque  produit^  on  troaye  pour  résultat  o.  Donc  aa  -f>  6  •—  3c 
^  le  quotient  demandé. 

•  Four  nous  rendre  compte  d'une  manière  gépérak  du  cas  pré* 
oédent,  qui  est  le  plus  «omjpliqué  de  b  dtviaUm ,  «Tésîgnons  le 
diTidende  par  Ao^  +  Ba'  +  Ca*  4*  DA  +  £ ,  et  le  diràeur  par 
A'ki>«f  Ba  +  C; 

C  C'est  un  usage  en  Algèbre ,  lorsqu'il  doit  entrer  dans  une 
qiaestioiï  un  grand  nombre  dé  quantités,  d'en'désigner  d'abord 
un  ceitatn  nombre  par  des  lettres  différentes;  et,  pour  ne  pas 
trop  multiplier  1ç  nombre  de  lettres,  de  désigner  les  autres 
par  les  mêmes  lettres  accentuées.  Les  acoens  '.  »  .^. .  •*  se  pro*- 
noncent/'nmey  seconde,  tierce.  ] 

Dans  ces  deux  polynômes',  chacun  des  ooefficiehs  A,  B,  C,. 
D,  E,  A!,  B',  C,  désigne  l'assemblage  de  plusieurs  termes. 
Ainsi,  Aa^  représente  toute  la  partie  du  diridende  afFectée  de 
€^,  et  ainsi  des  autres.  Cela  posé ,  puisque  le  plus  haut  expo* 
sant  de  ^  est  4  dans  le  dividende  et  2  dans  le  dÎTiseur,  il  doit 
aussi  être  égal  à  ^  dans,  le  quotient,  qui  qst  alors  de  la  forme 
A'a*  +  ^"0  4-  C^.  Pour  détermi^r  la  partie  de  ce  quotient 
afiectée  de  la  plus  haute  puissance ,  on  remarque  que  le  pro-^ 
duit  des  deèà  parties  AV  et  A'^o*,  ne  peut  éprouver  aneùne 
réduction  airec  les  autres  produits  du  diriseur  par  le  quo- 
tient, et  par  conséquent  doit  être  égal  a  la  partie  Aâ4  du 
dividende,  affectée  de  la  plus  haute  puissance.  Donc  récipro- 
quement ,  si  ^'^on  divise  A^  par  A'a\  on  doit  ayoir  la  partie 
A'ii*  du  quotient;  cela  revient  à  diviser  4  par  A',-  puisque 
tf^  divisé  par  a*  donne  a\  Si  A  et  A^  sont  eux-mêmes  des 
polynômes  composés  d^une  ou  de  plusieurs  lettres,  on  agit  sur 
eux  ainsi  qu'il  a  été  dit  précédemment,  ee  qui  exige  qu'on 
ordonne  d'abord  les  deux  polynômes  par  rapport  à  l'une  des 
lettres  qui  y  entrent.  Voila  pourquoi  nous  avons  dit  plus  haut 
qu'en  écrivant  les  termes  affectés  d*ttn6  même  puissance  dans 
une  colonne,  il  faut  avoir  soin  de  les  ordoiiiier  ]M»  «apport  à 
une  seconde  lettre;  on  les  ordonnerait  même  par  rapport  à 
une  trèisième  lettre,  si  plusieurs  termes  d'une  colonne  renfer- 
maient un  même  exposant  de  la  seconde  lettre. 
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La  partie  A'a*  éta«t  dbtenoe ,  on  niiiltit»1ie  chatane  des  par- 
ties du  diviieuf  par  A'a%  et  l%ii  rotranclie  ou  f *r  ei  h  a^ure  les 
produits  partiels  qi;^on  obtient  |  ce.  ^i  donne  vn  premier  reste 
sar  laqvel  on  opëre  comme  sur  le  diridehde  propoié. 

Voici  deux  nouveaux  exemples  du  cas  qui  nous  occupe.  (  On 
a  en  soin  d'j  joindre  les  dirisions  partielles  que  nécessite  Topé- 
ration  principale.  ) 


laA»  I  €?  +  :i3b^  |  a'-|-  » 


—  296c 
+  i5c* 


—  3i6V 


ob^ 


—  6t>c» 


3* 
5c 


46 

3c 


+  iSP     a*  4.  lo*»  1 

a 

—  a»V 

—  66V 

—   9*c* 

+  i5c» 

a  *f-26* 


a- 4-  5b^ 
—  3c» 


a 


Première  division  partielle. 


126*  « —  ag^c  -4-150*    )  36 


—   96c+i5c*   j  46  — 


-5c 


3c 


Deuxième  division  partielle. 


iSb^  —  256'c  —  9^c*  +  i5c3  |  36  —5c 


-*96c*+  iSc' 


|36  — 
J  56'  — 


3c« 


38 


Division 


a'.6à 

bt— 76» 

la'—  3*» 

—  lO 

+»Sb 

+aa*» 

— ao 

—iib 
+  5 

-9** 

a» 

+37* 

— ao  1 

1 

a*+4*' 

-9** 
+5» 


«+- 


+ia**a» 


— a36 


»b\  3èUt+b* — ià 

}=à 


+36 
—5 


a-f*^-"25^ 


Première  division  partielle. 
66  —  10  I  36  —  5 


i- 


Deuxième  division  partielle^ 


36  —  5. 


36  +  4. 


Troisième  division  portieUe. 

là**  — a36  +  5    ]  36  — S 
—   36 +  &  j  46—1 


Quatrième  division  partielle, 
36  —  5  I  36  —  S 
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3o.  Ilenîste  un  autre  cas  assez  important  dans  la  ditition 
algâN-îqae;  cest  celui  où  le  poljrnome  dividende  contient  une 
^upluêieun  lettres  que  ne  renferme  pas  le  diviseur.  On  pour- 
rait ordonner  les  deux  polynômes  par  rapport  k  L'une  des  lettres 
communes,  et  £iire  la  dÎTÎsion  comme  k  ^ordinaire.  Mais  il  y 
a  un  moyen  beaucoup  plus  simple  d'obtenir  le  quotient. 

Supposons ,  par  exemple,  que  le  dividende  contienne  diverses 
paissanoes  de  la  lettre  a ,  et  que  cette  lettre  n'entre  pas  dans  le 
diviseur  (  on  dit  alors  que  celui-ci  est  indépendant  de  <4). 
En  ordonnant  le  dividende  par  rapport  à  ^ ,  on  peut  le  mettre 
tous  la  forme  ka^  +  Bd*  -f-  Ca*  +  Da  +  ¥»,  4  étant  supposé 
le  plus  baut  exposant  de  a  dans  ce  polynôme;  A,  B,  C,  D,  £, 
sout  âes  monômes  ou  polynômes  qui  ne  i*enferment  pas  a. 
Soit  d'ailleurs  M  le  polynôme  diviseuri  indépendant  de  a. 

Cela  posé,  puisque  le  diviseur  multiplié  par  le  quotient  doit 
reproduire  le  dividende,  et  que  le  diviseur  M  ne  contient  pas 
a,  il  est  clair  que  le  quotient  doit  être  un  polynôme  affecté 
des  mêmes  puissances  de  la  lettre  a,  que  celles  qui  se  trou- 
vent dans  le  dividende.  Ainsi  ce  quotient  est  nécessairement 
de  la  forme  A'a^  +  B'a^  +  (Ta*  +  D'à  +  E'.  Or,  si  Ton  con- 
çoit que  ce  quotient  soit  trouve,  et  qu'on  ait  multiplié  suc- 
cessivement le  diviseur  tout  entier  par  chacune  des  parties 
AV,  BV,  CV.  ...,  les  produits  seront  A'Ma^,  B'Ma', 
C'Ma^.. . . ,  et  comme  ils  ne  peuvent  éprouver  entre  eux  au- 
cune réduction,  puisque  la  lettre  ordonnatrice  y  est  affectée 
d'an  exposant  différent,  ils  doivent  être  respectivement  égaux 
aux  termes  Aa\  Ba\  Ca*. . . . ,  du  dividende. 

Ainsi  l'on  a 

A'M  =  A,  d'où  A'  =  A  :  M, 
B'M  =  B,  d'oi  B'  =  B  :  M, 
C'iM   =  C,     d'où    C   ==  C   :  M^ 

et  ainsi  de  suite;  d'où  l'on  déduit  cette  proposition  aénérale  : 

Pour  qu'un  poljrnome  ordonné  par  rapport  à  w>ie  certaine 
Icure,  soit  exactement  divisible  par  un  pofynome  vmistxL» 
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DANT  de  ceile  le  tire ,  il  faut  que  cJiacun  des  coejficiens  des 
dùferses  puissances  du  premier  pdjrnome  soit  exactement  di-^ 
visible  par  le  second.  Les  coejficiens  des  diverses  puissances 
de  la  lettre  dans  le  quotient,  ne  sont  autre  chose  que  les  quo-. 
tiens  successifs  de  la  division  des  coejficiens  dupoljfnome  di-^ 
vidende  par  le  polynôme  diviseur. 
Soit  à  diriser  le  poljnome 

3a»  J'_  3flÂc'—  ai  V+ft*—  Za*bc*+  3âA  V— a^c^-f  bc^+  (âb^c 
par  6*  —  c*. 

Le  dividende  ordonné  par  rapport  à  a,  peut  être  mis  sous  la 
forme  (3ftH**c— Sic»— c^)a»+(3fr'c—3Z»c)a+6*— ai  V+id; 
effectuant  les  trois  divisions  partielles  marquées  par 

3&3  ^  l^c  _  3^gt  _  ^3      3^1g  _  3f>g3      ^5  _  a^ V  J^  Ifçi 

b*  —  c'  *       i"  —  c*     *  b^  —  c"         ' 

on  trouve  pour  quotiens ,  3i  +  c ,  3ic ,  i'  —  ip»  ;  ainsi  l'on  a 

pour  le  quotient  total ,  (  3i  -f  ^  )  ^*  +  ^^^^  4"  i'  —  i^« 
.    Les  deux  derniers  quotiens  Sic  et  b"*  ; —  bc*  peuvent  s'obtenir 
plus  aisément  que  par  le  procédé  ordinaire  y  si  l'on  observe, 
l^  que  Si^c  —  Sic^  équivaut  (  n*»  21  )  à  Sic  (i*  —  c«)  ;  2*».  que 
/,5_  ^b^c^+bc^  écïuivaut  à  i  (W—  2iV+  c^ ,  ou  i  (i*—  c*)*, 

Nous  observerons  9  à  ce  sujet ,  que ,  s'il  existe  des  règles  gé- 
nérales pour  effectuer  toutes  les  opérations ,  ces  règles  peuvent 
souvent  être  simplifiées  ;  et  il  ne  faut  jamais  négliger  d'em- 
ployer ces  simplifications  »  lorsque  roccasion  s'en  présente.  On 
ne  s'en  conforme  que  mieux  à  l'esprit  du  langage  algébrique. 

Si.  Parmi  les  différens  exemples  de  division  algébrique,  il 
en  est  un  remarquable  par  ses  applications,  et  qui  se  rencontre 
si  souvent  dans  la  résolution  des  questions,  que  les  algébristes 
en  ont  fait  une  espèce  de  théorème.  On  a  vu  (  n®*  5  et  ig  )  que 
(a  +  i)  (û  —  i)  donne  pour  produit  a»  —  i»  ;  donc ,  réciproque- 
ment a*  —  i*  divisé  par  a-^b  ,  donne  a  +  b  pour  quotient. 

En  divisant  également  a^  —  i^  par  a  —  i ,  on  trouve  un  quo- 
tient exact  et  é>gal  a  a^  +  ab  +  6'. 
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De  même,  a*  —  b^  divisé  ]>«ir  a  —  A,  doune  pour  qnotieDt 

Ce  5ont  des  résultats  qu'on  peut  obtenir  en  suivant  le  procédé 
ordinaire  de  hi  division  ;  et  l'analogie  porte  à  conclure  que ,  qucl« 
que  grand  que  soit  l'exposant  qui  affecte  les  deux  lettres  aeib^ 
la  division  se  fait«ncore  exactement  ;  mais  l'analogie  n'est  pas 
une  certitude  rigoureuse.  Pour  acquérir  cette  certitude,  dési- 
gnons par  m  l'ex  posant,  et  essayons  la  division  de  a"*— &*"  par  a — ù. 

a^  —  l/^  \     a  —  b 

1"  reste -j.  a»— «Z» -^i'»  )     a—*   * 

ou  bien ,  b  (  û"*""*  —  A"""*  ). 

Divisant  d'abord  a*"  par  n,  on  a  pour  quotient  «"»"',  d'après  la 
règle  des  exposans  (n®  22).  Le  produit  de  a  —  b  par  a^*"*  étant 
soustrait  du  dividende ,  on  a  pour  premier  reste  a^^^b  —  A", 
expression  qu'on  peut  mettre  sous  la  forme  b  (  a*"""'  —  ^"*~*  ). 
D'où  Ton  voit  que ,  si  l'on  suppose  «"""*  —  A*"*"*  divisible  exac- 
tement par  a  —  6 ,  il  en  est  de  même  de  a"*  —  &"  ;  ce  qui  veut 
dire  que,  si  la  différence  des  puissances  semblables  dun  cer^ 
tain  degré  de  deux  quantités,  est  divisible  exactement  par  la 
différence  de  ces  mêmes  quantités ,  la  différence  des  puissances 
d'un  degré  plus  grand  d'une  unité  est  aussi   divisible.  Or, 

j  donne  un  quotient  exact  et  égal  ka-^b  ;  donc j 

donne  un  quotient  exact  et  égal  à  û*  +  ô  -^ r—  , 

a  —  0 

ou         a*  +  ^  (  ^  +  ^  )  >  ou  bien  encore ,  û*  -|-  ûi  -f-  b** 

Pareillement,  j-  donne  un   quotient  exact  et  égal  à 

(a^ A3\ 

a^+  b  \_^   .  ou  a'^+b{a*+  ab  +  b*),  ou  (^^  a'b  +  ab''+  b\ 

a^ l)^ 

fl  en  général, j-  donne  un  quotient  exact  et  égal  à 

</"-*  +  fl-"-*^  +  rt"— '^*  -f- +  ab'"-^  +  b""-'. 

L'exactitude  de  cette  proposition  se  vérilie  à  posteriori ,  en 
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cfiectuatil  la  multiplication 

On  reconnaît  qae  les  produits  partiels  a"  et — 6"*  sont  les  aeols 
qui  ne  se  détruisent  pas  dans  la  réduction.  Par  eiemple ,  en 
multipliant  a^^^b  par  a ,  on  trooTC  pour  produit  a*"*^  ;  mais  si 
Pon  multiplie  fl"""*  par  —  é,  il  vient  pour  produit  —  <i^~"6, 
terme  qui  détruit  le  précédent.  11  en  est  de  même  des  antres 
termes. 

Nous  engageons  les  commençans  li  réfléchir  sur  le  moyen 
de  démonstration  précédent ,  qui  est  asses  souvent  employé  en 
AIghbre. 

3a.  Nous  avons  donné  (  n^  a3, 26)  les  caractères  principaux 
auxquels  on  reconnaît  qu'une  division  de  quantités  monômes 
ou  polynômes  n'est  pas  exacte,  c'est-à-dire  qu'il  n'existe  pas 
de  troisième  quantité  algébrique  entière  qui ,  multipliée  par 
la  seconde,  reproduise  la  première. 

Nous  ajouterons ,  quant  aux  polynômes ,  que  souvent  on  re- 
connaît, à  leur  inspection  seule ,  qu'ils  ne  peuvent  être  divisibles 
l'un  par  l'autre.  Lorsque  ces  polynômes  renferment  deux  on 
plusieurs  lettres,  il  faut,  avant  d'ordonner  par  rapport  k  l'une 
d'elles  en  particulier,  jeter  un  coup  d'oeil  sur  les  deux  termes 
du  dividende  et  du  diviseur ,  alTeetés  respectivement  du  plus 
haut  exposant  de  chacune  des  lettres.  Si,  pour  une  de  ces  lettres, 
'les  termes  du  plus  haut  exposant  ne  sont  pas  divisibles  l'un 
|>ar  l'autre,  on  peut  conclure  que  la  division  totale  est  impos- 
sible. Cette  remarque  doit  se  répéter  dans  chacune  des  opéra- 
tioni  que  comporte  le  procédé. 

Soit,  par  exemple  ,  12a'  —  5a'é  +  'jab*  —  1  lé'  à  diviser 
|Uir  4^*  —  ^^  +  3^**  ^'  l'on  A  égard  à  la  lettre  a ,  la  division 
iiaratt  possible;  mais  eu  égard  à  la  lettre  6,  la  division  est  im— 
iHMuible,  puisque  —116^  n'est  pas  divisible  par  36'. 

Nous  terminerons  par  les  considérations  suivantes  : 

I*.  Un  polynôme  ne  peut  jamais  être  divisible  par  un  autre 
Milyiioinc  renfermant  une  lettre  qui  ne  se  trouve  pas  dans  le 
UividfiKlc;  car  il  est  impossible  qu'une  troisième  quantité, 
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multipliée  par  une  seconde ,  dépendante  d'une  lettre ,  donne  un 
produit  indépendant  de  cette  lettre. 

2"*.  Un  monôme  n'est  jamais  dÎTisible  par  un  polynôme  > 
parœque  (n*  i8)  tout  poljnome  multiplié  par  un  autre,  donne 
ao  produit  an  moins  deux  termes  qui  ne  se  réduisent  pas. 

3*.  Un  polynôme  ne  peut  être  divisible  par  un  monôme  » 
qu'autant  que  celui-ci  divise  exactement  chacun  des  termes  du 
dividende ,  et  le  quotient  s'obtient  en  mettant  en  évidence  le 
facteur  commun  à  tous  les  termes. 

S  IL  Des  fractions  algébriques  ou  littérales. 

Du  plus  grand  commun  diviseur. 

33.  Les  fractions  algébriques  doivent  oflPrir  à  l'esprit  la  même 

acception  que  les  fractions  arithmétiques,  telles  que  7,  — ...  ; 

c^est-à-dire  qu'il  faut  concevoir  qu'on  ait  divisé  l'unité  en  au- 
tant de  parties  ^ales  qu'il  y  a  d'unités  dans  le  dénominateur 
(te  dénominateur  pouvant  d'ailleurs  être  un  monôme  ou  un 
polynôme) ,  et  qu'on  prenne  une  de  ces  parties  autant  de  fois 
qu'il  y  a  d* unités  dans  le  numérateur.  Des  lors,  l'addition,  la 
fonsliractioit ,  la  multiplication  et  la  division  doivent  s'effectuer 
suivant  les  règles  établies  en  Arithmétique  pour  le  calcul 
des  fractions.  Toutefois ,  on  doit  se  conformer,  dans  les  appli- 
cations de  ces  règles,  aux  procédés  indiqués  précédemment 
pour  le  calcul  des  quantités  algébriques  entières,  monômes 
ou  polynômes.  Ainsi,  il  serait  superflu  de  s'y  arrêter;  nou» 
aurons,  par  la  suite,  assez  d'occasions  de  nous  familiariser 
avec  ces  règles. 

La  réduction  des  fractions  algébriques  à  leur  plus  simple- 
expression  mérite  néanmoins  quelques  développemens  parti* 
entiers. 

Lorsqu'une  division  de  quantités  monômes  ne  peut  s'ef- 
fîectuer  exactement ,  on  l'indique  à  l'aide  du  signe  connu ,  et 
^s  ce  cas ,  le  quotient  se  présente  sous  la  forme  d'une  frac— 


commun 
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lion  que  nous  avons  déjà  appris  à  simplifier  (n^  23).  Quant 

aux  expressions  fractionnaires  polynômes  i  Toici  quelques  cas 

dans  lesquels  il  est  aisé  de  les  réduire. 

.      ^      û»  —  ô* 
Soit,  pour  premier  exemple,  l'expression  — ;; T~^h^* 

On  remarque  que  cette  fraction  peut  (n^  19)  être  mise  sous 

la  forme ; 7— — -  ;  supprimant  le  facteur  a— ft 

aux  deux  termes,  on  obtient  pour  résultat.  • . .  -. • 

ooit  encore  l  expression —g-5 — g-j^ . 

Cette  expression  se  décompose  ainsi  : 

5a  (a» _ ^ab  +  *')  , .         &a  {a  —  by , 

supprimant  le  facteur  commun  a  (a  — -  6) ,  on  trouve  pour  ré- 
sultat. .  .  .  Tt • 

oa 

Les  cas  particuliers  que  nous  venons  d'examiner  sont  ceux 
où  les  deux  termes  de  la  fraction  sont  décomposables  dans  le 
produit  de  la  somme  par  la  différence  de  deux  quantités , 
dans  le  carré  de  la  somme  ou  de  la  différence  de  deux  quan- 
tités; et  l'habitude  du  calcul  apprend  i  opérer  ces  décomposi- 
tions j  lorsqu'elles  sont  possibles. 

Mais  les  deux  termes  de  la  fraction  peuvent  être  des  poly- 
nômes plus  compliqués,  et  alors  leur  décomposition  en  facteurs 
n'étant  plus  aussi  facile ,  on  doit  avoir  recours  au  procédé  du 
plus  grand  commun  diviseur. 

Cette  théorie ,  intimement  liée  a  celle  des  équations,  ne  laisse 
pas  que  de  présenter  quelques  difficultés.  Aussi  notre  intention 
est-elle  de  n'en  donner  ici  qu'une  partie,  sauf  k  7  revenir  plus 
loin ,  et  lorsque  nous  aurons  acquis  les  matériaux  nécessaires 
ponr  l'établir  d'une  manière  complète. 
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Théorie  élémentaire   du  plus  grand  commun  Diviseur 

algébrique. . 

34.  Le  plus  grand  commun  diviseur  de  deuop  polynômes  est 
U  poljmome  le  plus  grand  par  rapport  aux  exposons  et  aux 
coejficiens,  qui  divise  exaclement  les  deux  poljrnomes  prO'^ 
posés. 

La  propriété  caractéristique  du  plus  grand  commun  dÎYÎ- 
seur  est  que ,  si  Fou  dÎTÎse  les  deux  polynômes  proposés  par 
leur  plus  grand  commun  diviseur ,  les  quotiens  qui  en  ré- 
sultent sont  premiers  entre  eux,  c'est-à-dire  ne  renferment 
plus  aucun  facteur  commun. 

Cette  proposition  est  évidente  ;  car  soient  A  et  B  les  poly- 
nômes donnés,  D  leur  plus  grand  commun  diviseur,  à!  et  B^ 
les  quotiens  y  on  a  nécessairement 

A  =  A'XD    et    B  =  B'XD. 

Or,  si  A'  et  B'  avaient  encore  un  facteur  commun  d^  il  s'en- 
suivrait que  ^X  D  serait  un  diviseur  commun  aux  deux  poly- 
nômes et  pli^s  grand  que  D,  soit  par  rapport  aux  exposans, 
soit  par  rapport  aux  coelEciens  \  ce  qui  serait  contre  la  défi* 
nition  de  D. 

35.  Op  a  TU  en  Arithmétique,  i^  Que  le  plus  gnmd  commun 
diviseur  de  deux  nombres  entiers  contient  comme  facteurs  tous 
ks  diviseurs  particuliers  contmuns  aux  deux  nombres,  et  ne 
peut  pas  renfermer  d^ autres  facteurs  ; 

2*.  Que  le  plus  grand  commun  diviseur  4^  deux  nombres 
entiers  est  le  même  que  celui  qui  existe  entre  le  plus  petit 
nombre  et  le  reste  de  leur  division. 

La  théorie  du  plus  grand  commun  diviseur  algébrique  repose 
également  sur  ces  deux  principes,  pour  la  démonstration  des* 
qaels  nous  renvoyons  au  septième  chapitre. 

Gîci  admis,  supposons  d'abord  qu'il  s'agisse  de  trouver  k 
plus  grand  commun  diviseur  entre  les  deux  polynômes 

a3_û«A  +  3^'  — 3^'    et    a'  — $064.4*»^ 
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Première  opération, 

+  ^a*b  —  ab^—3b^  1     a+^b 

on  bien,  +igb*(a — b). 

Deuxième  opération. 


ce  qui  donne  a^^b  pour  le  plus  grand  commun  diviseur. 

Commençons  par  diviser  le  polynôme  du  plus  haut  degré 
|)ar  le  polynôme  du  plus  faible  degré;  le  quotient  est,  comme 
on  le  voit  dans  le  tableau  cI*dessuS|  a-f-4^>  ^^  1'^°  obtient  ^ 
pour  reste. . . .  19^6* —  19Ô'. 

Il  résulte  du  second  principe,  que  le  plus  grand  commua 
diviseur  cherché  est  le  même  que  celui  qui  existe  entre  ce  reste 
et  le  polynôme  qui  a  servi  de  diviseur. 

Mais  igab* — ig^^  pouvant  être  mbsous  la  forme  19^*  {a^^)j 
on  voit  que  le  facteur  196^  divise  ce  reste  sans  diviser. . . 
«•  — 5aA  +  4**;  donc,  en  vertu  du  premier  principe,  ce  fac- 
teur ne  peut  entrer  dans  le  plus  grand  commun  diviseur  ; 
ce  qui  veut  dire  que  le  plus  grand  commun  diviseur  entre  les 
quantités  a* '^  5ab  +  J^b* ,  igb*  (fi'^b),  et  par  conséquent 
entre  les  deux  quantités  proposées,  est  le  même  que  celui  qui 

existe  entre  a*— 5a6  4"4^*  ^  ^  —  ^'  ^^^  ^^^  P^ut,  sans 
inconvénient,  supprimer  ce  facteur,  et  la  question  est  ramenée 
à  chercher  le  plus  grand  commun  diviseur  entre  a*— 5â&-f~6* 
et  a  —  b. 

Divisant  maintenant  le  premier  de  ces  deux  polynômes  par 
le  second, ^on  a  pour  quotient  exact,  a — 4*  >  donc  a  —  b 
est  leur  plus  grand  commun  diviseur,  et  par  conséquent ,  c'est 
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nsn  le  plus  grand  commun  diviseur  des  deux  polynômes  pro- 
posés. 
Reprenons  le  même  exemple ,  en  ordonnant  les  deux  poly- 

Bomes  par  rapport  à  b , 

—  3*'4-3a6*— fl*ô  +  a^    et    ^b^^5ab  +  a\ 

Première  opération, 

— 126^  +I2a&"—   ^a*b+    ^a?   \      /jb^  —  Sab  +  a* 
_    3ab^—     a»Ô4-  ^a*  i—3b       ,  —3a 
—  1 2û^*  —    /{a*b  +  "6û' 

on  bien,       +  iQa^i  —  b  +  à). 

Deuxième  opération. 


^Sab  -^a^   \  —    b  + 
—   ab  +  a^  }   — 4*  + 


ce  qui  donne— 6+^  on  a  —  b  pour  le  plus  grand  commun 
difîsenr. 

An  premier  abord,  on  est  embarrassé  pour  faire  la  division 
des  deux  polynômes  »  parce  que  le  premier  terme  —  36^  dn 
dividende  n'est  pas  divisible  par  le  premier  terme  4^*  da 
diviseur.  Mais  si  Ton  observe  que  le  coefficient  4  de  celui-ci 
Q*est  pas  faeteur  de  tous  les  termes  de  ^b*-^  5ab  +  à^,  et 
qu'ainsi  y  en  Vertu  du  premier  principe,  4  ^^  saurait  faire 
partie  du  plus  grand  commun  diviseur,  on  peut ,  sans  aucun 
inoonTénient ,  introduire  ce  facteur  dans  le  dividende,  ce  qui 
donne —  126^+  120^* — 4^*  +  4'''>  ^^  •'®''*  '*  division  des 
deux  premiers  termes  devient  possible. 

Effectoant  cette  division,  on  trouve  pour  quotient  —  3b,  et 
pour  reste ,  —  3ab* — a*b  +  4^- 

Gomme,  dans  ce  reste,  l'exposant  de  b  est  encore  égal  à 
celui  du  diviseur ,  rien  n'empêche  de  continuer  la  division , 
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en  multipliant  de  nouTean  ce  reste  par  4»  &fin  de  rendre  po»' 
sible  la  diTÎsîon  des  deux  premiers  termes. 

Cette  préparation  faite,  il  Tient  —  inab*  —  ^à*b  +  ï6a^ 
quiy  divisé  par  4^*  —  Sab -^  a*,  donne  pour  quotient  — 3tf 
(qu'on  séparera  du  premier  par  une  virgule ,  comme  n'ajant 
aucune  liaison  avec  lui),  et  pour  reste |-—  iga^b  -f-  19^^* 

Ce  dernier  reste  pouvant  se  mettre  sous  la  forme 

iQà*  { — b^a),  on  supprime  le  facteur  19^%  comme  ne  fai-» 
sant  pas  partie  du  plus  grand  commun  diviseur  j  et  la  question 
est  ramenée  à  cliercher  le  plus  grand  commun  diviseur 
entre  4^*  —  5a6  +  à*  et  —  ô  -f-  a. 

Divisant  ces  deux  polynômes  Pun  par  l'autre,  on  trouve 
pour  quotient  exact ,  —  J^b  +  a;  donc  —  ô  +  a  oua^-i  est 
le  plus  grand  commun  diviseur  cherché. 

36.  Dans  ce  même  exemple  >  comme  dans  tous  ceux  où  rex«> 
posant  de  la  lettre  princifiale  est  plus  grand  d'une  unité  dans 
le  dividende  que  dans  le  diviseur,  on  peut  abréger  ropcration 
en  multipliant  tout  de  suite  le  dividende  par  le  carré  da 
coefficient  du  premier  terme  du  diviseur.  On  conçoit  en  effet 
que,  par  ce  moyen,  le  premier  quotient  partiel  qu'on  obtient 
doit  renfermer  oe  coefficient  a  la  première  puissance.  Multr* 
pliant  le  diviseur  parle  quotient,  et  faisant  la  réduction  avec 
le  dividende  ainsi  préparé ,  on  a  un  résultat  qui  doit  encore 
contenir  le  coefficient  comme  facteur,  et  la  division  peut  se 
continuer  jusqu'à  ce  qu'on  obtienne  un  reste  de  plus  iaible 
degré  que  le  diviseur,  par  rapport  à  la  lettre  principale4 

Voici  le  tableau  des  opérations  : 

Première  opéraiioiu 
Multiplication  par  16,  ou  par  le  carré  de  4- 

—  i2ab^ —    4^**+»6a^     J   —  126  —  3a 

i"  teste. ..  •  —  iga'^-f-  iga^ 
ou  bien ,         1  ga*  (—A-f-fl) . 
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Deuxième  opération. 


/^b+a 


—    ab-h  a^  j  ~ 


AT.  B,  SI  Texposant  de  la  lettre  principale  dans  le  dividende 
surpassait  de  deut ,  de  trois  unités. . . . ,  l'exposant  de  la  même 
kttredaosle  dÎTiseur,  il  faudrait  multiplier  le  dividende  par 
Il  troîsiëme  on  la  quatrième  puissance  du  coefficient  du  premier 
tome  du  dWisear.  Cela  est  aisé  à  concevoir. 

37.  Soient  y  pour  second  exemple  9 

et  laM*  +  38a'b^  +  i6ab^  —  i  ob\ 

Avant  de  procéder  à  la  division  de  ces  deux  poljnomes^  com- 
mençons par  observer  que  le  premier  contient  a  comme  facteur 
commun  dans  tous  ses  termes  ;  et  puisque  ce  facteur  n'entre 
pas  dans  le  second  polynôme ,  on  peut  le  supprimer,  comme  ne 
Élisant  pas  partie  du  commun  diviseur. 

Par  la  même  raison  ,  le  facteur  a*%  étant  commun  à  tous  les 
termes  dtt  second  polynôme  et  n'entrant  pas  dans  le  premier, 
pent  être  supprimé.  Ainsi  la  question  est  ramenée  à  rechercher 
le  plus  grand  oonmiun  diviseur  entre  les  polynômes 

i5a*  4- 1  oa^b  +  ^a'b*  -f-  6ab^  —  3b^ 
el  6a^  +  i^'b -{- Sab*  —5b\ 

Premihre  opération, 

-^Sa^b — Z7,àb*'i''à^ab^^6b^  j    5a,     — aS^ 

+41  ifl***+274a/y^—i37/»* 
eu  Lien  t37*=(3a'-f  2fl^— *•). 

4 
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Apres  aTOÎr  ordonné  les  deux  polynômes ,  on  peut ,  sans  au- 
cune préparation ,  efifectuer  leur  dWisioni  ce  qui  donne  pour 
premier  reste 

6b 


—    lOC 


û  +    9** 

—  tube 

—  5c». 


Pour  continuer  l'opération  ,  il  faudrait,  en  prenant  le  second 
polynôme  pour  dividende  et  ce  reste  pour  diviseur,  multiplier 
le  nouveau  dividende  par  6ft— loc,  ou  simplement,  par  36<— 5c, 
parce  que  le  facteur  2  entre  déjà  dans  le  i*'  terme  du  dividende  ; 
mais  avant  d'effectuer  cette  multiplication ,  voyons  si  oe  facteur 
3b  —  5c  ne  diriserait  pas  le  second  terme  du  reste ,  savoir  : 
9^*  —  mbc  —  5c'.  Or,  cette  division  réussit  et  donne  pour  quo- 
tient exact,  3b  +  c\  d'oii  il  suit  que  le  reste  peut  se  mettre  sous 
la  forme. ...     (3b  —  5c  )  (^a-^3b  +  c). 

G)mme  le  facteur  3&  —  5c  se  trouve  dans  ce  reste ,  et  n'entre 
pas  dans  le  nouveau  dividende  [  puisque  ce  facteur  étant  indé- 
pendant de  la  lettre  a ,  devrait  (  n®  3o  )  exister  entre  les  coef- 
iiciens  des  diverses  puissances  de  cette  lettre,  ce  qui  n'est  pas], 
on  peut,  sans  aucun  inconvénient,  le  supprimer. 

Cette  suppression  e^t  d'ailleurs  indispensable,  parce  qu'au- 
trement on  devrait  introduire  ce  facteur  dans  le  dividende;  et 
alors  ,  les  deux  polynômes  contenant  un  facteur  commun  qu'ils 
n'avaient  pas  auparavant ,  le  plus  grand  commun  diviseur  serait 
cliangé;  il  se  compliquerait  du  facteur  3^  -—  5c  qui  ne  devait 
pas  en  faire  partie. 

La  suppression  faite  ,  on  effectue  la  nouvelle  division  ,  ce  qui 
donne  un  quotient  exact  ',  donc  na  +  3b  ^^^  c  est  le  plus  grand 
commun  diviseur. 

4o.  Nous  proposerons,  pour  dernier  exemple ,  de  trouver  le 
plus  grand  commun  diviseur  entre  le  polynôme 

a^  +  3a^ù  +  /^a^ù^  —  6ab'  -}-  zb^ 
et  le  polynôme  ^a-b  -f-  20^'  —  2^^ 
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OD  timplenient,  an*  -f*^  "~"  ^*>  puisque  ie  facteur  ab  peut  être 
supprimé  dans  le  second. 

Première  opération. 
8a^+  ^/ja^b  -h  3aa'»*     ^8ab^+ 16&»  \  2a''+ab^b* 

^  QjSi^b^—38ab^+  i6b* 

on  bien  —  b\5 la  —  ag^). 

Deuxième  opération, 

MaUipltcation  par  2601 ,  carré  de  5i. 

5202a* -{-26010^  —  2601^  î     5ia —    29^ 
—  5202a''*  -|-  2958a6  I   1 02a  -f-  i  09^ 

-f»  555gaZ^ —  260 1  b^ 
—  5559a^4-3i6i6" 
a"  reste  +  56oA*. 

L'exposant  de  la  lettre  a  dans  le  dîyidende  y  surpassant  de 
deux  unités  celui  de  la  même  lettre  dans  le  diviseur ,  on  mul- 
tiplie tout  le  dividende  par  le  cube  de  2 ,  c'est-à-dire  par  8. 
Cette  préparation  faite ,  on  effectue  trois  divisions  consécutives , 
et  Pon  obtient  pour  premier  reste  principal,  —  5iaô^  +  ^9^*« 
Supprimant  le  facteur  b^  dans  ce  reste ,  on  a  pour  nouveau  di- 
viseur ,  —  5i  a-f-  29^ ,  ou  changeant  les  signes,  ce  qui  est  permis, 
5ia  —  296  ;  le  nouveau  dividende  est  d'ailleurs  2a*+ a6  —  &I. 

Multipliant  ce  dividende  par  le  carré  de  5i ,  ou  par  2601 , 
puis  effectuant  la  division ,  on  obtient  pour  2*  reste  principal, 
-|-  56o&*  ;  ce  qui  démontre  que  les  deux  poljnomes  proposés 
sont  premiers  entre  eux,  c'est-à-dire  n'ont  aucun  facteur  com- 
mun. En  effet,  il  résulte  du  second  principe  (n®  35)  ,  que  le 
plus  grand  commun  diviseur  doit  se  trouver  comme  facteur 
dans  le  reste  de  chaque  opération  j  ainsi  il  devrait  diviser  le 
reste  56o^'  ;  mais  ce  reste  est  indépendant  de  la  lettre  principale 
a]  donc ,  si  les  deux  poljnomes  pouvaient  avoir  un  commun  di- 
▼iscur ,  il  devrait  être  indépendant  de  a ,  et  par  conséquHiit 
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(  a"  3o  )  se  trouver  comme  facteur  dans  les  ooefficieus  des  di- 
verses puissances  de  cette  lettre ^  que  renferme  diacun  des  deux 
polynômes  proposés ,  ce  qui  n'a  évidemment  pas  lieu. 

Ces  exemples  suflisent  fpour  mettre  les  commcnçans  au  fait 
de  la  raarclie  qu'il  faut  suivre  pour  trouver  le  plus  grand  com- 
mun diviseur  de  deux  polynômes. 

4 1 .  RÈGLE  cÉNéRALc.  On  commence  par  supprimer  dans  les 
deiixpoljrnomes  les  facteurs  monômes  communs  à  tous  les  termes 
de  chacun  d'eux.  (  Il  peut  arriver  que  le  facteur  monôme  qui  se 
trouve  dans  le  dividende,  et  celui  que  renferme  le  diviseur^ 
aient  eux-mêmes  un  diviseur  commun;  dans  ce  cas,  on  le  met 
<\  part  comme  devant  faire  partie  du  commun  diviseur  cher- 
ché. )  Cette  suppression  faite ,  on  prépare  le  dividende  de 
manière  à  rendre  possible  là  division  de  son  premier  terme 
par  celui  du  diviseur  (  voyez  n**  35  et  36  )  ;  puis  on  effectue  la 
division ,  ce  qui  donne  un  certain  reste  de  degré  moindre  que 
le  diviseur,  et  dans  lequel  on  supprime  les  facteurs  monômes 
ou  poljrnomes  que  peuvent  renfermer  les  coejficiens  des  di- 
verses puissances  de  la  lettre  principale.  On  prend  ensuite  ce 
reste  pour  diviseur,  le  second  polynôme  pour  dividende,  et 
Von  opère  sur  ces  deux  poljrnomes  comme  sur  les  précédens. 
On  continue  cette  série  d'opérations  jusqu'à  ce  qu'on  obtienne 
un  reste  qui  divise  exactement  le  reste  précédent  j  auquel  cas 
le  reste  diviseur  est  le  plus  grand  commun  diviseur,  ou  bien, 
jusqu^à  ce  qu'on  obtienne  un  reste  iNnipENDANT  de  la  lettre  jjrin^ 
ci  pale,  ce  qui  indique  (n°  4^  )  ^^^  ^^  deux  polynômes  proposés 
Nont  PREMIERS  ENTRE  EUX ,  à  moius  qu'ils  n'aient  un  facteur 
commun  indépendant  de  la  lettre ,  lequel  (acteur  n'aurait  pas 
été  découvert  dès  le  commencement  de  l'opération. 

A'.  B.  Il  existe  des  cas  où  ce  procédé  n'est  passuOisant;  mais 
nous  y  reviendrons  par  la  suite. 

Voici  de  nouveaux  exemples  auxquels  on  peut  appliquer  le- 
procédé  tel  que  nous  venons  de  l'indiquer. 

I  ".  qnp^  -f-  ^np'*q*  —  7.np^  —  an^*, 

et  Tjnp'q"^ —  ^mp^  — mp'q-^Zmpq^. 

^  Le  p.  g.  c.  d  est/?  —  q. 
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et  270*0*  —  iSab^  —  9«^^'. 

Le  p.  g.  c  à.  est  ga^  (a  —  i). 

IjJi  théorie  des  quatre  premières  opérations  de  1* Algèbre  et 
celle  du  plus  grand  commun  diviseur  suffisent  pour  la  résolution 
(f  un  très  grand  nombre  de  questions.  Nous  nous  réservons  d'éta- 
blir plus  loin  de  nouyellcs  règles,  à  mesure  que  nous  en  senti- 
rons la  nécessité  y  et  nous  allons  passer  de  suite  à  la  résolution 
des  problèmes  du  premier  degré. 


CHAPITRE  IL 

Des  Problèmes  du  premier  degré. 


Notions  préliminaires  sur  les  équations. 


o-^ 


42.  On  ne  considère  urdinairenicnt  en  Algèbre  que  les  pr 
Uëmes  dont  les  énoncés ,  traduits  algébriquement,  donnent  lieu 
à  des  équations,  £n  réfléchissant  sur  la  résolution  du  problème 
(  n^  3  )  y  on  peut  Toir  que  cette  résolution  se  compose  de  deux 
]>artîes  distinctes.  Dans  la  première,  on  écrit  algébriquement 
les  relations  que  l'énoncé  de  la  question  établit  entre  les  quan- 
tités connues  et  les  quantités  inconnues.  On  parvient  ainsi  à 
l'expression  de  deux  quantités  égales ,  que  l'on  appelle  équa-^ 
lion.  Telle  est  (  n**  3  )  l'expression  20:  +  ô  =  û.  Dans  la  se- 
conde partie,  on  déduit  de  l'équation  du  problème  une  suite 
d'autres  équations^  dont  la  dernière  donne  enfin  la  valeur  de 
l'inconnue  au  moyen  des  quantités  connues  :  tel  est  le  résultat 

-  auquel  on  est  parvenu.  C'est  ce  qu'on  appelle  ré-^ 


X=z 


2 
soudre  F  équation. 
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G>inme  les  règles  à  suivre  pour  aie  lire  un  problème  en  équa- 
tion sont  un  peu  vagues ,  nous  commencerons  par  nous  occuper 
de  la  seconde  partie  ,  qui  est  soumise  à  des  rifles  fixes  et  in- 
variables. 

D'après  la  définition  d'une  équation ,  toute  équation  se  com- 
pose de  deux  parties  séparées  l'une  de  l'autre  par  le  signe  =• 
I>a  (lartie  à  gauche  se  nomme  le  premier  ntembre,  et  la  partie 
à  droite ,  le  second  membre. 

On  considère  plusieurs  espèces  d'égalités  : 

I**.  L'égalité  qui  existe  entre  des  nombres  connus  et  donnés  à 

priori,  mais  représentés  par  des  lettres  :  telles  sont  les  ^alités 

a      c 
a  —  b:=zc  —  é/,y=:-,  qui  se  vérifieraient  immédiatement  si 

0       a    ^ 

l'on  mettait  à  la  place  de  a,  b^  c,  df  les  nombres  particuliers 
pour  lesquels  on  suppose  que  ces  égalités  existent.  Elles  con- 
servent le  nom  à^ égalités^ 

2^.  L'égalité  évidente  d'elle-même ,  celle  qui  se  vérifie  clans 
son  état  actuel  ;  telles  sont  les  égalités 

25=  la  +  i3»     3a  —  5&  =  a  —  b  +  ^a  —  Ifi. 

On  les  appelle  identités  ou  égalités  vérifiées. 

Z\  Enfin  y  l'égalité  qui  ne  se  vérifie  qu'après  qu*on  y  a  subs- 
titué à  la  place  d'une  ou  de  quelques-unes  des  lettres  dési- 
gnant des  inconnues,  certains  nombres  dont  les  valeurs  dé- 
pendent des  nombres  connus  et  donnés  qui  entrent  déjà  dans 
l'égalité. 

Pour  la  distinguer  des  autres  égalités,  on  la  nomme  iQOATioN , 
et  c'est  celle  dont  nous  avons  à  nous  occuper. 

11  est  encore  une  autrç  espèce  d'égalité  dont  nous  parlerons 
plus  loin  j  c'est  Véquation  identique. 

On  partage  les  équations  à  une  seule  inconnue  en  dîflercntes 
classes:  celles  où  l'inconnue  n'entre  qu'à  la  première  puis* 
sance  sont  dites  du  premier  degré  ;  telles  sont  les  équations 
3.r  -}-  5  =  1 7  —  5jr ,  ax -{^  b  ^s:  ex -^  d. 

L'équation  ax* —  3j:  =  5  —  ax*,  est  dite  du  a*  degré. 

L'cqualion  ^x^ —  5x*  -f  x=  2X'+  n  ,  est  dite  du  3*  degré. 
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Ea  général,  le  degré  d'une  équation  est  le  plus  grand  des  expo- 
sant dont  l'inconnue  est  affectée  dans  Péquatîon. 

On  distingue  aussi  les  équations  en  équations  numériques 
et  en  équtuions  liuérales.  Les  premières  sont  celles  qui  ne  ren- 
ferment que  des  nombres  particuliers,  à  l'exception  de  Fin* 

connue,  qui  est  toujours  désignée  par  une  lettre.  Ainsi \ 

(x— 3  =  ax-4-5,  Sx*—- x  =  8,  sont  des  équations  numé- 
riques. Elles  sont  la  traduction  algébrique  de  problèmes  dont 
les  données  sont  àes  nombres  particuliers. 

Les  équations  ar-)-i=cx+^)  ar*4*  bx^=Cy  sont  des  équa- 
tions littérales.  Les  données  du  problème  sont  représentées  par 
des  lettres.  Il  est  d'usage ,  pour  distinguer  dans  une  équation  les 
quantités  connues  des  inconnues  »  de  désigner  celles-ci  par  les 
dernières  lettres  de  l'alpbabet,  j:,  J't  ^f  etc. 

Ces  notions  établies ,  voyons  comment  une  équation  du  pre- 
mier degré  à  une  seule  inconnue  étant  donnée^  on  peut  parvenir 
à  la  résoudre,  c'est-à-dire  à  trouver  pour  Finconnue  un  nombre 
qui,  substitué  à  la  place  de  cette  inconnue  dans  V équation,  jr 
satisfasse,  ou  bien,  rende  le  premier  membre  identiquement 
igal  au  second, 

S I,  Équations  du  premier  degré  à  une  seule  inconnue. 

43.  On  doit  regarder  comme  un  principe  commun  k  toutes  les 
équations ,  qu'on  peut,  sans  troubler  une  équation,  i®.  ajoutera. 
.«es  deux  membres,  ou  en  retrancher  un  même  nombre  ;  2".  mul- 
tiplier ou  diviser  ses  deux  membres  par  un  même  nombre  ;  ce 
qui  Teut  dire  que,  s'*il  y  a  d'abord  égalité  entre  les  deux  mem- 
bres, il  y  aura  encore  égalité  après  les  opérations  dont  on  vient 
de  parler. 

Cela  posé^  voici  deux  transformations  d'un  usage  continuel 
dans  la  résolution  des  équations. 

Première  transformation.  Lorsque  les  deux  membres  d'une 
équation  sont  des  poljnomes  entiers ,  il  est  souvent  nécessaire 
de  transposer  certains  termes  d'un  membre  dans  un  antre. 

Soit  l'équation  5x  — 6=8-j-2x.  Pour  dégager  x  de  celle 
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équation,  il  faut  lâcher  de  l'avoir  8eule  dans  le  premier  membre. 
Or,  si  l'on  retranche,  en  premier  lieu,  ax  des  deux  membres, 
l'égalité  n'est  pas  troublée  (d'après  le  principe  précédent)  »  et 
l'on  a  5a:  — 6  —  2X=8.  D'où  l'on  voit  que  le  terme  ^x,  qui 
était  additif  dans  le  second  membre ,  devient  soustractif  dans 
le  premier. 

En  second  lieu ,  si  Ton  ajoute  6  aux  deux  membres  «  l'égalité 
n'est  pas  troublée  »  et  Ton  a 

5a:  —  6  —  2x  +  6  =  8  +  6, 

ou  ,  comme  les  deux  termes  —  6 ,  -f-  6,  se  détruisent, 

5x  —  2x  =z8  +  6. 

Donc  le  terme  qui  était  soustractif  dans  le  premier  membre, 
passe  dans  le  second  membre  avec  le  signe  de  l'addition. 

Soit  encore  l'équation ax  +  b=:d  —  ex.  Si  l'on  ajoute  aux 
deux  membres  ex ,  et  qu'on  en  retranche  b ,  il  vient 

ar  +  A-f-cx  —  b:=z  d  —  ex  -{-  ex  —  i, 

ou  réduisant,  ax  +  cxz=:d —  b,  ,  • 

Donc  en  général ,  lors qu^ on Jaii passer  un  terfnedun  membre 
dans  un  autre ,  il  faut  ehanger  son  signe, 

44«  Deuxième  transformation.  Souvent  encore,  les  termes 
d'une  équation  sont  fractionnaires,  et  il  faut  la  ramènera  une 
autre  qui  n'ait  que  des  termes  entiers.  Soit  l'équation 

2X        3  ,     X 

Réduisons  d'abord  toutes  les  fractions  à  un  mémo  dénomîna- 

tcur,  d  après  le  procédé  connu  j  il  vient  ^ ^=11  -|-  — -  ; 

et,  puisqu'on  peut  (n^  4^)  multiplier  les  deux  membres  par  un 
même  nombre,  multiplions-les  par  60 ,  ce  qui  revient  évidem^^ 
ment  à  supprimer  le  dénominateur  60  dans  les  termes  fractioa- 
naires,  et  à  multiplier  chaque  terme  entier  par  60  ;  on  obtient 
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40Jf  —  45  =  660  +  12X. 

Remarqnons,  pour  la  pratique  de  cette  opération ,  qu'on  peut 
passer  immédiatement  de  l'équation  proposée  à  celle  qu'on  vient 
d'obtenir,  en  se  dispensant  d'écrire  le  dénominateur  commun, 
et  ajant  soin  toutefois  de  multiplier  cbacun  des  termes  entiers 
par  ce  dénominateur. 

Soit,  pour  second  exemple,  l'équation 

5x      ^x        o       7       '^* 

Les  dénominateurs  ont  évidemment  des  facteurs  communs,  et 
le  plus  petit  nombre,  multiple  de  ces  dénominateurs j  est  a4* 
(Voj.  Arith.y^  édition,  n"*  i5a.)  C'est  donc  à  ce  dénominateur 
qu'il  faut  réduire  toutes  les  fractions. 

Effectuant   cette  opération,  et  omettant  le  dénominateur 
commun  a4 .  on  trouve      \ox  —  32x — 3i2  =  2i  —  52x. 
(On  a  eu  soin  de  multiplier  le  terme  entier—  i3,  par  24.) 

La  nouvelle  équation  est  exacte,  puisque  après  avoir  réduit  les 
fractions  au  mcme  dénominateur,  on  a  multiplié  les  deux 
membres  par  le  même  nombre  24* 

Nous  |>ouvons  déduire  de  là  cette  règle  générale  :  Pour  faire 
disparaître  les  dénominateurs  d'une  équation,  commencez  par 
former  le  multiple  le  plus  simple  possible  de  tous  les  dénomi- 
nateurs. (Ce  nombre  est  le  produit  de  tous  les  dénominateurs, 
s'ils  n'ont  pas  de  facteurs  communs.)  Multipliez  ensuite  chaque 
terme,  s' il  est  entier,  par  ce  multiple,  et,  s' il  est  fractionnaire, 
par  le  quotient  de  ce  multiple  divisé  par  le  dénominateur  du 
terme  sur  lequel  vous  opérez ,  et  omettez  le  dénominateur^  de 
ce  terme, 

Nous  engageons  les  commençans  à  se  bien  pénétrer  de  la  règle 
que  nous  Tenons  d'établir,  parce  qu'elle  donne  l'équation  la  plus. 
simple  possible,  sans  dénominateurs. 

Soit,  pour  nouvelle  application,  l'équation  littci*alc 
ax      2c*'x   .    ,        Lbc'x       5/1*  .   vlc*       _, 
b  ab         ^  a^  b'    ^     a 
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Le  multiple  le  plus  simple  de  tous  le^  dénominateurs  est  éTÎ* 
demment  t^b"^.  Ainsi,  multiplions  chaque  terme  entier  par 
iPb^y  et  chaque  terme  fractionnaire  par  le  quotient  de  t^b* 
divisé  par  le  dénominateur  de  ce  terme.  II  Tient  ^  après  ces  . 
opérations , 

45.  Appliquons  les  principes  précédens  à  la  résolution  de 
l'équation  4^  —  3  =  aa:  +  5. 

£lle  devient  d'ahord ,  par  la  transposition  des  termes —  3  et  ^jt, 

4x  —  2x  =  5  -f-  3 ,     ou  réduisant  9     2X  =  8. 

Q 

Divisant  les  deux  membres  par  2,  on  trouve  enfin  jr=  -  =  4« 

Et  en  eflct ,  si  Ton  substitue  4  à  la  place  de  x  dans  l'équation , 
il  vient      4x4 — 3  =  2X4  +  ^^"  i3=i3. 

Soit ,  pour  second  exemple ,  l'équation  traitée  (n®  44)  * 

5x      4*        •> 7       ï^ 

T^~y""'^~8        6"* 

On  obtient  d'abord  ,  en  chassant  les  dénominateurs , 

^     \ox  —  32X  —  3i2  =  21  —  520:. 

Transposons  les  termes  en  x  dans  lo  premier  membre  ,  et  les 
termes  connus  dans  le  second;  l'équation  devient 

10X-— 32X-(-52j:  =  2i4-3i2y  ou  en  réduisant,  3ox=:333. 

Divisant  les  deux  membres  iiar  3o ,  on  obtient  x  =  -= —  = • 

'  3o         lo  ' 

résultat  qu'on  vérifierait  eu  remplaçant  x  par  cette  valeur  dans 
l'équation  proposée. 

Soit  encore  l'équation  (3a— x)  {a — *)4-  2ajr=4ft  (x+«); 
il    faut  d'ahord  effectuer  les  multiplications  indiquées  ,  afin    ' 
de  réduire  les  deux  membres  à  deux  polynômes  ,  et  de  pou- 
voir ainsi  dcgngor  Tinconnue  x.  Or,  si  l'on  applique  la  ^^glc 
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établie  (n*  i^)  pour  la  moltiplîcation  des  polynômes,  il  vient 
3a*—  ax  —  3ab  +  bx  +  :tax  =  ^bx  +  4^*  »  ^*^^t  transposant 
et  réduisant,  ax  —  3bx  =  'jab  —  3a*.  Observons  maintenant 
qoe  or—  3bx  est  la  même  chose  que  (a  —  3^)x,  ce  qui  donne 
(a— > 3&)jr  =3  fjob  —  3a*.  Divisant  enfin  les  deux  membres  par 
«—SA, on  trouve 

'jab  —  Sa* 
^—     Û-3A   • 

En  général,  pour  résoudre  une  équation  du  premier  degré, 
qoelque  compliquée  qu'elle  soit,  il  faut,  i**.  commencer  par 
chasser  les  dénominateurs ,  s'îljr  en  a,  et  effectuer,  dans  les 
deux  membres  de  l'équation  ,  toutes  les  opérations  algébriques 
qui  se  présentent  ;  on  parvient  ainsi  à  une  équation  dont  les 
deux  membres  sont  des  poljrnomes  entiers  ;  a**,  transposer  dans 
ua  même  membre  (c'est  ordinairement  le  premier)  tous  les 
tomes  affectés  de  V inconnue,  et  dans  VauU'e  membre,  les  termes 
commis;  3^.  réduire  à  un  seul  terme  tous  les  termes  affectés  de  x, 
si  TéquaUon  est  numérique  ;  et  si  H équation  est  algébrique , 
former  de  tous  ces  termes  un  seul  produit  composé  de  deuxfac^ 
tours,  dont  l'un  soit  x ,  et  Vautre  V ensemble  des  quantités  qui 
multiplient  x ,  réunis  avec  leurs  signes  respectifs  /  4"«  ^njin , 
diviser  les  deux  membres  de  l'équation  par  le  nombre  ou  le 
poljrnome  qui  multiplie  l'inconnue,  et  effectuer  la  division  s'il 
est  possible. 

Voici  un  exemple  assez  compliqué,  où  la  règle  précédente  doit 
être  appliquée  dans  toutes  ses  parties.  Résoudre  l'équation 

(a  +  b)(x—b)       ^ jab  —  b*       ^^   ,    a^--bx 

> ôa= -—. 2X-i y . 

a  —  b  a-i-b  b 

En  faisant  d'aijord  disparaître  les  dénominateurs,  on  a 

b{a+by{x—by-3ab{a''—b')=b{a'''b)^ab^b') -^^bià"  ~  b^)x 

effectuant  les  multiplications  indiquées, 

a^bx+Mb^x+b'^x—à'b^^iab'^-^b^-~3à'b+3ab^=i 
/^n^b^'-ab^^^aP+b  i—2a''bx+2b^X'i'a'^—a^b*—a*bx+  b^x  ; 
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transposant  et  réduisant , 

réunissant  en  un  seul  tous  les  ternies  affectés  de  Xy 

*{4tf*4  VLob—^b^)  X  =  4û»A*  —  6a6»  +  2*^  +  3fl'*  +  aS  ; 

donc  enfin ,  x  =  ^-—————- , 

expression  qui  ne  peut  se  réduire  a  un  polynôme  entier  (n®  32). 

46.  St  l'on  ayait  une  équation  telle  que  Sx—  s  =  4«  — .  ^^  à 
résoudre ,  en  transposant  les  termes  affectés  de  x  dans  le  pre- 
mier membre  y  et  les  termes  connus  dans  le  second,  on  tronyerait 
3x— 4^  =s  2  —  7,  on  réduisant,-—  «= — 5.  Pour  interpréter 
ce.  résultat,  il  sufBt  d'observer  qu'on  peut  intervertir  l'ordre 
de  la  transposition  ,  c^est— à-dire  faire  passer  au  contraire  les 
termes  affectés  de  x  dans  le  second  membre;  ce  qui  donne 
7  —  2  =  4^  —  3*,  d'oiSrrj:,  ou  bien  enfin,  «=5;  c^est- 
à-dire  que,  toutes  les  fois  qu'on  parvient  à  nn  résultat  tel 
que— •x=  — 5,  il  n'y  a  qu'à  changer  les  signes  des  deux 
membres. 

Cela  revient  évidemment  à  transposer  les  termes  affectés  de 
l'inconnue  dans  le  second  membre,  et  les  termes  connus  dans  le 
premier,  et  réciproquement. 

Nous  pouvons  maintenant  passer  k  la  résolution  des  pro* 
blêmes. 

47*  Nous  avons  déjà  dit  que  la  première  partie  de  la  réso- 
lution algébrique  d'un  problème  n'est  soumise  à  aucune  règle 
bien  fixe.  Tantôt  l'énoncé  du  problème  fournit  sur-le-champ 
l'équation ,  tantôt  on  est  obligé  de  démêler  dans  l'énoncé  les 
conditions  qui  sont  de  nature  à  former  Féquation  ;  tantôt  en* 
fin ,  ce  ne  sont  pas  les  conditions  elles-mêmes  de  l'énoncé  qu'il 
faut  traduire  algébriquement,  mais  bien  des  conditions  que 
l'on  peut  regarder  comme  conséquences  des  premières.  On  ap- 
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pelle  alors  celles-ci,  conditions  explicites ,  et  celles  qu'on  en 
déduit,  conditions  implicites.  Cependant  nous  donnerons,  avec 
M.  Lacroix ,  un  précepte  dont  l'application  bien  entendue  con- 
duit toujours  à  l'équation.  En  Toici  l'énoncé  :  Regarder  le  pro" 
blême  comme  résolu ,  et  indiquer,  à  taide  des  sig^nes  algébriques 
sur  les  quantités  connues,  représentées,  ^soit  pardes  nombres , 
soit  par  des  lettres,  et  sur  V inconnue  toujours  représentée  peu* 
une  lettre,  les  mêmes  raisonnemens  et  les  mêmes  opérations 
qu'il  Jaudrait  effectuer  pour  vérifier  la  valeur  de  T  inconnue, 
si  cette  valeur  était  donnée. 

On  obtient,  par  ce  moyen,  deux  expressions  algébriques 
différentes  d'une  même  quantité,  qui  renferment  le  caractère 
de  rinconnue;  on  les  égale  entre  elles,  et  l'on  a  V équation  du 
problème. 
Appliquons  ce  précepte  aux  problèmes  suiyans  : 
Premier  problème.  Trouver  un  nombre  dont  la  moitié ,  le 
tiers  j  et  le  quart,  augmentés  de  45 ,  donne  pour  somme  44^? 

X    X     JC 

Soit X le  nombre  cherché;  -f  ^«  79  désigneront  la  moitié ,  le 

204 

tiers,  et  le  quart  de  ce  nombre.  Or,  il  faut,  d'après  l'énoncé, 
que  ces  trois  parties,  plus  ^5,  donnent  en  somme  44^  >  ^"  ^ 
doDc,  pour  l'équation  du  problème , 

^+1+1+45=448. 

OU,  retranchant  45  des  deux  membres, 


I 


f  +  |4-î=4o3; 


d^où,  chassant  les  dénominateurs,  6x  +  4^  4-  3x  =  4^^^' 
réduisant,     i3j:=4836;       donc    xr=z — ^=3372. 

I  ù 

En  effet  y 

^  +  ?P  +  -P + 45  =  186  + 19.4  +  93  +  45  =  448. 
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Cette  question  est  da  genre  de  celles  qaî ,  en  Arithmctiqae  » 
se  résoif ent  par  la  rhgle  défausse  position j  et  l'on  Tolt  ayec 
quelle  facilité  l'Algèbre  fait  connaître  la  réponse  i  la  question. 

Second  problème.  Quelqu'un  engage  unouvrierpour  Ifijours^ 
Chaque  jour  qu  il  travaille,  il  reçoit  ^^  sous,  ei  à  chaque  jour 
d'oisiveté,  on  lui  retient  12  sous  {pour  sa  nourriture)  ;  au  bout 
de  ^i  jours,  il  reçoit  pour  solde  de  son  compte,  25*"  4*^,  ou  5o4 
sous.  On  demande  le  nombre  de  jours  de  travail  et  le  nombre 
de  jours  d oisiveté. 

Si  nous  connaissions  ces  deux  nombres  ,  en  les  multipliant 
respectiyement  par  a4  et  12 ,  puis  relrancbant  le  dernier  produit 
du  premier,  on  derrait  trouTcr  5o4  pour  résultat;  indiquons 
ces  opérations  à  l'aide  des  signes  algébriques. 

Soit  X  le  nombre  de  jours  de  trayail  ;  4^ — ^  représenté  alors 
le  nombre  de  jours  d'oisiveté;  24  ^  ^>  ^^  ^^  désigne  la  somme 
que  l'ouvrier  gagne;  et  12  (48  —  x)la  somme  qu'on  doit  lui 
retenir  ;  on  a  donc  pour  Téquation  du  problème , 

24a: —  12  (48  —  x)=5o4; 
cfTectuaDt  les  calculs,  24^:  —  5^6+  i2X  =  5o4; 
donc  36x = 5o4  +  676  =  1 080  ; 

1 080 
et  :r  =  .^  =  3o, 

a'où  48— x  =  48  — 3o=i8. 

Ainsi  l'ouvrier  a  travaillé  pendant  3o  jours,  et  s'est  reposé 
pendant  18  jours.  En  effet ,  pour  3o  jours  de  travail,  il  aurait  dû 
recevoir  24X3o,ou  720  sous;  mais  il  s*est  reposé  18  jours, 
pour  lesquels  on  a  dû  lui  retenir  12  X  18,  ou  216  sous;  or 
on  a 

720  —  216=  604. 

On  peut  gcncraliser  ce  problème,  en  désignant  par  n  le 
nombre  total  des  jours  tant  de  travail  que  d'oisiveté,  par  a  la 
somme  que  Vouvricr  doit  recevoir  pour  chaque  jour  de  travail. 
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|ttr  Ma  somme  qu'on  doit  lui  retenir  pour  chaque  jour  d'oisi- 
fêté,  enfin  par  c  le  résultat  du  décompte.  Soit  toujours  x  le 
nombre  de  jours  de  travail ,  n —  x  exprime  alors  le  nombre  de 
JGors d'oisÎTeté;  donc  ax  eX  b  (n— -x)  désignent  la  somme  que 
Foamer  doit  recevoir  et  celle  qu'on  doit  lui  retenir.  Ainsi ,  on 
t  pour  l'équation  du  problème , 

ax  —  ù  (n^^x  )  =r, 
d*oîi  ax  —  bn     -+-  &  x  =  c , 

(  a  4-  /^)  X  =  r  -f-  An  ; 

c  +  bn 


donc 


a-l^b  ' 

bn 


(c+bn)      an  +  bn—  c — 

et  par  conséquent,  n  —  x^=n —7--=: — 

'  ^  a-^b  a  -^  b 

00,  réduisant ,  n  —  a:  = 


a^b' 


Troisième  problème.  Un  renard  poursuivi  par  un  lévrier  a 
60  sauts  <ï  avance.  Il  en  fait  ij  pendant  fjue  le  lévrier  n'en  fait 
que  6;  mais  3  sauts  du  lévrier  en  valent  ^  du  renard.  Combien 
le  lévrier  fera^t^il  de  sauts  pour  atteindre  le  renard? 

Il  est  clair  d'après  l'énoncé,  que  le  chemin  à  parcourir 
par  le  lévrier  se  compose  des  60  sauts  d'avance  du  renard, 
plus  du  chemin  que  celui—ci  parcourt  à  partir  du  moment 
ou  le  lévrier  se  met  à  sa  poursuite.  Donc,  si  l'on  pouvait 
trouver  les  expressions  de  ces  deux  chemins  au  moyen  d'une 
même  inconnue,  il  serait  facile  de  former  l'équation  du  pro- 
blème. 

Soit  X  le  nombre  de  sauts  faits  par  le  lévrier.  Puisque  le  re- 
nard fait  9  sauts  pendant  que  le  lévrier  en  fait  6 ,  il  s'ensuit 

q  3 

que  le  renard  fait  ^  ,     ou  -  sauts  ,  pendant  que  le  lévrier  en 

fait  I  y  et  par  conséquent ,  qu'il  en  fait  un  nombre  exprime 

3x 
pai»  —  pendant  que  le  lévrier  en   fait  un    nombre  marqué 
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par  X.  On  pourrait  croire  que,  pour  obtenir  l'équation  ,  îl  sof- 

3 
lit  d'égaler  x  à  60  +  "  ^>  ™*"  ^^  agissant  ainsi ,  on  commet- 
trait une  erreur  manifeste;  car  les  sauts  du  lévrier  sont 
plus  grands  que  ceux  du  renard ,  et  Ton  égalerait  alors  des 
nombres  hétérogènes,  c'est-à-dire  des  nombres  rapportés  à 
une  unité  différente.  Il  faut  donc,  pour  lever  la  difficulté, 
exprimer  les  sauts  du  renard  en  sauts  du  lévrier,  ou  récipro» 
quement.  Or,  suivant  l'énoncé,  3  sauts  du  lévrier  valent  7 

sauU  du  renard;  donc  i  saut  du  lévrier  vaut|  sauU  du  re- 

nard,  et  par  conséquent,  x  sauts  du  lévrier  en  valent   ^  du 
renard. 

Donc  enfin ,  on  a  l'équation  ^  =:  60  +  -  a: , 

ou ,  chassant  les  dénominateurs,  ..i^xz=z 36o  -f  gr, 
j'^ji  5a:  =  36o   et   x  =  72. 

Akisi ,  le  lévrier  fera  72  sauts  pour  atteindre  le  renard-,  pen- 
dant ce  temps ,  le  renard  en  fera  72  X  -,  ou   108. 

Vérification  • 

Les  7a  sauts  du  lévrier  valent  ^^-j-^  >  o»  ^68  sauts  du  re- 
nard ,  et  l'on  a  évidemment  168  =  60  -f-  108. 

Les  deux  problèmes  suivaus  méritent  toute  l'attention  des 
élèves    en  ce  qu'ils  offrent  des  exercices  de  calcul. 

48.  Quatrième  problème.  Un  père  qui  a  trois  enfans ,  or^ 
donne  par  son  testament  que  son  bien  soit  partagé  de  la  ma- 
nihre  suivante  :  le  premier  doit  avoir  une  somme  a ,  plus 
la  n*'"*'  partie  de  ce  qui  reste}  k  second  i/ie  somme  2a ,  plus 
la  n^*'"' partie  de  ce  qui  reste  après  qu'on  a  soustrait  la  impart 
et  2a  •  le  troisième  enfin  doit  avoir  une  somme  3a  ,  plus  la  «''•' 
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fwiie  de  ce  qui  reste  après  qu'on  a  soustrait  les  deux  pre- 
mieres  parts  et  3a.  Le  bien  est  entièrement  partagé  ;  on  de^ 
mande  la  valeur  du  bien  ? 

DésîgnoDS  par  x  le  bien  du  père.  Si ,  à  l'aide  de  cette  quan- 
tité, nons  pouyions  former  les  expressions  algébriques  des  trois 
jiirts,  nous  retrancherions  leur  somme  du  bien  total  x,  et  le 
rttte  égalé  k  léro ,  donnerait  l'équation  du  problème.  Tâchons 
donc  de  déterminer  successivement  ces  trois  parts. 

Paisque  x  désigne  le  bien  du  père»  x — a  est  ce  qui  reste  après 
qu'on  a  retranché  a;  ainsi  l'on  a  pour  la  part  du  premier  enfant, 

X  •—  â  .  an  -f-  X  —  a 

aA ,  ou  réduisant  en  fraction ,  . . .  i**  part. 

Pour  former  la  seconde  part ,  il  faut  retrancher  de  x  cette 

. .,  ,.  .,  (ûn4-x — a) 

première  part  et  2û  ,  ce  qui  donne  a:  —  aa  — , 

oa,  réduisant  les  entiers  en  fraction  et  effectuant.  la  soustrac- 
tioD , 

nx  —  Zan  —  a?  4-  ^ 


n 


i*'  reste. 


Or^  la  seconde  part  se  compose  de  na  plus  la  //'^""^  partie  de  ce 
reste;  on  a  donc  pour  cette  seconde  part,  2a-| 


71* 


on,  réduisant  l'entier  en  fraction , 

aûii*  -f-  '^  —  3û/i  —  x  +  a 


71» 


2*  part. 


Si  l'on  retranche  de  x  les  deux  premières  parts  et  3a,  il  Tient 

{(an  +  x  —  a)       (zan^-^-nx  —  3an — x-\~a) 
X  —  oa  —  ' 


71  71* 


nlifi 


on,  réduisant  au  même  dénominateur  et  simplifiant, 
n'x  —  6an^  —  27zx  +  ^an  -{-x  —  a 


71* 


«  •  •  a  2   resie* 
5. 
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n^x  —  6tf n*  —  2fu:  +  ^an  -A-x  —  a 


Ïjs^  3*  part  est  donc  3a  H j 

ou  9  réduisant  l'entier  en  fraction^ 


n" 


3*  part. 


Mais  y  d'aprës  l'énoncé ,  le  bien  du  père  se  trouve  entièrement 
partagé.  Donc^  la  différence  entre  x  et  la  somme  des  trois  parts 
doit  être  égale  à  zéro  ;  ce  qui  donne  l'équation 

(an-f-^  — «)     ,(2an*-f-wa: — Zan  —  x  +  a) 

X • 

n  n' 

(  3an^  4"  ^^^  —  6fl/i*  —  ^nx  -+-  ^an  +  ^ — o)     "^ 

Chassant  les  dénominateurs,  eflectu an t  les  soustractions  et  ré- 
duisant ,  on  obtient 

n}x  —  6an^  —  3/i*x  +  i  ofl/i'  +  3/ix  —  San  —  x+a  t=  o  ; 

,  6an^  —  I  ofln"  +  San  —  a a(6n^  —  ion'  -+-  5n — i) 

^^"  ^=       „3_3„a^3;,_,       —     n3_3n'  +  3n— I     ' 

On  peut  obtenir  une  équation  et  un  résultat  plus  simples > 
d'après  la  remarque  suivante:  Dire  que  la  part  du  troisième  en- 
fant se  compose  de  3a,  plus  la  n^^"'  partie  de  ce  qui  reste,  et 
que  le  bien  est  alors  entièrement  partagé,  c'est  dire  que  le  troi- 
sième enfant  n'a  que  la  somme  3a,  et  que  le  reste  dont  on  Tient 
de  parler  est  nul. 

Or,  on  a  obtenu  pour  l'expression  de  ce  reste , 

n*x  —  6an*  —  nnx  +  ^an  +  x  —  a 

n^  • 

En  l'égalant  h  ||po  et  chassant  le  dénominateur,  on  trouve 

n^x  —  6an*  —  Q.nx  +  ^an  -^x  —  a  =  o  ; 

_,  ,                       6an* — ^an  +  a       a(6n* — An+i) 
d  ou  X  = ; 1^ = ; . 
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Pour  prooTer  ViduntUé  numérique  de  cette  expression  avec 
la  précédente ,  il  suffirait  de  faire  yoir  que  la  seconde  provient 
de  la  première  dans  les  deux  termes  de  laquelle  on  aurait  sup- 
primé un  facteur  commun.  Or,  si  Ton  applique  aux  defix  poly- 
oomes..  .fl(6ii^— ioii*-f-5/i  —  i)  et /r*— 3i»*+3ii — i,  le  pro- 
cédé du  pi  us  grand  commun  diviseur  (n®  4')  »  ^^  reo^nait  que 
s— I  est  facteur  commun ,  et  en  divisant  les  deux  termes  de 
h  première  expression  par  ce  facteur  commun ,  on  retrouTe  la 
seconde. 

Ce  problème  est  propre  à  faire  voir  aux  commen$ans  l'im- 
portance qu'ils  doivent  attacher  à  saisir  dans  l'énoncé  d'une 
qaestion  toutes  les  circonstances  qui  peuvent  faciliter  la  for- 
mation de  l'équation;  autrement,  ils  courent  le  risque  de  par- 
venir à  des  résultats  plus  compliqués  que  ne  le  comporte  la 
question. 

Les  conditions  qui  ont  servi  à  former  successivement  les  ex- 
pressions des  trois  parts,  sont  les  conditions  explicites  du  pro- 
blème proposé  ;  et  la  condition  qui  a  servi  à  déterminer  l'équa- 
tion la  plus  simple  du  problème,  est  une  condition  implicite  y 
qu'un  peu  d'attention  a  suffi  pour  faire  reconnaître  comme 
comprise  dans  l'énoncé. 

Poar  obtenir  les  valeurs  des  trois  parts',  il  suffirait  de  mettre 
pour  X  sa  valeur  dans  les  expressions  que  l'on  a  obtenues  ci- 
dessos. 

Appliquons  à  un  exemple  la  formule  x  =  -^ ^  . 

/l'  —  2/1  -|-  I 

Soit                            a=:ioooo,   n=:5; 
il  vient 
ioooo(6Xa5-»4>^^'^0     iooooXi3i iSioooo 

Vérifions  l'énoncé  sur  cet  exemple. 

T  •  i»     *    1  «^        •  I    81875 — lOOOO 

Le  premier  enfant  doit  avoir  loooo-j ^ — p u    ou 

5 

34375. 
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Il  reste  donc  8187$  —  24375,  ou  67600  k  partager  entre  lei 

deux  autres  enfans. 

^              1  j  •*        •                I   SnSoo— aoooo  ^ 

Le  second  doit  ayoïr  aoooo  +  -* = ,  ou  a75oa 

Il  reste  donc  575oo-—  27600,  ou  3oooo ,  pour  le  troisième 
enfant.  (Jr  Soooo  est  le  triple  de  loooo;  donc  le  problème 
est  vérifié. 

On  peut  donner  de  oe  même  problème  une  solution  moins 
directe,  mais  plus  simple  et  plus  élégante.  Elle  est  encore  fon- 
dée sur  cette  remarque ,  qu'après  avoir  soustrait  3a  des  deux 
premières  parts,  il  ne  doit  rien  rester. 

Désignons  par  r,  /,  r*,  les  trois  restes  dont  il  est  question  dans 
l'énoncé  ;  les  expressions  algébriques  des  trois  parts  sont 

r  f^  r'' 

fl  +  -,       ^a-j ,       3aH . 

n  n  n 

Or,  I**.  d'après  l'énoncé,  on  a  évidemment  r*  =  o. 
Ainsi  la  troisième  part  est  3a. 

2**.  Ce  qui  reste,  lorsqu'on  a  donné  au  second  enfant,  2a-| — , 
]icut  être  représente  par  r ,  ou 


n  '  /i        * 


D'ailleurs  ce  reste  forme  aussi  la  troisième  part;  ainsi  Fon  a 

n  n —  I 

Donc ,  la  part  du  second  est  la  A .  :  /i=s  2^4 (*), 

^  n —  I  n — I 

ou,  réduisant  l'entier  en  fraction  et  simplifiant, . 

3**.  Ce  qui  reste,  lorsqu'on  a  donné  au  premier,  a-J — «  peut  être 


4 

(^)  fjcs  (Icnx  points  \  employés  ici,  marquent  la  division  de par  n 

(  j/.>^*M  n<*  3  ). 


À  UNE  SEULE   IWCOPfîVUE.  7I 

exprimé  par  r ou .  Uailleurs,  ce  reste  doit  former 

les  deux  autres  parts ,  ou  3û  •+• . 

A  -    •  1»  ('»  —  *)'•      1         2fl/i  +  a       San  —  2a 

Amsi  I  on  a  ^ ^  =:  3a  4- = . 

n  n—  I  71—  I  ' 

^                  San  —  2<i          yi          5a»*  —  aaii 
Donc    r  = X =  —, rr-  » 

et  par  conséquent ,  on  obtient  pour  la  première  part^ 

San*  —  2an  .  San  —  aa 

San — 20         an*  +  San— a 

=a  + ■ = ; . 

B» — 2n-4-i         n* — 2n-|-i 

Le  bien  total  est  donc  enlîn 

^     ,   aan  +  a  .   an^  +  San-^a 
n — I  n*— 2n+i 

ou,  réduisant  Pentier  et  les  fractions  au  même  dénominateur^ 

3a(n* — 2n4-i)  +  (^an-^a)  (n—  i)  -f-  an*+3an— a 

■  ■  ■  '  - 

n*  —  2n  -f-  I  ^ 

puis  f  effectuant  les  calculs  et  réduisant, 

6an*  —  ^an  +  q a  (6n*  —  4^*  + 1) 

n" — 2n4-^  (n — i)»         ^ 

résultat  obtenu  ci-dessus* 

Cette  solution  est  d'ailleurs  plus  complète  que  la  précédente , 
puisque  l'on  a  obtenu  en  même  temps  et  le  bien  du  père  et  les 
expressions  des  trois  parts. 

49.  Cinquième  problème.  XJnphrc  ordonne  par  son  testament 
que  Faîne  de  ses  enflons  aura  une  somme  a  sur  son  bien ,  plus 
la  R*'"'  partie  du  reste;  que  le  second  aujra  une  somme  2a  » 
pZitf  la  n^*'^ partie  de  ce  qui  restera  après  qu'on  aura  retrancha  ' 
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la  première  part  et  aay  que  le  troisième  aura  une  somme  3a» 
plus  la  n**"'  partie  du  nouveau  reste;  et  ainsi  de  suite.  On 
suppose  dt ailleurs  que  tous  les  enfans  soient  également  parta-^ 
gés.  On  demande  le  bien  du  père ,  la  part  de  chacun  des  e/i- 
fans ,  et  le  nombre  des  enfans  ? 

Ce  problème  a  cela  de  remarquable ,  que  son  énoncé  ren- 
ferme plus  (le  conditions  qu'il  n'en  faut  pour  trouver  les  valeurs 
des  inconnues. 

Soit  X  le  bien  du  père  j  x  —  a  exprime  ce  qui  reste  après 
qu'on  a  prélevé  la  somme  a.  Ainsi  la  part  de  l'aîné  est 


+  x  —  a           an-^x  —  a  ^ 
,  ou  ....  i"  part, 
n                       n  ^ 

Retranchant  cette  première  part  et  2a  de  x ,  on  obtient 

(an  4-  JP  —  a)  nx  —  3an  —  x  +  a 

X — 2Û j    OU   , 


dont  la  n»''"'  partie  est 


n  n 

nx  —  3a/i  —  X  -f-  a 


n* 


Donc  y  la  part  du  second  enfant  est 

nx — San— x+a         i .      ^an*+nx — 3an — x+a     ^ 
aa4 r 9  ou  bien ^ ...a*  part. 

On  pourrait  former  de  la  même  manière  les  autres  parts  ; 
raaîsy  puisque  toutes  les  parts  doivent  être  égales ,  il  suffit,  pour 
former  l'équation  du  problème ,  d'^aler  les  deux  premières 
parts I  ce  qui  donne  Fcquation 

an-^x  —  a nan^-^-nx — 3an  — x  +  a 

7i  ~  n^  ' 

d'où  l'on  lire  x  =  an'  —  zan  +  a. 

Substituant  cette  valeur  de  x  dans  l'expression  de  la  première 

an  +  an*  —  2an  -4-  a  —  a 
part ,  on  trouve ; 

ou  réduisant,  =  a/i  —  a=za{n — i)  ; 


A  UNE  SEULE   INCONNUE.  ^3 

et  comme  toutes  les  parts  doivent  être  égales^  en  divisant  le  bien 

toUl  par  la  premiëre  ,on  doit  obtenir  pour  quotient  le  nombre 

j       -  .     .    an^ —  7,an  A-  a  i .  .        i  i 

des  enfans  ;  ainsi , ,  ou  /i—  i  •  désigne  le  nombre 

an  —  a  '        ^ 

des  enfans. 

Bien  du  përe. . .   an*  —  aan  +  a  ou  a(n  —  i)*; 
Part  de  l'aîné  et  de  chaque  enfant ...  a(n  —  i  )  ; 
Nombre  total  des  enfans. n-~i. 

Il  reste  maintenant  k  savoir  si  les  autres  conditions  du  pro* 
iilème  sont  satisfaites;  c'est-à-dire,  si,  lorsqu'on  donne  au  se- 
cond 2a  plus  la  n'^"'  partie  de  ce  qui  reste  y  au  troisième  3a 

plus  la  71^'"'  partie  de  ce  qui  reste ,  la  part  de  chaque  en« 

fant  est  en  efiët  a  (  n  —  i  ). 

Or ,  la  diiFérence  entre  le  bien  du  père  et  la  première  part 
étant  a{n  —  i)*  —  a{n  —  i)  9  la  part  du  second  doit  être 

éi(/i— i)*—  a{n^i) — aa     2a(/i — i)-f-û(n— i)'— a(/i — i) 

ou  ■ 

n  n 

.  a(n— i)+fl(/i— 1)*         , .        a(n— 0(1 -fw—i) 

ou  réduisant ,  — ^ -' ^ ^ ,  ou  bien , , 

n  n 

ou  bien  enfin ,  a(n  —  i). 

De  même ,  la  différence  entre  a(n  —  i  )•  et  les  deux  premières 

parts,  étant  a(n — i)* — 2a(/i — i) ,  la  part  du  troisième  doit  être 

a(n—  i)*— 2a(n—  i)  —  3a  .  •      '*     .     » 

3a  4- ,  expression  qui ,  étant  re- 

,   .         ,     .                      ,   .,                 a(n — i)  +  o(n — 1)*    ^ 
dnite,  devient  encore  évidemment  — ^ ^, et  par 

n  ' 

conséquent ,  a{n  —  i). 

En  général ,  on  aurait  pour  la  j!;""'  part , 

a(n— !)'  —  (/?  —  I)  a(n—  i)—pa 

*  n  * 

pa{n —  l)-4-û(n —  !)•  —  (p  —  i)a(n —  i) 

<iu = , 

n 

a(n— i)  +  a(/i— i)* 

ou  ^ ,  ou  bien ,  a(n  —  1). 

n 

Donc  enfin  ,  toutes  les  conditions  du  problème  sont  remplies* 
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§  IL  Des  équations  et  problèmes  du  premier  degré  à 

dewjc  ou  plusieurs  inconnues. 

5o.  Quoique  plusieurs  questions  résolues  précédemment  ren- 
fermassent dans  leur  énoncé  plus  d'une  inconnue ,  nous  sommes 
parvenus  i  leur  résolution  en  employant  un  seul  caractère.  Cela 
tient  k  ce  que,  d'aprës  les  conditions  de  Fénoncé  y  nous  pouyions 
facilement  exprimer  les  autres  inconnues  au  moyen  de  ce  carac- 
tère ;  mais  il  n'en  est  pas  de  même  dans  tous  les  problèmes  o& 
il  y  a  plus  d'une  inconnue* 

Pour  savoir  comment  on  doit  s'y  prendre  pour  résoudre  ces 
sortes  de  problèmes ,  reprenons  d'abord  quelques-uns  de  oeax 
qui  ont  été  déjà  résolus  à  l'aide  d'un  seul  caractère. 

Trouver  deux  nombres  dont  on  connaît  la  somme  a  et  la 
différence  b?  (  C'est  le  problème  n®  4-  ) 

Désignons  les  deux  nombres  cbercbés  par  x  e\.y\  on  a  d'après. 

l'énoucé  ,  les  deux  équations  l  ,  ^ 

Or,  en  principe,  si ,  à  deux  nombres  égaux  A  et  B  »  on  ajoute- 
respectivement  deux  autres  nombres  égaux  C  et  D ,  les  résultats 
A  +  C  et  B  -f-D  sont  égaux  ;  c'est-à-dire  que ,  si  l'on  a  les  équa- 
tions A  =  B  et  C  =  D ,  il  en  résulte  A  -f  C  =  B  -|-  D- 

De  même,  si  de  deux  nombres  égaux  on  retranche  deux  autres 
nombres  égaux,  les  restes  sont  encore  égaux;  c'est-à-dire 
que  des  deux  égalités  A  =B  et  C  =  D,  on  déduit  encore 
A  — C  =  B  — D. 

Appliquons  ce  principe  aux  deux  équations  du  problème 
proposé. 

On  trouve ,  en  les  ajoutant, 20:  s=  a  +  ^  > 

et  en  retranchant  la  2*  de  la  i'* njr  =.<i  —  b. 

Chacune  de  ces  équations  ne  renfermant  plus  qu'une  seule 
inconnue >  on  tire  de  la  première ,    x  = , 


A   PLUSIEURS    INCONNUES.  ^5 


et  de  la  seconde  y  j^  = 


a 


,  on  a 1 = — =û,et- — ^ ^= — ^sb. 


Eo  effet 

Soît  encore  repris  le  problème  de  TouTrier  (  n°  89  ) ,  en  ne 
ooDÂdérant  que  J'énonce  général. 

Soientx  le  nombre  de  joars  de  trayait,  çXj  le  nombre  de  jours 
d'oîsÎTelé  î  ax  et  by  expriment  respect ÎTement  la  somme  que 
i'ouTrier  doit  recevoir  pour  les  jours  de  travail ,  et  celle  qu'on 
doit  lui  retenir  pour  les  jours  d'oisiveté. 

On  a  donc  les  deux  équations  <        "T  y  —    » 

^  y  ax  —  6j^  =  c. 

Or  y  nous  avons  déjà  vu  cpi'on  peut  multiplier  les  deux 
membres  d'une  même  équation  par  un  même  nombre  sans 
troubler  l'égalité  ;  ainsi ,  l'on  peut  multiplier  les  deux  membres 
de  la  première  équation  par  b ,  coefficient  de  j*  dans  la  seconde  ; 

et  il  Tient bx-^bjr^^bn^ 

équation  qui ,  Combinée  avec  la  seconde  at  —  bj'=^c^ 

donne  par  addition ,  ^a:  +  ar  =  ft/i  -j-  c  ;  d'où  x  == — r-. 

Multipliant  de  même  la  première  par  a ,  coefllcient 

de  X  dans  la  seconde  ,ona {ix-^  ay^ss,cui^  ^ 

équation  qui ,  combinée  avec  la  seconde  or  —  ^j*  =  c , 

donne  par  soustraction,  {a  +  b)Y^=-  an — c\  d'o{ij^:=: .—7-. 

L'introduction  d'un  caractère  pour  représenter  chacune  des 
inconnues  dans  les  deux  problèmes  précédens,  offre  sur  la 
solution  qui  a  été  donnée  précédemment ,  l'avantage  de  faire 
connaître  les  deux  nombres  cherchés,  indépendamment  l'un 
de  l'autre. 

iLIMlNATION. 

5i .  Soient  maintenant  les  deux  équations  \  .  î  ' 
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qu'on  peut  regarder  conime  la  traduction  algébrique  de  l'éQoncé 
d'un  problème  a  deux  inconnues. 

Si ,  dans  ces  deux  équations ,  l'une  des  inconnues  était  affectée 
du  même  coeÛicient ,  on  pourrait,  par  une  simple  soustrac- 
tion f  former  une  nouvelle  équation  qui  ne  contiendrait  plus 
que  l'autre  inconnue  y  et  de  laquelle  on  tirerait  la  valeur  de 
cette  inconnue. 

Or,  si  l'on  multiplie  les  deux  membres  de  la  première  équa- 
tion par  9,  coeflicient  de^"  dans  la  seconde ,  et  les  deux  membres 
de  la  seconde  par  7,  coefficient  dej^  dans  la  première»  <m 

obtient  par  cette  double  multiplication,  <  .   ^J^        ,Ji^ 

équations  qui  peuvent  être  substituées  aux  deux  premières,  et 
dans  lesquelles  j^  est  affecté  du  même  coefficient. 

Retrancbons  donc  la  première  de  ces  deux  équations  de  la 
seconde  ;  il  vient     32j:  =:  96,  d'ob  :r=3. 

Pareillement,  si  l'on  multiplie  les  deux  membres  de  la  pre- 
mière par  1 1 ,  coefficient  de  x  dans  la  seconde ,  et  les  deux 
membres  de  la  seconde  par  5 ,  coefficient  de  x  dans  la  première» 

on  forme  les  deux  nouvelles  équations   ]   /;/;      1^  i^  ZI^/i;* 

qui  peuvent  être  substituées  aux  deux  équations  proposées  »  et 
dans  lesquelles  le  coefficient  de  x  est  le  même. 

Retranchant  donc  la  seconde  de  ces  deux  équations  de  la  pre- 
mière ,  on  trouve  Saj"  =  128,  d'où  j^  =  4« 

Ainsi,  j:  =  3  et  j*  =  4  ^^^^  ^^^  deux  valeurs  de  j:  et  de  j^ 
propres  à  vérifier  l'énoncé  de  la  question.  En  effet ,  l'on  a 

io.5x3+7x4=i5+28=43;2«.  1 1X3+9x4=33+36=69. 

L'opération  qui  vient  d'être  exécutée  ,  et  au  moyen  de  laquelle 
on  obtient  les  valeurs  des  inconnues ,  propres  à  satisfaire  li  des 
équations  données,  est  connue  sous  le  nom  Xéliminalion , 
parce  qu'en  effet  elle  consiste  à  cluisser  l'une  des  inconnues 
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]Murdef  transformations  permises  et  exécutées  sur  les  équations 
proposées* 

La  méthode  précédente  a  beaucoup  d^analogie  arec  la  ré- 
duction des  fractions  au  même  dénominateur  ;  aussi  est-elle, 
comme  cette  dernière  opération ,  susceptible  de  quelques  sim  - 
plificatîons. 
Soient  pour  nouvel  exemple,  les  deux  équations 

6x  —  21/  =    33, 
6j:  +  35^  =  177, 

Poor  rendre  les  deux  coefficiens  de^  égaux  ,  remarquons  que  21 
et  35  ont  le  facteur  commun  7  ;  il  suffit  donc  de  multiplier  la 
première  équation  par  5  et  la  seconde  par  3  ;  ce  qui  donne  les 

-                  ,,,-./  4^T  —  loSjr  =  i65, 
deux  nonvelles  équations  1      o     ^^       ^    j-o 

équations  qui ,  ajoutées  entre  elles ,  donnent 

58x  =  696,     d'oii     X  =  12. 

PareiRement ,  les  deux  coefficiens  de  x  renferment  le  facteur 
commun  2  ;  ainsi ,  il  suffit ,  pour  rendre  ces  deux  coefficiens 
,  de  multiplier  la  première  par  3  et  la  seconde  par  4  *>  ce 


qui  donne  <      .       ,       ,  '^' 

^  \    2^X  +    140^   ==    708. 

Retrancliant  la  première  équation  de  la  deuxième ,  on  trouve 
2o3^  =  609,     d'où    j"  =  3. 

N.  B.  II  est  très  important  de  reconnaître  si  les  coefficiens 
ont  des  facteurs  communs,  puisque,  dans  ce  cas,  on  a  des  cal- 
culs plus  simples  à  effectuer. 

Soient  pour  troisième  exemple ,  les  équations 

3  2  4  *^ 

y         X  I 

c 1-  2  î=  >i  —  2X  +  (). 

02  6  ' 
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de  moins ,  et  sur  lesquelles  on  opëre  comme  sur  les  équations 
proposées. 

La  seconde,  appelée  méthode  par  comparaison,  consiste  à 
tirer  les  valeurs  d'une  même  inconnue  y  de  toutes  les  équations» 
et  à  égaler  ces  valeurs  deux  à  deux  ;  ce  qui  donne  nécessaire* 
ment  lieu  à  de  nouvelles  équations  renfermant  une  inconnue 
de  moins,  sur  lesquelles  on  opëre  comme  sur  les  équations 
proposées. 

Mais  ces  deux  méthodes  ont  un  inconvénient  que  n'offre  pas 
la  méthode  par  addition  et  soustraction ,  c'est  de  donner  lien  a 
de  nouvelles  équations  renfermant  des  dénominateurs  qii)'il  lànt 
ensuite  faire  disparaître.  On  emploie  toutefois  avec  avantage  la 
méthode  par  substitution,  toutes  les  fois  que  l'une  des  inconnoes 
a  un  coefficient  égal  à  l'unité  dans  l'une  des  équationa»  perce 
qu'alors  l'inconvénient  dont  nous  venons  de  parler  n'a  plua  lien. 
Kous  aurons  quelquefois  occasion  de  l'employer.  Mais ,  en  géné^ 
rai  y  la  méthode  par  addition  et  soustraction  est  préféraUe  ;  die 
présente  d'ailleurs  cet  autre  avantage,  que,  si  les  coefficient 
ne  sont  pas  trop  grands ,  on  peut  faire  l'addition  ou  la  soustrao* 
tion  en  môme  temps  que  la  multiplication  qui  tend  à  rendre  les 
cocfHciens  égaux. 

54*  11  arrive  souvent  que  les  équations  proposées  ne  renfer- 
ment pas  toutes  les  inconnues  à  la  fois.  Dans  ce  cas ,  avec  un  peu 
d'adresse,  l'élimination  se  fait  très  promptement. 

Soient  les  quatre  équations  à  quatre  inconnues, 

nx  —  3^  +  2z  ==  i3 (i), 

4m  —  2x  =  3o (2) , 

4j-+  2z  =  14 (3), 

5^  +  3w  =  32 (4). 

En  jetant  les  yeux  sur  ces  équations ,  on  voit  que  l'élimina- 
lion  de  2  entre  les  équations  (1)  et  (3)  donnera  une  équation 
caxeijr\  et  si  Ton  élimine  u  entre  les  équations  (2)  et  (4), 
on  obtiendra  une  seconde  équation  on  x  e\.  jr\  ces  deux  der- 
nières inconnues   peuvent  donc   être   déterminées  aisément. 
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^1  D'abord!  rélimination  de  z  entre  (i)  et  (3)  donne..., .  • . 


Ui 


7  j-  —  aa?  es     i; 
*l  cellede  «  ,  entre  (2)  et  (4),  donne. . .  aojr  +  &r  =  38. 
I     HohipHons  la  première  de  ces  deux  équations  par  3,  et 

j    ^tonslil  Tient /^tjrzs^i 

(fo4 ^=  1 

Snhatîiuani  cette  yaleur  dans  ^  —  20:  ^  1 , 
on  tronie •••       x  =  3 

Eeportons  la  valeur  de  x  dans  l'équation  (2)  ; 
il  en  réudte  4«.  —  6=3o;  d'ob «  =  9 

Enfin,  k  substitution  de  la  valeur  de^  dans 
Fcqnation  (3)  donne z=s5 

Hoos  proposerons,  pour  exercice ,  les  cinq  équations  sui* 
vnntes: 

'jx^^az  -f-  3ii=  17  \         qui  donnent  pour  valeurs  des 
4J^— az  4-    /  =  ii    I  inconnues, 

5jr — 3x — 211=  8  \  x  =  2,  J"  =  4>  «  =  3,  u=3,  /=i. 
4j-— 3ii  +  2i  =  9  \ 
3z  +  8tt=33  j 

55.  Dans  tout  ce  qui  précède,  nous  avons  supposé  le  nombre 
des  équations  égal  au  nombre  des  caractères  employés  pour 
désigner  les  inconnues.  11  doit  en  élre  ainsi  de  tout  problème 
a  plusieurs  inconnues,  pour  qu'il  soit  déterminé ,  c'esl-à-dîre 
pour  qu'il  n'admette  pas  une  infinité  de  solutions. 

£n  effet,  supposons,  par  exemple ,  qu'un  problème  à  deux 

inconnues  x ,  jr^  conduise  à  l'équalion  unique  5x  —  3;^  =  la^ 

1 2  4*  3t* 
on  ai  déduit  X  = g — .  Or,  si  l'on  fait  successivement 

^=3         I>  2,  O,  4»  ^7  0,pp,ty 

18         21  24         2*7 

il  en  résulte  X  =  3,     -^,     -^,     -^-,     -^,     6 ; 
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et  tous  les  sj^fttèmes  de  yaleurs 

mis  pour  X  et  j^  dans  réquation,  y  satisfont  également. 

Si  l'on  avait  deux  équations  à  trois  inconnues ,  on  poomit 
d'abord  éliminer  l'une  des  inconnues  à  l'aide  des  équations  pro- 
posées ,  et  l'on  parviendrait  ainsi  à  une  équation  qui ,  renfer-* 
mant  deux  inconnues,  pourrait  être  satisfaite  par  uoo  infinité 
de  systèmes  de  valeurs  prises  pour  ces  inconnues  )  d'oè  l'an 
conclurait  également  une  infinité  de  valeurs  pour  la  troisième 
inconnue.  Donc ,  en  général ,  pour  qu'un  problème  soit  déêer^ 
miné,  il  &ut  que  son  énoncé  renferme  au  moins  autant  de  oott-» 
ditions  dificrentes  qu'il  y  a  d'inconnues  |  et  que  ces  conditions 
puissent  être  exprimées  chacune  par  une  équation.  Nous  rerieii^ 
drons  au  reste  plus  loin  sur  les  questions  qui  donnent  lieu  k  vu 
ilômbre  d'équations  essentiellement  différentes ,  moindre  que 
celui  des  inconnues. 

56.  Passons  à  la  résolution  de  nouveaux  problèmes  à  deux 
ou  un  plus  grand  nombre  d'inconnues. 

Sixième  problème.  Une  personne  possède  un  capital  4^ 
Zoooo fr,  quelle  fait  valoir  à  un  certain  intérêt;  mais  elfe  dûii 
Une  somme  de  7.0000  fr.  dont  elle  paie  un  certain  intérêt»  Vin^ 
térêt  qu'elle  retire  surpasse  celui  qù* elle  paie,  de  Soo  fr,  Unese^ 
conde  personne  possède  35ooo  fn  qu'elle  fait  valoir  tm  s^smtd 
taux  d'intérêt;  mais  elle  doit  une  somme  de  24^00  «/^*  dtmi 
ellepaio  un  intérêt  au  premier  taux.  L'intérêt  qu'elle  rtim 
surpasse  celui  qu* elle  paie ,  de  3io  fr.  On  demande  les  dasx 
taux  d* intérêt? 

Solution.  Soient  x  et  J*  les  deux  taux  d'intérêt  pour  100  fr. 
Four  obtenir  l'intérêt  de  3oooo  fr.  au  taux  désigné  par  x,  il  faut 

établir  la  proportion   100  l  x  \l  3oooo  : ou  3oox. 

^    '  100 

On  obtiendra  de  même ,  pour  l'intérêt  de  20000  fr.  au  taux 

désigne  par  j-, ou  aooj^.  Mais,  d'après  l'énoncé 9  la 

différence  de  ces  deux  intérêts  est  égale  à  800  fr. 
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On  a  donc  pour  première  éqoation  du  problèraey 

3ooj:  —  ^oojr  =  800 . 

En  traduisant  algébriquement  la  seconde  condition  du  pro^ 
lilhni  ,  on  parviendrait  i  la  nouvelle  équation 

35q^—  240X  =  3io. 

Les  deux  membres  do  la  première  équation  étant  dîrisiblai 
ftr  i«Oy  oi  ceux  de  la  seconde  par  lo,  on  peut  les  remplaotr 

par  celles-cS  :  3a:  —    2j^  =   8. 

357" —  24r=  3i. 

F^nr  éliminer  AT,  multiplions  la  première  équation  par  8, 

et  ajontOQS  ;  il  ^îent igys=zg5j     d'où  j*  as  fi. 

Bemplacantj^  par  sa  yaleur  dans  la  première  équation,  l'on 

trouire  3x  — <-  10  =  8,     d*oii    x  =:  6« 

Ainsi  f  le  premier  taux  est  6  pour  f  ^  et  le  second ,  5. 
Enefiet, 

• 

Soooofr.  placésàGp.  I,  donnent       3oo  X  6     on     1800  fr. 

2#ooo à  5. . . .  donnent       200  X  5    ou     looo, 

elFen  a  1800 -— 1000  =  800. 

On  Térifieraft  de  même  la  seconde  condition. 

Septième  problème.  On  a  trois  lingots  composés  de  diffiÈ^ 
mu  métaux  fondus  ensemble.  La  livre  du  premier  contienê 
7  onces  d^ argent ,  3  onces  de  cuivre ,  et6  d'élain,  La  livre  du 
second  contient  12  onces  d argent,  3  onces  de  cuivre,  et  i  once 
détain.  Celle  du  troisième,  4  onces  d'argent,  7  oneos  de 
•  cuivre,  et  5  d^élain.  On  demande  ce  qu'il  faut  prendre  de 
chacun  des  trois  lingots  pour  en  former  un  quatrième  (  du 
poids  dune  livre  )  911/  contienne  8  onces  d'argent^  i  ^  de 
cuivre ,  ei  4  i  détain. 

Solution.  Soient  Xj  jy  et  «,  les  nombres  d'onces  qu'il  faut 
prendre  respc^ctivement  sur  les  trois  lingots,  pour  former 
nue  lÎTre  du  lingot  demandé.  I^uisque,  dans  le  premier  lingot, 

6.. 


84  PROBLÈMES  DU  PREMIER  DEGR£. 

il  y  a  7  onces  d'argent  sur  une  livre  ou  16  onces ,  il  s'en- 
suit  que  sur  i  once  il  7  a  -L  d'once  d'argent  ^  et  par  con- 
séquent, sur  un  nombre  d'onces  marqué  par  x  il  doit  y  avoir 
^2.  d'onces  d'argent.  On  trouverait  de  même  que  — ^ ,  ^  ^ 

expriment  les  nombres  d'oncesd'argent  pris  respect  ivementsur  le 
second  et  le  troisième  lorsque  le  quatrième  est  formé  ;  mais  d*a« 
près  l'énoncé,  ce  quatrième  lingot  doit  contenir  8  onces  d'argent; 

on  a  donc  pour  première  équation ,  2_  -f.  — ^  ^  x^  -=     g^ 

ou,  cbassant  les  de'nominateurs, ...  72 -j-  12^  +  4^  =  128, 
On  trouverait  par  rapport  au  cuivre,  3x+  3^*  -{-  7Z  =  60 1 
et  par  rapport  à  l'étain , 6x  -f-     jr  +  5zz=:  61 

Comme ,  dans  ces  trois  équations,  les  coefficiens  de  j*  sont  les 
plus  simples ,  il  convient  d'éliminer  d'abord  cette  inconnue. 
Multiplions  la  deuxième  équation  par  4  ;  et  retranchons  du 

produit  la  première  équation;   il   vient  5x -f- a4^  =  1 13% 

Multipliant  la  troisième  équation  par  3,  f 

et  retranchant  du  produit  la  deuxième ,  | 

on  trouve iSx  +82=  144J 

Multipliant  cette  dernière  équation  par  3  et  retrandiant  la 
précédente  du  produit,  on  obtient  4o<3^  =  32o,  d'où  xb8« 
Reportons  cette  valeur  de  x  dans  l'équation  i5x  -|-  8zs=  144  ; 
elle  devient  1 20  +  8z  =  1 44 1     d'du    x  =r=  3. 

£nfîn ,  les  deux  valeurs  a:  =  8,  z  =  3  ,  étant  substituées  dana 
l'équation  6x  +jr  +  5s  =  68,  donnent  48  +j-  +  i5  =s  68, 

Ainsi,  pour  former  une  livre  du  quatrième  lingot ,  on  doit 

prendre  8  onces  du  premier,  5  onces  du  second,  et  3  onces  da 

troisième.  £n  cfiet,  si  sur  16  onces  du  premier  lingot  il  y  a 

}  onces  d'argent ,  sur  8  onces  il  doit  y  en  avoir  un  nombre  ex- 

•    A         7X8  o      .„  ^    12X5  ^4x3 

primé  par  *— g—.  Pareillement,  — g — et -^-7-«  représentent 
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mpeetÎTement  les  quantités  d'argent  contenues  dans  5  onces 
du  second  lingot  et  3  onces  du  troisième.  Or  on  a 

7X8        12X5        4x3  _  ï28_^ 
""TS"  +  ~i6"  "*"  ""76  16  ""®' 

ainsi ,  le  quatrième  lingot  contient  8  onces  d'argent,  comme 
feiige  renoncé.  On  Térifierait  de  même  les  conditions  relatiyes 
aocuÎTre  et  à  Tétain. 

57.  Voici  les  énoncés  de  nouveaux  problèmes  à  une  et  à 
plusieurs  inconnues ,  sur  lesquels  nous  engageons  les  commen- 
çaos  à  s^esercer. 

Haitiëme  problème.  Vn  ouvrier  peut  faire  un  certain  oU" 
vrage  exprimé  par  9^ ,  dans  un  temps  exprimé  par  h;  un  second 
mtvïïier,  r  ouvrage  c  dans  un  temps  dy  un  tfvisième,  F  ouvrage  e 
dans  un  temps  f.  On  demande  quel  temps  il  faut  aux  trois 
ouvriers ,  travaillant  ensemble ,  pour  faire  V  ouvrage  g  ? 

(  On  peut  prendre,  pour  fixer  les  idées  ,  le  mhtre  pour  unité 
d ouvrage;  et  le  jour  pour  unité  de  temps,  ) 

Réponse.         x  =  -j  r~, — rr* 

*  adf  -f-  bcf  -^  bde 

Application...  «=27'"""'^  6=4/"""^  c=35«i  d=&'^  es=4o'"; 
/==  11/  \  g •=  i^i^\  on  doit  trouver  x  =  \7,K 

Neuvième  problème.  On  a  de  Veau  de  mer  qui  ^  sur  32  livres 
poids  9  contient  1  livre  de  sel.  Combien  faut-^il  ajouter  deau 
douce  à  ces  32  livres ,  pour  que ,  sur  32  livres  du  nouveau 
mélange ,  la  quantité  de  sel  soit  réduite  à  2  onces ,  ou  ^  de 
livre?. . . .  ( Rép.  224'.  ) 

Dixième  problème.  Une  montre  marque  midi.  On  demande 
combien  de  fois  les  aiguilles  des  heures  et  des  minutes  se  ren^ 
contreront  depuis  midi  jusquà  minuit ,  et  à  quelle  heure  se 
fera  chaque  rencontre?  (Rép.  ^i ombre  des  rencontres,   iiy 

i'*  rencontre,  à  i^S'-^;  2*  rencontre,  à  2*  io'tJ.;    3%   à 

3»  16'^ ) 

Onzième  proMème.  Un  nombre  est  composé  de  trois  chiffres; 

la  somme  des  i  hifjfres  est  1 1  y  le  chiffre  des  unités  est  double 

de  celui  des  crn laines  ;  et  quand  on  ajoute  297  ii  ce  nombre. 


86  THÉOHIE  OES  QDAirriTâl  mÎGATIVES. 

on  oùtienl  une  somme  qui  est  le  nombre  renversé.  Quel  esi  le 
nombre  qui  Jouit  de  cette  propriété  ? . .  •  (  Rép.  3a6.  ) 

Douzième  problème.  Une  personne  gui  possède  1 00,000  Jr. 
les  fait  vedoir,  une  partie  à  5  pour  %  et  Vautre  partie  à  ^  pour  ^; 
elle  retire  pour  le  tout  ^6^0  Jr.  d^ intérêt.  On  demande  les  deux 
parties?, . .  (  Rép.  64,000^  et  36ooo/.  ) 

Treizième  problème.  Une  personne  possède  un  certain  ca^ 
pital  qu'elle  fait  valoir  à  un  certain  intérêt.  Une  autre  personne 
qui  possède  1 0000  fr,  de  plus  que  la  première  ,  et  qui  fait 
valoir  son  bien  de  i  pour  |  plus  avantageusement  qu'elle, 
a  un  revenu  plus  grand  de  800  fr.  Une  troisième  personne  qui 
possède  iS, 000  fr,  de  plus  que  la  première,  et  qui  fait  valoir 
son  bien  de  2  pour  |  plus  avantageusement  qu'elle,  a  un  re^ 
venu  plus  grantl  de  iSoofr.  On  demande  les  biens  des  trois 
personnes  et  les  trois  taux  d'intérêt  ? 

(  Sommes  placée»    3oooo'»      4^000',       4^000^ 

Taux  d'mtérét. .         4,  5,  6.) 

§  IIL   Problèmes  qid  dorment  lieu  à  des  résultats 
négatifs.  T7tA)rie  des  quantités  négatipes. 

66.  L'emploi  des  signes  algébriques  pour  résoudre  les  pro- 
blèmes 9  donne  souvent  lieu  à  des  circonstances  singulières  qui 
embarrassent  an  premier  abord  ;  mais  en  y  réfléchissant ,  on 
IMinrient  h  les  expliquer^  et  même  à  en  tirer  parti  pour  géné- 
ralisa encore  davantage  la  langue  algébrique. 

Proposons-nous  cette  première  question  :  Trouver  un  nombre 
qui,  ajouté  au  nombre  h,  donne  pour  somme  le  nombre  a. 

Solution.  Soit  X  le  nombre  cherché ,  on  a  évidemment  pour 
équation , 

b  -{-  X  r=:  a^     ffoi    jc  ss  a  —  6. 

Cette  expression  on  formule  donnera  la  valeur  de  x ,  dans  tous 
les  cas  particuliers  du  problème  proposé. 
Soit|parexemple,a=479  ^=^9;  îi  YientJ:as47— agcsiS. 
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Soit  encore  a:=:i^^,  b  =3i  lîlTÎentxasz^^^'^iï. 

Gomkbe  3i  est  égal  à  24  +  7  >  cette  expression  de  x  peut  se 
Boettre  «oub  la  ferme  x  siz  34*— 24— 7>  ou  en  réduisanti  i?  is  -^  7 . 
Celte  yaleur  obtenue  pour  x  ctt  ce  qu'on  appelle  une  ^luiioH 
négaiwe.  Mais  comment  l'interpréter  ? 

En  remontant  à  l'énoncé  du  problème ,  on  Toît  qu'il  est  im- 
possible que  3i  augmenté  d*ân  nombre  donne  pour  somme 
24 1  nombre  plus  petit  que  3i.  Ainsi  ,  aucun  nombre  ne  peut 
téftfier  l'énoncé ,  datls  ce  cas  particulier*  Cependant ,  si ,  dans 
Péquation  du  problème,  3i  -t-  x  ^ss  ^^^on  met  ji  la  place  du 
terme  +  jp  la  valeur  négatÎTe  — ^  7,  il  rient  3i  —  7  =  24, 
équation  exacte  qui  rentdire  que  le  nombre  3i  diminue  de  7 
donne  pour  différence  24* 

La  solution  négaîwe,  jr  =  -^  7,  indique  donc  l'impossibilité 
de  satisfaire  à  l^énoncé  du  problème  dans  le  sens  où  il  a  été  éta- 
bli ;  mais  en  considérant  cette  solution  indépendamment  de  son 
signe»  c^est-ànlire  a:  s:  7,  on  toit  qu'elle  satisfait  à  l'énoncé  mo*- 
difié  ainsi  :  Trouver  un  nombre  qui,  retranché  de  i\  ,  donne 
pour  différence  24  y  énoncé  qui  ne  diffère  du  premier  :  Trouver 
un  nombre  fui,  ajouté  d  3t  >  donne  pour  somme  24  9  qu'en  oe 
que  le  mot  ajouter  se  trouye  remplacé  par  le  mot  retrancher^  et 
le  mot  somme  par  le  mol  différence. 

Sx  l'on  Tcut  résoudre  la  nouvelle  questiop  directement ,  il  n'y 
a  qu'à  poser  l'équation 

3i  —  a:  =  24f  d'où  3i  — 24  =  x,  ou  j:  =  7. 

Soit  enoere  proposé  ce  problème  :  Un  phre  a  un  nombre  à 
i années f  sonjik  en  a  un  nombre  b.  On  demande  dans  combien 
f  années  tàge  dufib  sera  le  quaft  de  celui  du  phre  7 

Solution, 

Désignons  par  x  le  nombre  d'années  cherché  ;  a  -f-  ^  et  6  4-  ^ 
représentent  Jes  âges  du  père  et  du  fils  an  bout  de  ee  nombre 

d'années  ;  ainsi;  l'on  a  l'équation  é  +  a?  =  —7—  ;  d'oùa:=  — s-ï-. 
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Supposons  a  =  54  f  6  =  g;  îl  ▼îenl  a:  = -^-5 —  =—  =:6. 

.  En  effet,  le  përe  ayant  actuellement  54  ans  et  le  fils  g ,  dans 
6  ans  le  père  aura  60  ans  et  son  fils  i5  ;  or  i5  est  égal  au  quart 
de  60  ;  donc  a:  =  6  salisfait  à  l'énoncé. 

/g      fin 

Actuellement,  supposons  a=i^S,bs=siS;il  Tient  a:=  ~ — 5—% 

Cette  expression  peut  être  réduite  &  a:  =  —  5 ,  en  effectuant 
autant  que  possible  la  soustraction  indiquée  par  45  — 60,  ce 
qui  donne  —  i5 ,  et  divisant  —  i5  par  3 ,  d'après  la  règle  établie 
(n^^S)  pour  la  division  algébrique.  Mais  comment  interpréter 
la  solution  négative  j:  =  —  5  ? 

Remontons  à  l'équation  du  problème,  qui ,  dans  le  cas  parti- 
culier que  nous  considérons  ,  est  i5  +  â:  =  ^ — 7~*  ^"®  ^"^^^ 

ferme  une  contradiction  manifeste  ;  car  le  second  membre  re- 

45       « 
▼ient  à  "Y*  +  7  ;  6^  cbacune  de  ces  deux  parties  est  plus  petite 

que  cbacune  des  deux  parties  du  premier  membre.  Mais  si  Pon 

45—5 
remplace  dans  l'équation,  +x  par  — 5,  il  vient  i5— -5  :=      £  '  $ 

4 

102=-^,  équation  exacte,  qui  veut  dire  que  si ,  au  lien  d'a- 
jouter un  certain  nombre  d'années  aux  deux  âges ,  on  en  re- 
tranche 5  ans ,  l'âge  du  fils  sera  le  quart  de  celui  du  père*  Ainsi» 
la  solution  que  l'on  vient  de  trouver,  étant  considérée  indépen- 
damment de  son  signe,  satisfait  à  ce  nouvel  énoncé  :  Un  père  a 
45  ans,  sonjils  en  a  i5;  on  demande  à  quelle  époque  l  âge  du 
fils  a  été  le  quart  de  celui  du  pèie  ? 

L'équation  de  ce  nouvel  énoncé  serait  i5  —  x  =  -= — 7 —  » 

4 

d'où  l'on  tirerait  60  —  4^  =  4^  —  ^^  c*  a:  =  5. 

On  voit  en  eflet,  pour  peu  qu'on  réllccbisse  «ur''j'énoncc 
du  problème ,  que  le  rapport  de  l'âge  du  fils  à  celui  du  père 


ou 
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l5  I 

étant  actaellement  j^  ,  oa  ^,  Tâge  du  fils,  ne  ]»eut  plus  de- 

Tenir  le  quart  de  celui  du  përe»  mais  il  l'a  été  précédemment, 
parce  que  9  comme  on  l'a  prouvé  (n®6)  d'une  manière  géné- 
rale,  si  l'on  ajoute  aux  deux  termes  d'une  fraction  un  même 
nombre  9  la  fraction  augmente  toujours  de  valeur.  Au  oontrairey 
die  diminue  de  valeur  lorsqu'on  retranche  un  même  nombre 
de  cbacun  de  ses  deux  termes. 

59.  En  nous  laissant  conduire  par  l'analogie ,  nous  pouvons 
établir  ce  principe  général  : 

I*  Toute  valeur  négative  troux^ée  pour  F  inconnue  d'un 
ffoblkme  du  premier  degré ,  indique  un  vice  dans  le  sens  des 
conditions  de  V énoncé,  ou,  du  moins ,  dans  V équation  qui  en 
est  la  traduction  algébrique.  {Fojrez  la  remarque  qui  est  à  la 
suite  de  ce  numéro.  )  2^.  Cette  valeur,  abstraction  faite  de  son 
^'gf^f  peut  être  regardée  comme  la  réponse  à  un  problème 
dont  renoncé  ne  diffère  de  celui  du  problème  proposé  qu'en 
ce  que  certaines  quantités,  d*additi\fes  quelles  étaient,  sont 
Avenues  soustractii^es  ,  et  réciproquement. 

Démonstration.  La  première  partie  de  ce  principe  est  facile 
à  démontrer.  £n  effet ,  si  l'on  trouve  pour  x  une  valeur  né- 
gative,  cela  provient  nécessairement  de  ce  que ,  par  la  na- 
ture même  de  l'équation  établie  ,  on  a  été  conduit  à  sous- 
traire un  nombre  plus  grand  d'un  nombre  plus  petit,  opération 
inexécutable.  C'est  ainsi  que  les  valeurs  x —     7>^=^ — 5,  sont 

piovenues  (n®  58)  des  équations  x:=24  —  3iyXz=- — 5 — , 

Or,  si  aucun  nombre  absolu  (*)  mis  pour  x,  ne  peut  vërifier 
Péquation  à  laquelle  on  est  parvenu  en  exécutant  sur  celle 
du  problème  les  transformations  indiquées  (n°*  4^*  •  *  •4^)»  ^^ 
faut  que  cette  première  équation  ne  puisse  elle-même  être 
vérifiée  dans  le  sens  où  elle  a  été  formée  ;  car  l'exactitude 


(*}  On  appelle  nombre    absolu    tout   nombre  considcie'  ioJcpendam- 
BCQt  du  signe  de  rad'Iitîon  ou  de  la  soustraction. 
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de  ces  transformations  est  bien  constatée  pour  toute  éqoalîon 
susceptible  d'être  Yérillée  par  ud  nombre  absolu  qu'on  j  met- 
trait pour  l'inconnue. 

SouTent,  l'impoisibililé  de  résoudre  la  question  on  l'équa* 
tien ,  dans  le  sens  oli  elle  a  été  établie,  est  éTtdente  k  la  «euh 
inspection,  soit  de  l'énoncé,  soit  de  l'équation;  les  deux  pro* 
blêmes  précédons  en  sont  des  exemples.  D'autres  fois,  cett« 
impossibilité  est  difficile  à  découvrir;  mais  la  suite  des  calcob 
finit  toujours  par  la  mettre  dans  tout  son  jour.   . 

Passons  à  la  seconde  partie  du  principe. 

Obserrons  d'a1>ord  que  si,  dans  l'équation,  l'on  remplace  x 
par  —  Xf  tous  les  termes  renfermant  x,  s'ils  sont  additifs, 
deyiendront  soustractifs ,  et  réciproquement;  car  si  l'on  a, 
par  exemple  ,  le  terme  -^  ax  ,  en  mettant  —  x  à  la  ptaœ 
âex,  il  deviendra -j- ^  X — a:,  ou  —  ax.  De  même,  si  l'on 
a  le  terme — bx,  il  deviendra  —  ôX  — *>  ou-f-*JC«  Ainsi, 
en  traduisant  en  langage  ordinaire  la  nouvelle  équation,  on 
aura  nécessairement  un  nouvel  énoncé  qui  ne  différera  au 
premier  qu'en  ce  que  certaines  quantités,  d'additives  qu'elles 
étaient,  seront  devenues  soustractives,  et  réciproquement. 

Il  reste  a  faire  voir  maintenant  que  la  substitution  de  — x 
à  la  place  de  x  dans  l'équation  ,  donne  lieu  au  résultat  xrzzp^ 
si  l'on  avait  d'abord  obtenu  x= — p  {p  est  ici  regardé  comme 
un  nombre  absolu  ). 

Or,  quelle  que  soit  l'équation  primitive  du  problème,  on 
peut  toujours ,  par  des  transformations  connues,  la  supposer 
ramenée  à  la  forme  ax=.  —  6  (  a  et  b  étant  des  nombres  ab- 
solus ). 

De  cette  équation ,  l'on  tire  x  = ,  ou  jc=  —  - ,  ou  bien 

enfin, x:= — p^  p  exprimant  le  nombre  absolu-.  Mats  si 

l'on  met  —  j:  ii  la  place  de  x  dans  l'équation  primitive ,  on 
parviendra,  en  opérant  sur  la  nouvelle  équation  comme  sur  la 
première ,  a  l'équation     —  €ia:  =  —  6 , 
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d'où  X  as ,    ou    X  s=  -  ,     ou  enfin ,     xss  p. 

Ce  qv^  il  fallait  démontrer  (*). 

On  Toit ,  par  ce  qu!  précède  ,  de  quelle  manière  on  doit 
interpréter  les  solutions  négatives.  Elles  peuvent  être  regar- 
dées, abstraction  faite  de  leur  signe,  comme  des  réponses  » 
non  aux  questions  telles  qu'elles  ont  été  e'tablîes,  mais  à  des 
questions  de  même  nature,  dont  certaines  conditions  ont  été 
modifiées;  et,  pour  obtenir  le  nouvel  énoncé,  le  moyen  le 
plus  sûr  est  de  remonter  à  V équation  du  problème ,  d'y  ckan^ 
ger  X  en—  X  ,  puis  de  traduire  en  langage  ordinaire  la  nou" 
veUe  équation,  {J^qyez  le  n^  71  pour  la  démonstration  du  même 
principe,  dans  les  équations  du  premier  degré  à  plusieurs 
hoonnues.) 

60.  Arm^ir^e.  Le  principe  qu'on  vient  d'établir  n'est  rlgou- 
rens^ment  vrai  que  pour  les  équations,  et  il  ne  Test  pas  toujours 
pcmr  les  énoncés  des  problèmes  ;  c'est-à-dire  que  tel  problème 
peut  avoir  nn  énoncé  exact ,  lors  même  qu'en  résolvant  l'équa- 
tion établie  on  parvient  à  une  valeur  négative.  Cela  tient  à 
ee  que  Palgébriste,  dans  l'application  de  sa  méthode  à  la  ré* 
nlution  d'un  problème ,  prend  souvent  certaines  conditions 
dans  nn  sens  opposé  à  celui  où  elles  devraient  être  prises;  et 
dans  œ  cas,  la  solution  négative  qu'il  obtient  redresse  le  point 
de  vue  sous  lequel  il  a  envisagé  ces  conditions.  Ainsi,  l'équation 
Mt  vicîense  ,  quoique  le  problème  soit  susceptible  d'être  ré- 
•olo;et  ce  n'est  que  lorsque  l'équation  est  la  traduction  fidèle 
de  l'énoncé  et  du  sens  de  toutes  ses  conditions,  que  le  prin- 
cipe est  applicable  aux  énoncés.  Nous  en  verrons  des  exemples 
psr  la  suite  ;  mais  c'est  principalement  dans  les  applications 
de  l'Algèbre  aux  questions  de  Géométrie ,  que  le  principe  est 
applicable,  moins  aux  énoncés  qu'aux  équations. 


n  L*énoncc  du  principe  précèdent  et  une  partie  de  la  de'monsiration^  sont 
extnits  de  l'oavragc  intiiolc  Réflexions  sur  la  métaphysique  du  Calcul 
Hfénntielf  teconde  ffdiiion,  par  Camoc. 


92  TBéOME  DES  QUANTITÉS  HlêGàTlVES. 

Au  reste ,  pour  pea  qu'on  réfléchisse  sur  la  démonstration 
qui  en  a  été  donnée ,  on  Terra  que  les  raisonnemens  portent 
plutôt  sur  les  équations,  que  sur  les  énoncés  dont  ces  équations 
flont  regardées  comme  la  traduction  algébrique. 

^i.  Dans  la  démonstration  précédente ,  on  a  été  conduit  à 
multiplier  +  a  par — or,  à  diviser— 6  par  +  a,—  é  par  —  «; 
et  l*on  est  parvenu  aux  résultats  en  appliquant  aux  monômes 
les  règles  des  signes  établies  pour  la  multiplication  et  la  divi- 
sion des  polynômes.  Il  peut  paraître,  au  premier  abord,  né* 
cessaire  de  démontrer  ces  règles  par  rapport  aux  monômes 
isolés  y  et  c'est  en  effet  ce  que  font  presque  tous  les  auteurs. 
Mais  les  démonstrations  qu'ils  en  donnent  n'ont  que  l'appa- 
rence de  l'exactitude ,  ou  laissent  beaucoup  de  vague  dans 
l'esprit.  Nous  dirons  donc  que  Von  a  étendu  aux  quantités 
monômes  les  règles  des  signes  établies  et  démontrées  pour  les 
poljrnomes ,  afin  de  donner  une  interprétation  aux  résultats 
singuliers  que  fournit  V  Algèbre.  En  n'admettant  point  cette 
extension ,  on  se  priverait  d'un  des  principaux  avantages  de 
la  langue  algébrique ,  lequel  consiste  à  embrasser  dans  une 
seule  et  même  formule  les  solutions  de  plusieurs  questions  de 
même  nature,  mais  dont  les  énoncés  diffèrent  par  le  sens  de 
certaines  conditions,  c'est-à-dire  en  ce  que  certaines  quantités 
sont  addiiives  dans  les  uns  et  soustractives  dans  les  autres  ,  et 
réciproquement. 

L'extension  aux  quantités  monômes,  des  règles  établies  pour 
les  polynômes,  peut  encore  être  motivée  par  les  considérations 
suivantes  : 

La  démonstration  exposée  n**  17,  pour  la  multiplication  d'un 
binôme  a^^b  par  un  binôme  c*7>  ^,  suppose  évidemment 
a^  b  eX,  c^  d.  Si  le  contraire  a  lieu,  ces  raisonnemens  n'of- 
frent plus  k  l'esprit  aucun  sens  rigoureux;  et  cependant,  la 
règle  des  signes  une  fois  établie ,  on  ne  songe  pas  à  la  révo« 
quer  en  doute,  quels  que  soient  les  rapports  de  grandeur 
de  o,  ft,  c,  d. 

Cela  iK)sé,  le  pro  luit  de  a —  6  par  c  étant  ac  —  ^|  il 
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s'ensuit  que    le  produit  dune  expression  négative  a-^bp 
(a  étant^b)9/7ar  une  quantité  positive  c,  est  négatif. 

De  même,  le  produit  de  b  par  c —  tétant  bc'^bd^  il  en 
résulte  que  /e  produit  et  une  quantité  positive  h  par  une  exprès» 
sion  négative  c— -d  (c  étaut^^),  est  négatif. 

Enfin,  le  produit  de  a — b  par  c^-^d  étant,  comme  on  l'a 
YOy  ac  —  bc'^ad'^bd,  expression  qui  peut  se  mettre  sous 
la  forme  bd^^ad'^bc  +  oc^  ou  <f  (6  — a)  — c  (é  —  «),  si 
l'on  suppose  d^c ^  et  b^  a  on  b -^ a  positif,  il  en  résulte  né* 
œssairement  d{b-^  a)  ^c  (6— -a)  ,  et  par  conséquent, .  • . . 
d{b^^a)-^c(b  —  a)  y  positif.  Donc  le  produit  d'irn^  exprès^ 
sion  négative  a— -b  par  une  expression  négative  c  — d.«  •  • 
[a  étant  <^  b  et  c^d),  est  positif. 

Cest  d'ailleurs  là  ce  qui  constitue  l'un  des  caractères  dis- 
tinctîfs  de  l'Algèbre.  En  Arithmétique  comme  en  Géométrie» 
les  raisonnemens  portent  toujours  sur  des  êtres  réels  que  l'es^ 
prît  peut  saisir,  tandis  qu'en  Al^jèbre,  on  raisonne  et  l'on  opère 
le  plus  souvent  sur  des  êtres  imaginaires,  ou  sur  des  symboles 
présentant  des  opérations  ineiécutables;  mais  l'exactitude  des 
résultats  qu'on  obtient  par  ce  moyen,  et  auxquels  on  paryîen-- 
drait  également  par  des  procédés  plus  rigoureux ,  mais  beau- 
coup plus  longs,  justifie  suffisamment  la  marche  qu'on  a 
suine. 

62.  G>mme  les  règle*  des  signes,  relatives  aux  monômes, 
sont  d'un  usage  continuel  en  Algèbre ,  il  est  à  propos  d'en 
présenter  ici  l'ensemble.  D'ailleurs,  nous  en  verrons  dériver  de 
nouTelles  expressions  propres  au  langage  algébrique. 

Commençons  par  l'addition  et  la  soustraction. 

Pour  ajouter  +  &  ou—  &  avec  une  quantité  esprimëe  par  a, 
il  faut  écrire  a -{-6  ou  a'~*  b,  c'est-à-dire  écrire  les  deux 
monômes  F  un  à  la  suite  de  l'autre,  avec  leurs  signes  respectifs. 
[Voyez  n*  i3.) 

Pour  soustraire -|-  fr  ou—  6  de  a,  il  faut  écrire  a-^b  ou 
a+  6 ,  c^est-à-dire  changer  le  signe  du  monomi^  à  soustraire, 
et  l'écrire  avec  son  nouveau  signe  à  la  suite  de  celui  dont 
■I  but  soustraire.  {Fojret  n''  14.) 


gg  DISCUSSION 

AutremcnL  Dès  que,  pour  interpréter  tous  les  résaltfttf 
singuliers  que  fournit  la  résolution  algébrique  d'une  ques- 
tion ,  l'on  est  convenu  de  considérer  les  expressions  négatives 
comme  des  quantités,  il  faut  qu'en  les  soumettant  aux  ménei 
opérations  que  les  nombres  absolus,  on  puisse  parvenir  k  des 
résultats  exacts.  Or,  oif  peut  regarder  comme  un  axiome,  que, 
si  un  nombre  a  est  plus  grand  qu'un  autre  fr,  et  que  l'on  ajoute 
i  chacun  un  même  nombre  d^  le  premier  résultat,  41-^^f,  ert 
plus  grand  que  le  second  ^  b  +  d. 

Cela  posé,  en  admettant  les  inégalités  o  ^-» a,  et • 

—  a^  — (a  +  m),  (a  et  m  sont  ici  des  nombres  absolus),  si 
l'on  ajoute  aux  deux  membres  de  chacune  d'elles,  a^sn^  oa 
trouve  a'f-''>^''<ctm>o,cequiest  exact  Au  contraire^ 
si  l'on  posait  o<  — a  et  — «<  — (a  +  m),  il  en  résoltermit 
a  -f-  m  ^  m  et  m  ^o,  ce  qui  serait  absurde. 

En  général ,  ou  doit  admettre  les  deux  propositions  précé- 
dentes si  l'on  veut  opérer  sur  les  expressions  négatives  comme 
sur  les  quantités  absolues.  Ces  propositions  sont,  au  reste  ^  une 
espèce  de  locution  algébrique  analogue  à  celles  dont  nous  nooa 
servons  souvent  dans  notre  langue.  Nous  disons  tous  les  joun 
d'une  personne,  qu'elle  a  moins  que  rien  pour  exprimer  qu'elle 
doit  plus  qu'elle  ne  possède^  et  de  deux  personnes,  qui,  ayant 
la  même  fortune,  doivent  plus  qu'elles  ne  possèdent,  que  lapltts 
riche  est  celle  qui  doit  le  moins. 

Discussion  des  problèmes  du  premier  degré  à  deux  ou  plu^ 

sieurs  inconnues, 

64.  Lors^Von  a  résolu  un  problème  généralement,  c'est-à-* 
dire  en  représentant  les  données  par  des  lettres,  on  peut  se 
proposer  de  déterminer  ce  que  dcviennenl  les  valeurs  des  incoa* 
nues,  |K>ur  des  h}  potlièses  particulières  faites  sur  les  données. 
La  détermination  de  ces  diiTérentcs  valeurs,  et  l'interprétation 
des  résultaU  singuliers  auxquels  on  parvient,  forment  ce  qu'on 
appelle  la  discussion  du  problème. 

\oici  une  question  dont  la  discussion  oiFre  à  peu  près  toutes 
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les  circonstances  qui  se  rencontrent  dans  les  problèmes  du 
premier  degré. 


R'  A  B  R 

Qiinforsième  problème.  Deux  eourrien  partent  en  ntême 
temps  de  deux  points  différens,  A  ef  B ,  dune  même  ligne  AR, 
et  se  dirigent  dans  le  même  sens  AB.  Le  courrier  qui  part  du 
point  k  fait  m  lieues  par  heure,  et  le  courrier  qui  part  du 
point  B  en  fait  n.  On  demande  à  quelles  distances  des  pointé 
ketB,  les  deux  courriers  se  rencontreront.  ^ 

Solution.  SoîtR  le  point  de  rencontre;  appelons jr et ^lèfl 
distances  inconnues  AR  et  BR ,  exprimées  en  lieues ,  iet  tf  la  dis* 
laiice  AB  qui  sépare  lès'deni  courriers  an  moment  de  lenr 
départ.  On  aéridemment  pour  première-équation , 

Mais  m  et  n  eiL primant  les  nombres  de  lieues  faits  par  Iieure 
(cesont  les  vitesses  respectives  des  deux  courriers],  il  «Pensait 
que  les  temps  employés  pour  parcourir  les  espaces  x  et  j*  sont 

X       Y 

marqués  par  —  el"^  ;  d'ailleurs,  ces  deux  temps  sont. égaux; 

X  Y 

ainsi  j  Ton  a  pour  seconde  équation  du  problème,  —.  =s*^  f 

ou  bien  ,  nx  —  mjr  =  o, . . .  (2). 

Combinant  les  équations  (i)  et  (2)  entre  elles  d'après  les 
méthodes  connnes  d'élimination ,  on  obtient 

ani                       an       « 
X  =  ,     Y  = i 

valeurs  qu'il  est  aiâé  de  vérifier. 

Discussion.  Tant  que  l'on  supposera  m'^  n,  d'où  m-^n  >  o 
on  positif  I  ces  valeurs  seront  positives,  et  le  problème  sera 
résolu  dans  le  sens  propre  de  son  énoncé.  En  effet,  si  le  cour« 
rier  A  est  supposé  aller  plus  vite  que  le  courrier  B ,  on  con« 

7 
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çoit  qu'à  chaque  ia^laot  il  gagne  du  chemin  sur  celui-ci  ', 
rintervalle  qui  les  séparait  d'abord  diminue  de  plus  en  plus, 
jusqu'à  ce  qu'enGn  il  s'anéantisse  tout-4-fait  *,  et  alors  les  deux 
courriers  doivent  se  trouver  au  même  point  de  la  ligne  qu'ils 
parcourent 

Mais  si  l'on  suppose  m  <  ii,  d'oii  m'^n'^o  ou  nfigatif  ^  les 
Tdfurs  sont  a  la  fois  négatives  et  deviennent 


X  s:  —  > 


am  an 

n  —  m'    «^ '  "^        fi  -^  m 


Pour  interpréter  ces  résultats ,  observons  qu'il  est  impossible 
queues  deux  courriers  se  rencontrent  s'ils  sont  partis  en  même 
tCQfips  d^s  points  À  et  6 ,  comme  on  l'a  supposé  >  Tintervalle  qui 
les.féparait  nç  faisant  qu*augraeoter  k  chaque  instant.  Mais 
cette  condition  de.  leur  déparjt  simultané  n'étant  pas  de  nature 
à  être  exprimée  algébriquement  y  n'entre  pour  rien  dans  les 
équations  du  problème ,  qui'  sont  restées  tout-à-fait  indépen- 
dantes de  cette  restriction.  SI  donc  on  suppose  que  les  cour- 
riers y  parveuus  en  même  temps ,  l'un  au  point  A  ,  l'autre  au 
point  B^  se  meuvent  déjà  depuis  un  temps  indéfmi  sur  la  ligoe 
et  dans  le  sens  AB,  alors  il  est  clair  qu'ils  auront  dû  se  ren 
oontret*  antérieurement  en  un  point  R'  du  prolongement  de  BA, 
qui  est  précisément  celui  que  déterminent  les  valeurs  de  x  et 
de^.  En  «flct ,  si  Ton  met  le  problème  en  équation  d'api^s  la 
nouvelle  hypothèse,  ce  qui  revient  à  changer  les  signes  de  x 
etdej*  dans  les  deux  équations,  conformément  au  principe 
établi  nf  59,  on  obtient 

jr  —  X  =a,  -='^, 

771  71 

équations  qui ,  résolue8>  donnent 

am  an 


n  —  771      ^         n—^  m 


Ces  valeurs  vérifient  le  nouvel  énoncé ,  dans  lequel  on  suppose 
que  les  courriers  se  sont  déjà  rencontrés  avant  d'être  parvenus 
aux  points  A  et  B. 
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Soit  maintenant  mz=zn,  d'où  m  —  n  =  o  ;  les  valeurs  gcnc- 

nlesie  réduisent  à    a:  =  — ,     r  =  — . 

o        "         o 

Comment  interpréter  ces  nouveaux  i*ésultals  ? 

£n  remontant  d'abord  à  l'cnoncc  ^  on  voit  qu'il  y  a  impos- 
sibilité absolue  d'y  satisfaire ,  c'est-à-dire  quMl  ne  peut  exhter 
de  point  de  rencontre;  car  les  deux  courriers  étant  à  un 
intervalle  a  l'un  de  l'autre^  et  allant  également  vite,  doivent 
toijours  conserver  entre  eux  la  même  distance.  On  peut  donc 

regarder  le  résultat  comme  un  nouveau  signe  d'impossi** 

Uité.  En  effet,  si  l'on  reprend  les  équations  du  problème ,  elles 
leriennent ,  dans  les  cas  de  m  =  /i, 

X  ^^jr  f    ou 


j 


m      m 

estions  évidemment  incompatibles. 
Cependant  y  les  algébristes  regardent  les  résultats  x  =  -*— - , 

jTs — ,  comme  formant  une  espèce  de  valeur  à  laquelle  ils 

donnent  le  nom  de  valeur  infinie,  £n  voici  la  raison  : 
Lorsque  la  différence  m  —  n^  sans  être  tout-à-fait  nulle,  est 

snpposee  1res  petite ,  les  deux  résultats ,  ,  ,  sont 

'*  *  m  —  n     m  •—  n 

très  grands. 

Soit ,  par  exemple ,  m  —  n  =  o,oi,   m=3;  d'où 

R=:3—  OyOi  =2,99.  Il  vient 

am  3a  ^  an 

=  =    300a.    =  2Q(kl. 

m  —  n        0,01  m  —  n  ^^ 

Soit  encore  m  —  n  =  o  ,0001 ,  m  :=  3 ,  d'où  n  =  2,9999;  *^ 

am  ^  an 

en  résulte =  3oooofl,  =  299990. 

m  ^^  n  m  —  n  ^*  ^^ 

En  un  mot,  tant  que  la  diiTérerice  dos  deux  vitesses  n'est 


7- 
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pas  nulle ,  les  deux  courriers  se  rencontrent;  maïs  les  distances 
du  point  de  i*eQContre  aux  deux  points  de  départ  deriennent 
de  plus  en  plus  grandes ,  a  mesure  que  cette  diflerencc  diminue. 
Dohc,  51  Von  suppose  celte  différence  moindre  qu'aucune  gran-^ 

deur  donnée ,  les  distances ,   sont  plus  grandes 

m— n     m  —  n  "^ 

qu* aucune  quantité  donnée,  ou  infinies.  On  dit  alors,  pour 
abréger  :  soit  m  —  n  =  o ,  il  en  résulte  x  = ,  J^  =  —  f 

valeurs  infinies. 

Gomme  o  est  moindre  que  toute  grandeur  absolue,  il  s'ensuit 
que  l'on  peut  prendre  ce  caractère  pour  désigner  le  dernier  état 
d'une  grandeur  qui  peut  décroître  autant  que  l'un  Teut.  De 
même ,  comme  un  nombre  fractionnaire  est  d*autant  plus  grand 
que  son  numérateur  est  plus  grand  par  rapport  à  son  dénomi- 
nateur,  il  fl^ensnit  qu'une  expression  telle  que  —  (  A  étant  un 

nombre  absolu  quelconque  ) ,  est  très  propre  à  exprimer  uoe 
quantité  injinie,  c'est-à-dire  une  quantité  plus  grande  qu'au- 
cune quantité  assignable. 

Uinfini  s'exprime  encore  par  un  huit  couche ,  oo  ;  et  par 
conséquent,  une  quantité  moindre  qu'aucune  grandeur  donnée  y 

A 
ou  o  9  peut  aussi  s'exprimer  par  — ,  car  une  fraction  est  d'au'* 

tant  plus  petite,  que  son  dénominateur  est  plus  grand  par  rap- 

A 

port  à  son  numérateur.  Ainsi  ^  o  et  — ,  sont  des  symboles  sj- 

•  A 

nonjmes  ;  il  en  est  de  même  de  —  et  oo. 

Tïons  ayons  insisté  sur  ces  dernières  notions ,  parce  qu'il  y  a 
des  questions  d'une  nature  telle  que  Vinfini  peut  être  regardé 
comme  une  véritable  réponse  à  l'énoncé.  On  en  voit  des  exem- 
ples fréquens  dans  V application  de  L* Algèbre  aux  questions  de 
Géométrie. 

En  résumant  ce  que  nous  venons  de  dire,  dans  le  cas  de 
m  =  n^  on  voit  qu'il  n'y  a  i^as,  à  proprement  parler,  de  solu- 
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tioQ  du  problème  »  en  nombres  finis  et  déterminésj  mais  oa 
trouve  des  valeurs  infinies  pour  les  inconnues. 
Si  y  à  l'hypothèse  m  =  /i ,  ou  ajoute  celle-ci ,  a  s=  o  j  les  deux 

râleurs  deviennent  x  =i  -,   r  ^  -.  Quel  sens  doit-on  attacher 

o  o   ^ 

à  ce  nouveau  résultat? 

Reprenons  l'énoncé ,  et  observons  que ,  si  les  deux  courriers 

partent  du  môme  point  et  vont  également  vite,  ils  doivent  être 

toujours  ensemble,  et  par  conséquent  >  se  rencontrer  en  tous  les 

points  de  la  ligne  qu'ils  parcourent.  Et  en  effet ,  les  équations 

deviennent ,  dans  la  double  hypothèse  de77t  =  7i,ii  =  Oy 

X  —jr  —  o  ^  ex  —jr  =  o, 

mm)  l  X  —  j^  =  o, 

équations  qu!  rentrent  l'une  dans  l'autre.  Ainsi  la  question  est 
tout-à-fait  indéterminée  (  u^  55  ) ,  puisqu'on  n'a  réellement 
qu'une  équation  entre  deux  inconnues. 

L'expression  -est  donc,  dans  ce  cas ,  le  sjrmbole  et  une  indé" 

iermination  dans  renoncé. 

Si  les  deux  courriers  ne  vont  pas  également  vite,  c'est-à-dire 
que  l'on  ait  tti  ^  ou  ^  7t ,  mais  qu^on  suppose  az=z  o,  on  trouve  . 
pour  valeurs  :r  =  o ,  ^  =  o. 

En  effet ,  les  deux  courriers  partant  du  même  point,  et  ayant 
des  vitesses  différentes,  ne  peuvent  évidemment  se  trouver  en- 
MmUe  qu'an  point  de  leur  départ. 

Les  hypothèses  précédentes  sont  les  seules  qui  conduisent  à 
des  résultats  remarquables.  Elles  suffisent  d'ailleurs  pour  faire 
voir  aux  commença ns  île  quelle  manière  l'Algèbre  répond  à 
toutes  les  circonstances  de  l'énoncé  d'un  problème. 

Nous  gt'néralisprons  bientôt  la  discussion  précédente;  mais 
auparavant,  nous  ferons  une  remarque  de  la  plus  grande  im- 
portance dans  les  applications  algébriques. 

65.  Lorsqu'un  problème  a  été  résolu  généralement ,  on  peut, 
au  moyen  des  formules  ou  valeurs  trpqvécs  pour  les  incpnnuesi 
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obtenir  par  de  simples  changemens  de  signe,  celles  qui  oon* 
YÎenncnt  à  de  noaTeaux  proUëmes  géoéraux  dont  le«  énoncés 
ne  différent  de  celai  du  problëme  proposé ,  que  par  le  sens  de 
oerUines  quantités  qui  »  d'additiTes  qu'elles  étaient^  sont  deye* 
nues  soustractivesi  et  réciproquement 

Prenons  pour  exemple  le  problème  de  l'ouvrier ,  résolu 
a^  4?*  ^  supposant  que  PouTrier  reçoiye  pour  son  décompte 
«ne  somme  c ,  on  a  les  équations 

^-f-J'sssiil       j,  .  bn+  c  an  —  c 


d'o& 


fljp  — Jjr=;C   J'  «  +  &•    •^         a  +  b* 

Mais  I  si  l'on  suppose  au  contraire  que ,  tout  décompte  fait, 
l'ouvrier^  au  lieu  de  recevoir,  doive  une  somme  c ,  lès  équa- 

tions  seront  alort  ,  "^  >     ou     <  , 

bjr  —  axzzzc  j  \  ax  —  /3^  =  —  c, 

(  on  a  changé  les  signes  de  la  seconde  équation  ). 

Or  il  est  visible  qiie,  sans  résoudre  de  nouveau  ces  équations  « 
ou  peut  obtenir  sur-Ie-cbamp  les  valeurs  de  a:  et  de  J*  qui  leur 
correqiondent ,  en  changeant  simplement  le  signe  de  c  dans  les 
valeurs  précédentes ,  ce  qui  donne 

bn  '^^c  an  -f»  c 

"^  —  ir+i^'  ^  —  r+T 

AGn  de  le  prouver  rigoureusement ,  désignons  pour  le  nio- 

...  A  ~y 

équations  qui  ne  diffèrent  de  celle  du  premier  énoncé  qu'en 
ce  que  c  est  change  en  d.  Ainsi,  Von  trouvera  nécessairement 

bn^  d  an^^d 

Actuellement,  si  l'on  remplace  d  par  sa  valeur  — -  c,  il  vient 

bn  +  i-^c) an—  (  — c) 

"^"^         7+b       '^~        a  +  b        ' 

ou  bien ,  en  appliquant  les  règles  établies  n*  62  , 


X 
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=  ——7-,    J^  =  -^....  C.Q.F.D. 


On  penl  oomprendre  sous  les  niêraes  formules,  les  résultats 
qui  ooDYiennent  aux  deux  énoncés ,  en  écrivant 

bndzc         anz^  c 

(Le  donUe  signe  ±1  s'énonce  plus  ou  moins;  les  signei  supé- 
rieara  correspondent  an  cas  où  l'ouTrier  reçoit ,  et  les  signes 
inférieurs  à  celui  où  l'ouvrier  doit  une  somme  c.  ) 

Ces  formules  ccmiprennent  encore  le  cas  où ,  tout  décompte 
ftiti  Fouvrier  et  la  personne  qui  l'emploie  sont  quittes  l'an  en- 
vers l'autre.  Il  suffit  de  supposer  c  =s  o ,  ce  qui  donne 

bn  an 

Soient  encore  les  deux  équations  générales  |        jL.fr—    ' 

prorenant  de  la  traduction  algébrique  d'un  problème  quel- 
conque. En  multipliant  la  première  équation  par/)  la  seconde 
par  ^^  et  soustrayant  la  seconde  de  la  première ,  on  a 

'     ■  ' 

On  trouverait  de  même  r  =  ~ ^,— , 

^      af^  bd 

Cela  posé,  pour  passer  de  ces  formules  ^ 
I*.  à  celles  qui  conviennent  aux  équations  <      ,    "^  t;*^    ' 
il  suffit  de  changer  ^  en  —  ^' ,  ce  qui  donne 

—  af+bd'    ^-^af  +  bd* 

2**.  aux  formules  relatives  aux  équations  {     ,    ""  ,  ' 

l  dx—Jjr7=g, 
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il  suffit  de  changer  ô  eu  —  ô  et/en  — /,  ce  qui  donne  les 
formules  . 

—  af+bd'^bd  —  af'    ^~bd—af 

La  démonstration  est  absolument  la  même  que  dans 
l'exemple  précédent  ;  ainsi  nous  ne  la  répéterons  pas. 

S  IV.  Discussion  générale  des  problèmes  et  des* 

équations  du  premier  degré. 

66.  AGn  de  pouToir  généraliser  la  discussion  des  problèmes 
dn  premier  degré  à  une  ou  plusieurs  inconnues,  nous  allons 
nous  proposer  d'établir  des  formules  qui  puissent  représenter 
les  valeurs  des  inconnues ,  pour  un  système  quelconque  d'équa- 
tions renfermant  un  pareil  nombre  d'inconnues. 

Mais  auparavant,  nous  démontrerons  un  principe  général, 
applicable  aux  équations  de  tous  les  degrés,  et  dont  le  principe 
du  n®  5o  n'est  qu'un  cas  particulier. 

Si  l'on  a  deux  ou  plusieurs  équations 

A  =  B    I    G=D    I    E  =  F    (    G=H    |  ...(i), 

entre  deux  ou  plusieurs  inconnues  x ,  j*,  x ,  u. .  •  (le  nombre 
de  ces  inconnues  pouvant  être  différent  de  celui  des  équa- 
tions ) , 

1^.  On  peut  à  Tune  de  ces  équations  substituer  le  résul^ 
tat  de  la  combinaison,  par  addition  ou  soustraction ,  de  deux 
ou  plusieurs  d'entre  elles ,  pourvu  que  V équation  remplacée 
soit  une  de  celles  qui  ont  été  combinées* 

Ainsi,  à  l'équation  A  =  B,  par  exemple,  on  peut  substituer 
l'une  des  équations  suivantes  : 

A+CssB+D,  ou  A— C=B— D,  ou  A+C— E=:B+D-F..  (2). 

En  effet,  les  équations  (i)  existant  pour  un  certain  système  de 
valeurs  de  x^j',  z,  r^. .  •,  il  est  clair  que  chacune  des  équa- 
tions (a)  doit  exister  pour  le  même  système.  Réciproquement, 
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tout  système  qui  vériGe  l'une  des  équations  (a),  et  tes  équa- 
iîoDs  C  =  D,  EsFy  G  =  H,  doit  nécessairement  Térifier 
Téquation  À=B  ;  car  si  l'on  considère  les  équations  CssDf 

E  =  F,  G  =  Hy  en  même  temps  que   Téquation • 

A  +  C  —  E=rB  +  D— F,  par  exemple,  on  troure,  en  re- 
tranchant de  celle-ci  Téquation  C  =  D,  membre  à  membre,  et 
ajoutant  au  rcsnllat  l'équation  E  =  F,  aussi  membre  À  membre, 
on  trouve,  dis-je,  A+C  — E— C+E=B  +  D— F~D+F, 
OQ  réduisant. . .  A  =  B. 

2*.  On  peut  même,  avant  de  combiner  les  équations  (i)  par 
addition  et  soustraction ,  multiplier  d abord  les  deux  membres 
dune  ou  de  plusieurs  des  équations  (i)par  un  nombre  connu. 

Car  si  l'on  a  A  =r B,  G  =  D,  E  =  F,  on  a  également 

mAsynBy  /iC=  /iD,  />E=/iF,  et  réciproquement;  ce  qui 
vent  dire  qu'au  système  des  équations  A=By  G  =  D,  E  =F, 
on  peut  substituer  celui-ci  :  mA=mB,  nC  =  nDj  pE=ipF', 
et  alors  rien  n*empôchc  d'opérer  ensuite  sur  ces  dernières 
équations  par  addition  et  soustraction. 

67.  Venons  maintenant  à  notre  objet.  D'abord  ,  toute  équa* 
tioo  du  premier  degré  à  une  seule  inconnue  peut,  au  moyen 
des  transformations  usitées,  être  ramenée  à  la  forme 

ax  z=z  b  ^ 

û  désignant  la  somme  algébrique  des  quantités  qui  multi- 
plient l'inconnue ,  et  ^  la  somme  algébrique  des  termes  tous 
connus. 

Cette  équation  donne    x'=.  -  ; 

et  il  est  bien  évident  qu'aucune  quantité  différente  de  celle  qui 

est  exprimée  par  -  ,  ne  peut  vérifier  l'équation  proposée. 

Observons,  en  second  lieu,  que  toute  équation  du  premier 
Jegré  à  deux  inconnues  peut  cire  représentée  par 

ax  -^  bjr  =z  c, 
(a,  6,  Cf  étant  des  quantités  entières  de  signes  quelconques). 
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En  effet,  si  rcquatîon  proposée  renferme  des  déiionifi»teiin, 
on  les  fait  d'abord  disporaifre  (n®  44)  î  révnissani  ensuite  tons 
les  ternies  affectés  de  x  et  tons  les  termes  affeclés  de  j*  dans  le 
premier  membre ,  pois  faisant  passer  tous  les  termes  oonnns 
dans  le  second  membre,  on  pent  désigner  la  somme  algébrique 
des  premiers  par  ax,  la  somme  algébrique  des  seconds  par  fy^ 
et  la  somme  algébrique  des  derniers  par  c. 

Soient  donc  proposées  les  deux  équations 

oa:    +  *r   =  c,  (i) 

a'x  +  &  y  =  c\  (a) 

On  obtient,  en  multipliant  la  i^*  par  l/,  la  seconde  par  b, 
et  rctrancbant  le  second  résultat  du  premier, 

{al/  ^  bi/)  x=  cb'^  b$f',  (5) 

cb'  —  bd . 


d'oii 


ab'  —  ba 


Obseryons  ici  qu'en  yertu  du  principe  n®  66,  les  équations  (i) 
et  (a)  peuvent  être  remplacées  par  les  équations  (i)  et  (3).  Or, 
cette  dernière  donne  pour  x  une  valeur  unique  qui ,  substi* 
tuée  dans  l'équation  (i) ,  ne  peut  donner  qu'une  seule  valeur 
pour  j*.  Donc,  les  équations  proposées  ne  sauraient  admettre 
qu'un  seul  système  de  valeurs  pour  les  deux  inconnues. 

lia  valeur  de  jr  peut  d^aitleurs  s'obtenir  directement  par 
l'élimination  de  x.  Il  suffît  pour  cela  de  multiplier  la  i**  équa- 
tiou  par  a\  la  2*  par  a,  puis  de  retrancher  le  premier  résul- 
tat du  second  (afin  de  conserver  pour^  le  même  dénominateur 
que  pour  x).  Il  vient  {ab'  —  ba')j-z=^  ac*  —  cû'; 


d'où  y  = 


9  9 

ac  —  ca 
WZTbd' 


Passons  maintenant  an  cas  de  trois  équations  à  trois  in- 
connues. 

Soient  les  équations 
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«?    "4-  *r    +CZ    =  J,  (x) 

ax  +  by  +  c'z  =  <r,  (2) 

a'x  +  by  +  c^z  —  iT.  (3) 

Pour  éliminer  z ,  multiplions  la  i"  équation  par  c\  la  a*  par  c, 
et  retniichcma  le  aecond  réâultat  du  premier;  il  Tient 

(flc'  — ca')a:+(ic'  — c6')j-=irfc'  — cif.        (4) 

Combinant  de  même  la  seconde  équation  avec  la  troisième, 
on  trouve 

(aV  — cV)jp  +  (6V  — c'**)^  =  rf'c^  — c'rf*;    (5) 

ctPon  doit  déjà  observer  (n^  66)  que  les  équations  (i) ,  (2),  (3), 
penrent  être  remplacées  par  les  équations  (1),  (4)  y  (5). 

Actuellement,  pour  éliminer  jr,  il  faut  multiplier  l'équa- 
tion (4)  par  b'c"  —  c'y,  Téquation  (5)  par  bc'  —  ci*,  puis  re- 
trancher le  a*  résultat  du  i*',  ce  qui  donne 

[(flc'— ca')(*'c*  — c'i*)  — (^/c"  — cV)(ic'  — cO]a: 

on,  effectuant  les  calculs,  réduisant  et  divisant  par  c\ 

(ab'c"  ~  ac'y  +  ca'b"  ^  bac'  +  bc'if  ~  c6V) x 
= A  V  —  A/b'  -H  cd'b"  ~  bdif  4.  bc'd"  ~  ci'rf' ,     (6) 

équation  qui  donne  pour  x  la  valeur  unique 

j^c'  —  dc^b'  +  ci¥  —  bd'c"  4-  bc'dr  —  cb'd' 
~  ûZ^'c"  —  ac'b*  +  ca'A*  —  ba'c"  +  ^c'a*  —  ci'a'' 

lyatllenrs,  comme  les  équations  (i),  (4)*  (^'  ^  P^''  ^^^~ 
séqaent  les  équations  proposées ,  peuvent  être  remplacées  par 
les  équations  (i),  (4),  (6),  si  l'on  reporte  la  râleur  unique 
dexdansPéquation  (4)  y  on  obtiendra  une  valeur  unique  pour  j*; 
et  si  Pon  substitue  le  sjst?:me  unique  des  râleurs  de  x  et  éej 
dans  l'équation  (1)9  on  obtiendra  une  râleur  unique  pour  z. 
On  voit  donc  qae  les  équations  proposées  admettent  un  seul 
système  de  valeurs  pour  x,  jr^s. 
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Les  valeurs  dej*  et  ùez  peuvent  au  reste  s'obtenir  directement 
en  effectuant  pour  éliminer  x  et  2,  ensuite  x^i  jr^  des  calcak 
analogues  à  ceux  qu'on  a  effectués  pour  éliminer  jr  et  z. 

On  trouverait  aiusi 

_  fl^c^  —  ac'ir  +  ca'd'  —  dn'c"  +  de  a"  —  cd'a'' 
^ ~ abc"  —  acb"  +  caù"  —  Oàc"  -H  bcoT  —  cb  a"  ' 

_  aVd'—  adb"  -<-  da'b"  —  ba'dT  +  bd:a''  —  db'a" 
^  "~  ab'c''^acb''  +  càb''  —  bdc"  +  bJa"  —  cb'a"* 

On  voit  assez  la  marche  qu'il  faudrait  suivre ,  si  ToB  avait 
quatre  équations  et  quatre  inconnues,  etc. 

68.  L'emploi  des  acccns,  dans  les  notations  des  coefficiens,  a 
donné  lieu  à  l'observation  d'une  loi  d'après  laquelle  on  pent 
facilement  retrouver  les  formules  précédentes,  sans  être  obligé 
d'effectuer  l'élimination. 

Considérons  d'aburd  le  cas  de  deux  équations  à  denx  incon^ 
nues.  On  a  trouvé,  pour  les  valeurs, 

cb'  —  bc  ac'  —  ca' 

^—  ab'  -^  ba"    ^  —  ab^'^bH' 

1*.  Pour  obtenir  le  dénominateur  commun  à  ces  deux  w^ 
leurs ,  formez  avec  les  lettres  a  e/  b ,  qui  désignent  les  coejffi^ 
ciens  de  x  et  de  y  dans  la  première  équation ,  les  deux  per^ 
mutations  ab  et  ba  ,  puis  interposez  le  signe  —  ,  ce  qui  donne 
ab  —  ba  ;  enjin ,  accentuez  dans  chaque  terme  la  dernière 
lettre  ;  il  vient 

ab'  —  ba\ 

a*.  Pour  obtenir  le  numérateur  relatif  à  chaque  inconnue, 
remplacez,  dans  le  dénominateur,  la  lettre  qui  désigne  le  coef 
ficient  deiette  inconnue ,  par  la  lettre  qui  désigne  la  quantité 
toute  connue ,  en  laissant  toutefois  les  accens  à  la  même  place. 
D* après  cela,  al/—  ba'  se  change  en  cb'  —  l>c',  pour  la  valeur 
de  n^  et  en  ac'  —  ca'  pour  la  valeur  de  y. 

Considérons  dcluelU  ment  le  cas  de  3  c  quatîons  à  3  inconnues» 
Oy  b  f  c  désignant  les  coefUcicns  de  x,  j^,  2,  et  </  la  quantité 
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toute  connue,  i®.  Pour  avoir  le  dcnoniinateur  commun ,  prenez 
k  ilénominateur  ùh'-^haL  ^  qui  convient  au  cas  de  deux  incon'- 
nues  {abstraction  faite  des  accens  )  ;  intivduisez  la  lettre  c 
dans  chacun  des  deux  termes  ah  et  ha  à  toutes  les  places  ^ 
savoir,  à  droite,  au  milieu,  et  à  gauche;  puis  interposez  des 
signes  alternativement  positifs  et  négatifs  ;  il  en  résulte. . . . 
abc  —  acb  -|-  cab  —  bac  4-  boa  —  cl>a.  Mettez  ensuite ,  dans 
chaque  terme,  F  accent  '  sur  la  deuxième  lettre ,  et  V  accent  "  sur 
la  troisième  lettre  ;  il  vient,  pour  le  dénominateur, 

ab'c"  —  ac'b"  +  cab"  —  ba'c"  +  bca"  —  cVa\ 

i*.  Pour  former  le  numérateur  de  chaque  inconnue,  rem*' 
plaeez  dans  le  dénominateur,  la  lettre  qui  désigne  le  coefficient 
de  cette  inconnue  par  la  lettre  qui  désigne  la  quantité  toute 
tmmue,  en  laissant  les  accens  à  la  même  place.  Ainsi  pour  x, 
changez  a  en  (i\pourj^  b  c/i  d  ,  et  pour  z,  c  en  d. 

Cette  loi,  qui  peut  être  regardée  comme  un  résultat  d'obser-. 
Tatlon  pour  deux  ou  trois  équations ,  est  susceptible  de  s'étendre 
à  un  nombre  quelconque  d'équations;  mais  la  démonstration  en 
est  très  compliquée,  et  sort  tout-à>fait  des  élément.  Mous  ren- 
voyons, pour  cet  objet,  à  la  seconde  partie  de  V  Algèbre  àt 
Garnier,et  à  un  duvrage  intitulé:  Complément  de  la  théorie 
des  équations  du  premier  degré,  par  M.  Desnanot. 

69.  Voyons  Tusage  qu'on  peut  faire  de  ces  formules ^  dans 
Inapplications  particulières. 

Soient  les  deux  équations  Sx —  7J'=:34,  3a:—  i37^=  — 6. 
£q  les  comparant  aux  équations  générales, 
tf j:  +  /{^^  =  c,  a'x  +  b^jr  =  c', 

onaa=:5,  &  =  — 7,  c=:=34  |  fl  =  3,  ô'  =  — 13  ,  c'=— -6. 

Substituons  dans  les  formules  x  =  —,-, r—,  ^T  —  -  ,1 i— ,  • 

ab  —  ba  ^      ab  —  ba  * 

*  la  place  de  a^  b^  Cy  a\  b' y  c\  ces  yalcurs  ;  il  rient 
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o     _34><  — 13— (— 7)x— 6_— 34xi3  — 7x6 
*  •'         5x— i3  — (— 7)X3     ~—  5xi3  +  7X3 

-442-42  _ -484  _ 

o     _     Sx— 6---34X3     _— 3o-*ioa_— i3a_^ 
"^-^^Sx— i3— (-7)x3  — -65+  ai""— 44"^' 

et  je  dis  que  xz=,  1 1,^^=3,  sont  les  valeurs  propret  à  salit&îre 
aux  deux  équations  propose'es. 

Nous  pourrions  d*abord  uous  en  assurer  en  les  substituant 
dans  ces  équations.  Mais ,  afin  que  la  démonstration  toit  indé- 
pendante de  tout  exemple  particulier»  remarquons  que  1  pour 
passer  des  formules  relatives  aux  équations  ax  +  bjr'=^e  ti 
dx-^b'x^^^'i  ^  celles  qui  conviennent  aux  équations  ax^-'ùjrsssc 
et  a'x  —  ^y  =s-^c',  il  suffit  (u**  65)  de  changer  b  ea-^b  ^V  m 

—  o\et  c  en — c,  ce  qui  donne  a:  = tt-^ — k 7- t 

'  ^  «X  — ^  — (— *)Xû'   ' 

ûX— c'— cXa         ^  ijti  •       1  11 

r= =7 — ; — 5-r 7'  et,  pour  déduire  de  ces  nouvelles 

formules  générales,  les  valeurs  qui  conviennent  aux  équations 
particulières  y  il  faut  faire  a  =  5,  6=79  c=:34>  a' =3, 
^'=i3,  c'  =  6. 

Donc  eniiu,  pour  obtenir  les  valeurs  relatives  aux  équations 
proposées ,  il  suffit  de  faire ,  dans  les  formules  générales  ob- 
tenues précédemment,  ar=  5,  ^^—7,  c=34  |  «'=^3,  i'=— 13, 
c'=  —  6,  puis  d'effectuer  les  calculs  d'apnss  les  règles  établies 
pour  les  quantités  monômes. 

La  règle  consiste,  en  général ,  à  substituer  à  la  place  fies  cœf- 

Jiciens  a ,  b ,  a',  b' . . . ,  leurs  valeurs  considérées  ai^ec  les  signes 

dont  elles  sont  ajfectées  dans  les  équations  particulières,  et 

à  effectuer  toutes  les  opérations  indiquées,  d'après  les  préceptes 

établis. 

Ces  applications  justifient  de  nouveau  la  nécessité  d'étendre 
aux  quantités  monômes  les  règles  des  signe.s  établies  pour  les 
polynômes,  puisque  c'est  le  moyen  de  rendre  les  formules  gêné- 
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raies  du  premier  degré,  applicables  à  tout  exemple  particulier. 
Passons  à  la  dUcussion  de  ces  formules. 

70.  11  résulte  de  leur  îuspection  que ,  dans  les  applications 
particulières  y  on  peut  obtenir  quatre  espèces  de  taleurs 
pour  réponses  li  des  problèmes  du  premier  degré  ,  savoir  :  des 
valeurs  positives,  des  valeurs   négalives ,  des  valeurs  de  la 

fonne  — ,  enfin  »  des  valeurs  de  la  forme  -.  Le  problème  des 
o  o 

courriers  a  donné  lieu  à  ces  quatre  résultats  que  nous  nous 

proposons  maintenant  d^înterpréter  d'une  manière  générale. 

D^abord ,  les  valeurs  positives  sont  ordinairement  des  ré- 
ponses aux  questions ,  dans  le  sens  de  leur  énoncé.  Cependant 
nous  obseryerons  que,  pour  certains  problèmes,  toutes  les 
Taleurs  positives  ne  satisfont  pas  à  Ténoncc.  Si,  par  exemple, 
la  nature  du  problème  exige  que  les  nombres  cbercl^os  soient 
entiers  I  et  qu'on  trouve  des  nombres  fractionnaires,  le  pro- 
Uimene  peut  être  résolu.  Quelquefois  encore,  la  nature  du  pro- 
blème ne  permet  pas  que  les  nombres  inconnus  surpassent 
des  nombres  connus  et  donnes  à /^r/o/v,  ou  soient  au-dessous 
dWres  nombres.  Si  les  valeurs  obtenues,  quoique  positives, 
se  satisfont  pas  à  cette  condition  que  comporte  Tcnoncé, 
nuis  qui  ne  peut  s'exprimer  par  une  équation ,  le  problème  ne 
peut  encore  être  résolu.  Ainsi  ,  les  valeurs  positives  des  in^ 
connues  sont ,  à  proprement  parler,  des  réponses  directes  aux 
équations  j  et  elles  ne  sont  des  solutions  de  la  question  quau^ 
tant  que  leur  nature  se  concilie  avec  celle  qu'exige  V énoncé. 
Pour  concevoir  comment  un  nombre  peut  vérifier  une  équa- 
tion sans  vérifier  le  problème  dont  elle  est  la  traduction  algé- 
brique ,  il  sulRt  de  remarquer  i^une  même  équation  est  la 
traduction  algébrique  d'une  injînité  de  problèmes ,  dont  les 
uns  admettent  tous  les  nombres  aI)Solus  possibles  pour  solu^ 
tion,  et  les  autres  n'admettent  que  des  nombres  d'une  certaine 
nature. 

71.  Kous  savons  déjà  à  quoi  nous  en  tenir  sur  les  valeurs 
négatives,  pour  les  problèmes  à  une  seule  inconnue.  Afin  de 
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ne  rien  laisser  h  désirer^  nous  allons  démontrer  le  principe  du 
n®  5g  pour  un  problème  h  plusieurs  inconnues. 

Il  est  évident  d'ubord  que ,  si  l'on  obtient  des  Talenrt  néga- 
tives pour  quelc|ues«unes  des  inconnues^  les  équations  du  pro- 
blème ne  peuvent  être  satisfaites  dans  le  sens  où  elles  ont  été 
établies;  car  si  un  système  de  nonibi'es  absolus ,  mis  pour 
x,Xi  ^'  •  '9  pouvait  tes  vérifier,  les  équations  qui  en  ont  été 
déduites  par  la  niétboile  d'élimination  devraient  elles-mêmes 
exister  pour  ce  système.  Ainsi  l'équation  qui  ne  renferme  plus 
qu'une  des  inconnues  pour  lesquelles  on  a  obtenu  un  résultat 
négatifi  devrait  être  vérifiée  par  un  nombre  absolu,  ce  qui 
serait  contre  l'bypotbèse.  Il  faut  donc  rectifier  renoncé  duprO" 
blême,  ou  du  moins  les  équations  qui  en  sont  la  traduction 
algébrique. 

Actuellement,  si ,  dans  les  équations,  on  change  les  signes  des 
inconnues  pour  lesquelles  on  a  obtenu  des  résultats  négatifsy 
les  termes  aiTectés  de  ces  inconnues  changeront  nécessairement 
de  signe,  et  renoncé  du  problème  sera  généralement  modîGé 
en  ce  que  certaines  quantités ,  d'additives  qu'elles  étaient, 
deviendront  sous  trac  tives ,  et  réciproquement. 

Je  dis  enfin  que  ces  modifications  une  fois  faites,  le  nouvel 
énoncé  est  vérifié  par  les  valeurs  obtenues  d abord  pour  les  in^ 
connues ,  abstraction  faite  de  leurs  signes.  Prenons,  pour  fixer 
les  idées,  trois  équations  à  trois  inconnues, 

àx  +  bjr^cs^d,  a'x  +  by'{'c'z=id',  afx+b^jr-^-c'xzsid, 

et  supposons  que  ces  équations  aient  donné  x=:ip,jrz=.'^q^ 
«  =  —  r  ;  changeons  dans  ces  équations ,  j*  et  s  en  —  j^  et  — *, 
ou  bien  en  y  et  z  (en  désignant  pour  le  moment, -~^  et— *js 
par  j^  et  z  ).  Il  vient 

ax+by'\'cz:=^d,  a'x+by+c'zz^d,  a''x+by+c'z'=d'. 

Or,  ces  équations  ne  différant  des  précédentes ,  qu'en  ce  que^et 
z  sont  reuiplacés  par  j^  et  z',  donneront  nécessairement  pour 
résultats  :  x  =zpjyz=i —  q^z'^sz-^r;  d'où ,  remettant  —  ^  et 


■ 
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>—  S  a  la  place  de  j'  et  de  *' ... ,  x  =/),  — jr  =r  —  y,  —  j5  s= —  r , 
oa  bien  enfin ,  x^=zp^  jr  z=i  q^  zzzzr-,  ce  qu^il  fallait  Ji^- 
monlnr. 

Ainn  le  principe  du  n®  59  est  vrai  pour  les  problëmeâ  da 
premier  degré  k  plusieurs  inconnues. 

HoQS  terminerons  par  cette  observation,  que  quelquefois 
renoncé  d'un  problème  n'est ,  par  sa  nature  ,  susceptible  d'an- 
cane  modiGcation  ;  dans  ce  cas  ^  les  valeurs  négatives  ne  sont 
que  des  solutions  des  équations  modifiées  qui  peuvent  d'ail-p 
lenrs  être  regardées  comme  la  traduction  algébrique  d'autres 
pnblëmes  susceptibles  de  modification. 

fL  II  nous  reste  maintenant  à  interpréter  les  expressions 

teUeiqoe — ,  -. 
^      00 

Soit  d'abord  l'équation  à  une  inconnue,  axz=zb^  d'oii  x  =  -. 

i*.Si,  pour  une  bvpolbèse  particulière  faite  sur  les  données 

<!eb  question,  on  a  a  =  o,  il  en  résulte  j:  =  -. 

Or  Fcquation  devient,  dans  ce  même  cas,  o  X  J^  =  ^ ,  et  ne 
peut  évidemment  être  satisfaite  par  aucun  nombre  déterminé. 
Remarquons  cependant  que ,  l'équation  pouvant  aussi  se  mettre 

nos  la  forme  -  =:  o ,  si  l'on  remplace  j:  par  des  nombres  de 

X 

plos  en  plus  grands ,  -  différera  de  moins  en  moins  de  o ,  et 

féquation  approchera  de  plos  en  plus  d'être  exacte  ;  en  sorte 

(]Don  peut  prendre  pour  x  une  valeur  assez  grande  peur  que 

h 

-soit  moindre  qu'aucune  quantité  assignable. 

Ccst  pour  cette  raison  que  les  algébristes  ont  coutume  de 
dire  que  F  infini  satisfait,  dans  ce  cas,  à  l'équalion  ;  et  il  y  a  des 
fêtions  pour  lesquelles  ces  sortes  de  résultats  forment  une 
véritable  solution  \  mais  du  moins,  il  est  certain  que  l'équation 
ne  peut  admettre  de  solution  en  nombre ^/i/^  et  c'est  tout  ce 
1«*onveutprouTer. 

8 
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21^  Si  Von  a  ea  même  temps>  a  =  o,  &  =  o  ^  la  Taleor  de x 
prèua  la  forme  x  ss  -. 

Or,  l'équation  devient ,  dans  ce  cas ,  o  X  ^ = o ,  et  iotti  nombre 
Jini,  positif  ou  négatif,  peut  satisfaire  à  cette  équation. 

Ainsi  Véqualion  (  ou  le  problème  dont  elle  est  la  traduction 
algébrique  }  est  indéterminée. 

93.  Ceit  ici  le  lieu  de  faire  une  remarque  importante  sar 

Pôit^réssioti  -  qui^quëlquefoisj^stlesyrobole  de  l'existence  d'an 

facteur  commun  aux  deux  termes  de  la  fraction»  lequel  &ctear 
devient  nul  par  l'eflbt  d'une  liypothëse  particulière. 

Supposons,  par  exemple,  qu'on  ait  trouyé  pour  résultat  de  la 

solution  d'un  problème, . . .  •  x  =    ^ ,^, 

Si  Ton  fait  dans  cette  formule,  a  =  6,  il  en  résulte  x  =:  -. 

o 

Mais  remarquons  que  ii^  —  b^  peut  (  n*  3i  )  se  mettre  sooi 

la  forme  (a  —  6 )  ( a*  +  ^^  +  ^* ) >  et  que  a*  —  i*  est ^al  à 

(a«—  A)(a-f'^);  ^>&*î  9 1<^  valeur  de  jr  revient  à 

*~         {a^b)  (a  +  ft)       • 

Or,  si,  avant  de  faire  Thypothèse  a  =:=  6,  on  commence  par 

tupprimer  le  facteur  commun  a^^ù ,  ta  valeur  de  œ  devieat 

a*  +  ab  +  b""  3a* 

X  «9  I   i        I  expression  qui  se  rédidt  à  ar  =a  — ^  a« 

X  =  • —  dans  l'hypothèse  iear=ib. 
Soit  y  pour  second  exemple,  l'expression 

<i*~  b^  _  (a^-b)  (a-^b) 
{a—lif~  (n  — »)  {tt-^by 


o 


En  fkisant  o  =±  6 ,  on  trouvv^  pour  valeur  de  x^âc^sa^^ii  caose 
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de  l'existence  da  facteur  commun  a  —  b\  mais  si  l'on  supprime 
d*abord  ce  facteur,  il  vient  x  := r ,  expression  qui  se  ré- 

duit  à  i:  =  —  lorsque  l'on  fait  a'=.b. 

Concluons  de  là  que  /e  symbole  -  est  quelquefois  en  Algèbre 

Vindice  de  Inexistence  dun  focteur  commun  entre  tes  deux 
termes  de  la  fraction  qui  se  réduit  à  cette  forme.  Ainsi ,  avant  de 
rien  prononcer  sur  la  vraie  valear  de  la  fraction  j  il  faut  s'aa-* 
sarer  si  ses  deux  termes  ne  renferment  pas  uû  facteur  commun. 
Dès  qu'il  n'en  existe  pas,  on  conclut  que  l'équation  est  réellement 
indéterminée.  S'il  en  existe  un,  on  le  supprime,  puis  on  fait  de 
nouveau  l'Iijpothèse  particolièrei  ce  qui  donne  la  vraiâ  valeur 
de  la  fraction,  qui  peut  encore  se  présenter  aoua  trois  Ibrmesî 

5" (A.  pouvant  être  o),  — ,  -;  auquel  cas,  l'équation  est  déter^ 

minée,  impossible  en  nombre  fini ,  ou  indéterminée. 

Cette  obserratîoa  est  très  utile  dans  la  discussion  d^s  pro- 
blèmes. 
74^  Revenons  à  notre  sujet  ^  et  considérons  maintenant  tea 

f  ax  -|-  by  =  c, 
deux  équations  à  deux  tnconaues  <     '    \^y    ^^  ff 

On  a  trouvé  (  n*  67  )  pour  les  valeurs  de  x  et  de  j*, 

cV  —  bc'  ad  — ■  td 

'  =  ah'  -  bd'    ^"^  ah'  -  hcf 

Supposons  que  l'on  ait  aV — &a':=o,  les  numérateurs  cV—bc\ 
oc'— <ra,  étant  d'ailleurs  difierens  de  o  ;  les  valeurs  se  réduisent  à 

A  B 

o  o 

Pour  interpréter  ces  résultats ,  remarquons  que,  de  l'équation 

db* 
0^'—  bd  z=:Oy  on  tire  a'  =  -^ ,  d'où  ,  substituant  cette  valeur 

8.. 


\ 
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dans  réquatîon  dx  +  6 j^  =  c',       —  a?  +  i^  =  c', 
ou  y  chassant  le  dénominateur  et  clivisant  par  h\ 

équation  dont  le  premier  membre  est  identique  ayee  celui  de  la 
première 

«  +  *r  =  ^> 

tandis  que  le  second  membre  est  essentiellement  di£Pérent;  car 
de  l'inégalité  cV  ^  bc\  on  déduit  c  ^  jr> 

On  Toit  donc  que  les  deux  équations  proposées  ne  peuvent 
être  satisfaites  simultanément  par  aucun  sjrstème  de  valeurs 
finies  de  net  dejr. 

Si  Ton  a  en  même  temps,  ab' — ifl'=  o,  cb'-^bc'=.  o,  la  yaleur 

de  X  se  réduit  à  x  =:  - ,  valeur  qu'il  faut  interpréter. 

Les  deux  équations  proposées  peuvent,  en  vertu  de  la  relatioa 

fax  +  bjr  9=1  Cj 
.     f  bc^ 

ax  +  bjr  =  —, 

équations  qui  rentreut  nécessairement  l'une  dans  l'autre^  car  de 

r     .  bc' 

la  relation  cb'  —  ic'  =:  o ,  on  déduit  c  =  -rr. 

Ainsi ,  pour  résoudre  le  problème,  on  n'a  réellement  qu'une 

seule  équation  entre  deux  inconnues.  Donc  ^  la  question  est 

indéterminée. 

bd 
Comme  la  relation  aU  —  bel  =  o,  donne  A'=  — ,d'oi},subs- 

cbti 
tituant  dans  la  relation  cU —  bcz=2  0y —  ic'=o,o^^éduî- 
sant,  ca'--^  ûc'=o  ,  on  peut  conclure  que ,  si  la  valeur  de  x  est 
de  lafi)rme  -,  la  valeur  de  y  est  «£NiBAL£M£NT  de  même  forme, 
et  réciproquement. 


I 
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75.  Cette  proposition  cesse  d'être  vraie  dans  un  seul  cas 
particulier  :  c'est  celui  où  les  coelficiens  d'une  inôme  inconnue 
mtnubk  la  fois  dans  les  deux  équations.  Examinons  cette 
circonstance  qui  mérite  quelque  attention. 

Supposons ,  par  exQ^ple ,  6  =  o ,  ^'  =  o  ;  auquel  cas  les  ya- 
levs  de  x  et  dejr  se  réduisent  à 

o        ^  ac'  -^  ccl 

ar  =  -,     et    j"  =  . 

o  o 

Si  nous  remontons  aux  équations,  elles  deTtennent^  dans 
Fbjpothèse  que  nous  considérons, 


,  ,  >    d'oîi  l'on  déduit     j:  =  -     et     a:  =  — ;, 

EX=c    \  a  a 


ax  :^ 
d 


Or,  on  a  nécessairement  de  deux  clioscs  Tune  : 
Oh  bien  -        —,  ;  alors  les  équations  sont  incompatibles , 

A 

etia  Taleur  de  j"  est  de  la  forme  —  ou  infinie,  tandis  que  x  est 

Je  la  forme  -. 
o 

ce' 
Ou  bien  -  =  -7  :  alors  les  deux  équations  s'accordent  entre 

a        a  ^ 

c        c 
dics.  De  plus ,  comme  la  relation  -  =  -7  donne  ^c'—  ca'=  o , 
^  a        a  ' 

ils^eosuit  que  la  valeur  de  j"  prend  la  forme-  comme  celle 

^x;  mais  il  y  a  cette  différence  essentielle,  que  r  est  réelle- 

c 
ïneat  indéterminé ,  tandis  que  x  a  une  valeur  déterminée  -. 

a 

Aa  surplus,    dans  Phypothcse   qui  nous  occupe,    savoir: 

i=:o,  y  =  o  ,  ac  —  ca'  z=zo  ,  il  est  facile  de  faire  ressortir 

fexislence  d'un  facteur  comauin  qui  reud  nuls  a  la  fois  les  deux 

termes  de  la  valeur  générale  de  x. 


'       -'  b' 


Soit  posé,  pour  cela,  m  = —  =  —  ,     et    «=  —  ; 

CI  w 
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îl  en  résulte        a  =  ma,  c*  =  mcy  et  b' •=s.nby 

d'où  j  substituant  ces  valeurs  de  a\  c\  b\  dans  la  valeur  géné^ 

raledex.  (x  =  g,5^,). 

cbn  —  cbm        cb  (n  —  m) 
abn  —  Aam        €d){n  —  m)  ' 

expression  qui,  après  la  suppression  des  deux  facteurs  coin- 

c 
muns  ^  et  w  —  m,  se  réduit  à  a:  =  -. 

a 

Quant  à  la  valeur  générale  de  j*,   (  J*  =    t9     *  fri  7  >  die 

devient  >  par  les  mêmes  substitutions, 

acm  — r  cam         ac  (m  —  m)        c  (fn  —  ni) 
^         abh  —  ban%  ""^  ab  {n  -^  m)       b  (n  •^m)^ 

expression  qui ,  a  cause  de  6  =:  o  et  771  -—  m  =  o  ,  se  réduit 
toujours  à  -;  et  nous  avons  vu  qu'en  effet,  j^  doit  rester  indé- 
terminé. 

Les  conséquences  seraient  analogues ,  si  Von  avait  à  la  fois 
â  =  o ,  a  =:o» 

Le  cas  particulier  ob  les  coelïiciens  des  deux  inconnues  dans 
la  même  équation ,  sont  nuls  à  la  fois,  n'infirme  pas  la  propo- 
sition établie  n*  74* 

On  trouve  i  .  pour  a  =  o,  6  =  o,...  x  = ,  jr  = 1 

,  —*</  ûc' 

a**,  pour  û  =  o,  «>  =  o^..  x  = ,  jr  =  — . 

00 

Ce  sont  là  les  seules  circonstances  dignes  de  remarque. 

•jG.  Nous  venons  de  voir  que ,  pour  deux  équations  à  deux 

inconnues,  à  Pexccption  d'un  seul  cas  particulier,  sî  l'une  des 

A        o 
inconnues  a  une  valeur  de  la  forme  —  ou  - ,  l'autre  a  néces- 

o         o 
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nirement  une  valeui*  de  la  même  forme  ;  de  plus  y  que ,  daas 
Tbypothèse  oii  les  valeurs  sont  toutes  deux  de  la  forme  —  »  les 

i({!iatioiis  sont  incompatibles,  et  que,  si  elles  sont  de  la  forme-  > 

les  équations  sont  indéterminées 

Od  ne  peut  plus  tirer  les  mêmes  conséquences  dès  que  Von 
a  pins  de  deux  équations.  Ainsi  j  par  exemple^  quand  il  s^agît 
de  trois  équations ,  si  l'on  suppose  nul  le  dénominateur  corn- 
man  aux  valeurs  des  trois  inconnues,  il  pourra  arriver,  suivant 
kl  circonstances ,  ou  bien ,  ({ue  les  numérateurs  soient  tous  troi$ 
èjférens  de  o  ;  ou  bien,  qu'ils  soient  tous  trois  égaux  à  o  ;  ou 
biea  enfin ,  que  l'un  des  deux  étant  égal  à  o ,  les  deux  autres 
maXdiffiirenê  de  o ,  on  réciproquement. 

Cela  s'explique  assez  bien  par  l'observation  que ,  pour  deux 
équations I  le  dénominateur  ab'  — -  ha!  étant  composé  de  deux 
tennes  seulement ,  ne  peut  être  nul  que  de  trois  manières  prin- 
opales ,  savoir  :  lorsque  l'on  a 


•    « 


1   •-  —  ^o 


a 


!•.  a  =  o,  a'  =  o,     ou  bien,     b   =  o,  6'  =  o, 
3'.  a  =  o,  6   =  o,     ou  bien,     a'  =  o,  6'  =  o; 

Uodis  que ,  pour  trois  équations ,  le  dénominateur  D  étant 
ab'd'  —  acb''  +  cJb"  —  ba'c"  +  bc'tf  —  cb'a\ 

peat  être  mis  sous  différentes  formes ,  telles  que 

a  (b'c'  —  c'b")  +  a'  {cb"  —  bc")  +  û"  {bc'  —  cb') , 
h  {(/a"  —  a'c")  +  b'  {ac"  —  ca")  +  b'  {ccl  —  ac'), 
c  {a'b''—Vd')+c'  {bif  —  ab")  +  c'  (ab'  —  ba')-, 

^  cette  expression  peut  être  supposée  nulle  d'un  très  grand 
nombre  de  manières,  sans  que  les  numérateurs  reçoivent  des 
Valeurs  dépendantes  les  unes  des  autres, 
^v exemple,  en  supposant  qu'aucune  des  quantités  iz,  &,  c, 
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dj  b\  c\  n^,  6",  d'y  df  d\  d",  ne  sait  nulle ,  admettons  que  Ton 
ait  les  relations 

iV— c'6''=o,  cb'—ùc'^o,  d'où  Pon  déduit  ùc'—cb'=o; 

le  dénominateur  D  serait  o ,  et  comme  le  numérateur  de  la  ya- 
leur  de  X  se  déduit  de  D  (  n*  68  )  en  changeant  a^  a\  â%  en 
d,  d ^  d*^  il  est  clair  que  ce  numérateur  serait  aussi  ^al  à  o  ; 
mais  rien  ne  prouve  que  les  numérateurs  qui  correspondent 
àj*  et  à  2  deviennent  nuls  dans  la  même  circonstance,  puisque 
les  quantités  b'c'  —  cb"^  cb"  —  Je",  et  bd  —  cb\  n'entrent  pas 
dans  leurs  expressions. 

Toutefois,  dès  qu'on  obtient  pour  la  valeur  de  Tune  des 

inconnues  une  expression  de  la  forme  — ,  on  peut  conclure, 

SANS  AUCUNE  RESTRICTION,  quc  Ics  équatious  sont  incompatibles 

en  nombres  iinis ,  au  moins  pour  cette  inconnue.  En  effet, 

comme  il  résulte  de  ce  qui  a  été  dit  n®  6^ ,  que  l'une  des 

équations  proposées  peut  être  remplacée   par  l'équation  qui 

ne  renferme  plus  que  l'inconnue  pour  laquelle  on  a  trouvé  un 

A 
résultat  de  la  forme  — ,  il  n'y  a  que  ce  résultat  qui,  combiné 

avec  certaines  valeurs  des  autres  inconnues,  puisse  vérifier  les 
trois  équations  proposées. 
Mais  de  ce  qu'on  obtient  pour  l'une  des  inconnues  un  ré^ 

sullat  de  la  forme  -,  on  ne  peut  pas  conclure  que  les  équa* 

tions  sont  indéterminées;  car,  ainsi  que  nous  l'avons  déjà  fait 
observer,  les  autres  inconnues  peuvent  avoir  des  valeurs  de  la 

forme  — . 
o 

Il  y  a  plus,  c'est  qu'il  est  possible  que  les  trois  valeurs  soient 
de  la  forme  - ,  sans  que ,  pour  cela ,  Ton  soit  en  droit  de  con- 
clure que  les  équations  sont  indéterminées;  elles  peuvent  même, 
dans  ce  cas ,  être  incompatibles. 
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TttûonSf  pour  exemple ,  les  trois  éqoations 

^uc  +  Ojr      '^  cz      =  rf 
a'x  +  by      +  c'z      s=z  if 
max' '^  mb'jr  +  met  =  md! j 

dont  h  demiëre  résulte  de  la  multiplication  des  deux  membres 
de  la  féconde  par  1c  facteur  m ,  ce  qui  retient  à  supposer  dans 
kf  équations  générales  > 

-;  =77-  £=  -7  =  --  =  m,    d'oi  l'on  déduit 
a        b         c         d 

Vit-^dV  =  o,  cV  —  ac"  =  o,  ifa'  —  a'iT  =  o, 
iV^Vif  =  o,  ib"  —  b'âr  =  o,  d'c"  —  c'éC  =  o. 

Or  li  l'on  désigne  par  D  le  dénominateur  commun  aux  trois 
Tdeort  Aex  ^jr,  z,  et  par  N  ,  W,  N*,  leurs  numérateurs  respeo- 
tiCii  valeurs  dont  la  loi  de  formation  a  été  établie  n^  68,  on 
troaie ,  en  Tcrtu  àes  relations  ci-dessus , 

D=rii(&V— cV)  +  *(cV— ûV'')  +  c(fl^''— ôV)  =  o, 

^'^a{dc'  —  cd'')  +  d{c'ar-^a'c'')+c{a'd''—da'')=o, 
ti'=za{b'd'^d:b')  +  b(d'a"^ad')  +  d{ab''^b'a'')z=:o. 

Ainsi ,  les  Taleurs  de  x  ^j-y  z,  se  réduisent  toutes  les  trois  k  la 

DAne  forme  -. 
o 

Dans  le  cas  que  nous  considérons,  on  peut,  jusqu'à  un  certain 
point,  regarder  -  comme  un  symbole  à! indétermination,  car 

u  troisième  équation  est  une  conséquence  nécessaire  de  la  se- 
conde; ainsi  l'on  n'a  que  deux  équations  réellement  distinctes 
entre  trois  inconnues.  Cependant  remarquons  que  les  résultats 
obtenus  ci-dessus  auraient  encore  lieu,  lors  même  que  la  se^ 
Oûnde  équation  serait  incompatible  avec  la  première^  si  l'on 
avait,  par  exemple,  pour  cette  seconde  équation 

fa.x  -rpb.jr^pc  z=iqd  {p  étant >  ou  <^). 
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On  Toit  donc  que  les  trois  résultats  -  peuTent  quelquefois  cor- 
respondre à  une  incompatibilité  entre  les  équ^ions. 

U absurdité  peut  encore  se  manifester  ptr  trois  valeurs  de 

la  forme  - ,  bien  qu*aiiciuie  des  trois  équations  ne  puisse  être 

considérée  comme  rentrant  dans  l'une  des  deux  autres  :  c^eit 
ce  qui  arriverait  pour  les  trois  équations  suivantes  : 

ax  +  bjr+cxc=sdf  mx  + 1^  +  cz^=id^ j  ax+bjr+ezs=:d'. 

En  considérant  ce  système ,  on  reconnait  £scilemenft  qv^  ne 
peut  exister  en  nombresy?iii#,  â  moins  que  l'on  n'ait /f=4/=cir. 
II  est  vrai  que,  du  moment  ou  cette  dernière  relation  existe, 
le  système  des  équations  devient  indéterminé,  puisqu'il  se  ré- 
duit à  une  seule  équation  entre  trois  inconnues.  Mais  il  n'en 
est  pas  moins  certain  que ,  dans  leur  état  actuel  j  les  équations 
sont  incompatibles,  quoique  les  trois   valeurs  soient   de  Is 

forme  -,  ainsi  qu'on  peut  s*en  assurer  en  remontant  aux  va- 
leurs de D,  N,  BS  V"  établies  ci«<}ess«s. 
Prenons,  pour  nouvel  exemple f  Les  éqnatioiis 

ax  ^  bx  '^  cz  sss  d 
dx  +  bjr  -i^  cz  ==z  d 
a^x  +  ftj-  +  ex  =  d^' 

que  l'on  déduit  des  équations  générales  en  supposant 

ft  =  y  zz=  i",  et  c  =  c'  =  c'; 

on  trouve  pour  les  valeurs  de  D,  N,  N%  N', 

D  ss  â  (6c  —  rb)  ^  a'  {cb  -^  bc)  +  a"  (bc  -^  ce)  si  o, 
N  sz  d  (be^  cb)  +  d  icb  —  bc)  +  tf  (bc  ^  cb)  ss  o, 
»'  r=s  c(fl£r— af  +  da'  —dd+dd"  —  ifa"), 
M"  =  ft  {ad'— ad!  +  da'  —  dd!'+  dd  —  da") . 

Les  deux  expressions  de  K',  M'^  doivent  être  généralement  dif-* 
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lerentes  de  oî  ainsi ,  dans  le  cas  qui  nous  occupe  ^  la  yaleur 
de  or  est  fie  la  forme  -  ,  tandis  que  celles  de  ^  et  de  ;s  sont 

de  la  forme—, 
o 

Pour  interpréter  ces  résultats ,  obsenrons  que  les  équations 

ne  peoTent  exister  simultanément ,  à  moins  que  l'on  n'ait 

d  —  ax  z=z  (t  —  a'x,     d  —  or  =  <r  -—  «"xj 

(,,,„..  ^  —  d  d"  —  d 

dou  Ion  tire   x  =  —, ,   et  x  =  -j ». 

a  —  a  a   -^  a 

Icî> comme  dans  le  n*  ']5,  il  peut  se  présenter  deux  cas  : 
«  bien,  les  deux  valeurs  de  x  ne  s'accordent  pas ,  c'est«i-dire 
ipePona 

J^d       dr  —  d> 

a'  — a       a"— a<^' 

ogy  réduisant  les  fractions  au  même  dénominateur  et  suppri- 
mant les  deux  termes  +  ^à^  — -  ad,  qui  se  détruisent. 


id  —  a'd  --ad  ^  ddT  +  dd  +  flrf'  ^  o; 

(il  est  inutile  de  tenir  compte  du  dénominateur  commun). 

Or  le  premier  membre  de  cette  inégalité  n'est  autre  chose 
que  la  quantité  entre  parenthèses  des  valeurs  de  IS'  et  N^' 
(au  signe  près  toutefois  pour  N').  Donc  les  valeurs  de j^  et  de  z 

se  présentent  sous  la  forme  infinie ,  ou  —  ,  quoique  celle  de  x 

ioitdelaforme-. 

o 

On  bien,  les  deux  valeurs  de  x  s'accordent  entre  elles i  ce 

d  —  d        d^  —  d 

iw  entraine  la  relation--; ;:; =  o»    ou 

a  "^  a        a  "^  a 

da'  —  dd  —  ad  ~  ad'  +  rfa'  +  oéf ^  =  o 
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o 


et  alors  les  deux  valeurs  de  r  et  de  z  se  réduisent  à  *,  comme 

o 

celle  de  x.  Mais  tandis  que  la  valeur  de  x  est  déterminée  et 
&;ale  à  —. ou  -= ,  celles  de  r  et  de  z  sont  indéter' 

minées ,  puisque  Ton  n'a  plus  entre  ces  deux  inconnues  que 

l'équation  unique 

-                      da  —  ad! 
bj'  +  cz  z=:  d  ^^  ax  z=z  —^ . 

Ce  cas  particulier  est  analogue  à  celui  du  n*  75  pour  deux 
équations  à  deux  inconnues. 

Les  exemples  précédens  suffisent  pour  convaincre  que,  si 

le  symbole  —  dénote  toujours  un  système  d'équations  aux- 
quelles il  y  a  impossibilité  de  satisfaire  1  du  moins  en  nombres 
finis,  le  symbole  -  est  tantôt  un  caractère  A^ indétermination, 

tantôt  un  caractère  A^ absurdité.  Quelquefois  aussi  (n^  78)  il 
annonce  la  présence  d'un  facteur  commun  ;  et  ce  qu'on  a  de 
mieux  à  faire  pour  interpréter  de  pareils  résultats,  c'est  de 
remonter  à  l'équation  ou  aux  équations  qui  y  ont  conduit. 

77.  Lorsqu'on  opère  directement  sur  des  équations  parti 
culières ,  on  parvient  à  d'autres  caractères  d'absurdité  ou  d'in  : 
détermination. 

Premier  exemple.  Soient  les  trois  équations 

2j:  +  Sj*  —  z  =  16 
5a:  —  aj^  +  7«  =  21 
7^  +  jr  +  ^^  =  37, 

dont  la  dernière  résulte  de  l'addition  des  deux  premières 
membre  à  membre.  En  calculant  D,  N,  N',  N%  d'après  les 
formules  générales  et  conformément  aux  principes  du  n®  69, 
on  trouve  successivement  D  =  o,  N  =  o,  N'  =  o,  N^^sso; 

ainsi  les  valeurs  de  x^j^z^  sont  toutes  trois  de  la  forme  -  ; 

o 

mais  opérons  directement  sur  ces  équations. 


DES  J^QOATIONS  DU  PREMIER   DEGRÉ.  I<l5 

Si  l'on  élimine  z  entre  la  première  et  la  seconde  équation, 
pnif  entre  la  première  et  la  troisième >  d'après  les  méthodes 
coDoaeSi  on  parvient  aux  deux  équations 

igx  +  19^-=  i33 
igar  +  19^=  «33, 

iToo^retranchantde  nouveau  ces  deux  équations  l'une  de  l'autre, 

o  =  0| 

^lîté  qui  n'apprend  rien  ni  pour  x  ni  pour  j*. 

En  remontant  à  l'une  des  deux  équations  précédentes ^  qui, 
tOQte  simplification  faite 9  devient 

^  +  jr  —  7» 

00  pourra  donner  à  x  toutes  les  valeurs  imaginables,  ce  qui 
donnera  pour  y  des  valeurs  correspondantes  tirées  de  cette 
dernière  équation.  Reportant  ces  valeurs  de  x  et  de  j^  dans 
fone  des  trois  équations  proposées,  on  obtiendra  autant  de 
valeurs  correspondantes  pour  z. 

Soit  fait,  par  exemple,  x  =  i,  2,  3,  4***-9 

il  en  résulte  J*  =  6,  5,  4>  3...., 

d'où,  substituant  dans  la  première  équation  du  système  donné, 

z  =  4>  3,  2,   1....; 

et  toQs  ces  systèmes ,  en  nombre  inGni ,  vérifient  les  trois  équa<« 
tions  proposées. 

Le  symbole  -  obtenu ,  dans  cet  exemple ,  pour  les  trois  in- 
connues, correspond  donc  ici  à  une  indélerminalion ,  comme 
l'égalilé  0^0,  à  laquelle  on  est  parvenu  en  opérant  directe- 
ment sur  les  équations. 

^tcoftd  exemple.  Soient  les  équations 

2x  +  ^y  —   z  =  i6 

5a:  —  2j^  +  7Z  =  21 
Sx  —  5j^  -f-  8z  s=  12. 
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égalité  absuf'de  qui  correspond  à  la  valeur  -trouvée pour  x, 

et  aux  valeurs  de  la  forme  —  obtenues  pour  j*  et  pour  z. 

Les  résultats  0  =  0,  o  =  A  auxquels  on  parvient  quelque- 
fois en  traitant  directement  des  équations  particulières ,  ont 

o     A 

donc  la  même  signification  que  les  symboles  - ,   —  que  l'on 

obtient  en  appliquant  lés  formules  générales  à  des  exemples 
particuliers. 

•78.  Nous  terminerons  la  discussion  des  équations  du  premier 
degré  par  l'examen  d'un  cas  particulier.  Cest  celui  ou,  dans 
les  équations  générales  y  on  suppose  nulles  à  la  fois  tontes  les 
quantités  connues  qui  sont  dans  le  second  membre.  Dans  ce 
cas  y  il  suit  évidemment  de  la  loi  de  formation  desnuméra-. 
teurs  pour  les  valeurs  générales  des  inconnues  (p?  68} ,  que 
ces  numérateurs  s'anéantissent  tous  en  même  temps ,  c'est-à- 
dire  que  l'on  a  A=o,  B=o...  G)mme  d'ailleurs  il  n'existe 
aucune  relation  particulière  entre  lescoeffîciensa,&,Cya',  b\c,..» 
des  inconnues,  D,  qui  résulte  d'une  certaine  combinaison  de 
ces  coeffîciens ,  est  généralement  différent  de  o.  Ainsi  Ton  a, 
pour  valeurs  des  inconnues  ^j:  =  o,  ^"=0,  z  =  o...  Ces  va- 
leurs vérifient  évidemment  les  équations  proposées. 

Si  cependant ,  outre  l'hypothèse  que  les  quantités  connues  du 

second  membre  soient  nulles  à  la  fois ,  on  a  encore  entre  les 

« 

coeffîciens  des  inconnues ,  la  relation  D  =  0;  les  valeux  s  géné- 
rales se  réduisent  à  la  forme  a:  =  -,     j^  =  -,  etc. . .  • 

o  o 

Or  je  dis  que,  dans  ce  cas ,  les  équations  sont  indéterminées, 
mais  que  les  rapports  des  inconnues  sont  des  nombres  délermi- 
nés,  qu'on  peut  obtenir  à  l'aide  des  équations  proposées. 

Soient  en  effet  les  trois  équations 

ùx+lfjr+cz=zOj  a'x+b'jr+c'x^^ùf  a^x+^jr^c^zasOf 

dans  lesquelles  on  suppose  (o^  67)  que  l'on  ait 

D ,     ou    flft'c"  —  acb"  +  ca'b"  —  éû'c"  +  bc'a"—  cb'a'  =  o. 


Dcs  Locations  du  premicu  deor^.  i7() 

Elles  pcnvcnt  être  mises  sous  la  forme 


Or  on  %\reiea  deux  premières^  en  traitant  ~  ct*^  comme  deux 

X       hc''^cV      y      ca — ac 
«connue», ...-- ^jr::^,,     -  =  ^^*_^^>. 

IVoà  l'on  Toit  qu'en  donnant  à  z  ^«e^  valeurs  entikrement  arlti^ 
trdres,  les  valeurs  de  j^etdey  s^  obtiendront  àj^  aide  de  ces  deux 
/Exportions  dont  les  seconds  rapports  sont  constans  et  égaux  à 
its  quantités  connues.  , 

Mais  il  reste  à  savoir  si  ces  valeurs  satisfont  h  la  troisième 
équtiofiy  qui  devient  alors  une  équ.ttion  de  condition.  On 
troQve,  en  les  substituant  dans  cette  équation , 

_       hc'  —  cb'       ,  „       ca'  —  ac'   ,     ,, 

^,réiluisant  et  écrivant  les  termes  dans  un  ordre  convonaî)](î , 
ab'c'  —  ac'b"  +  ca'b"^  ba'c'  +  bc'a"  —  cb'a"  =  o , 

tondition  qui,  par  Yi jpotbëi^e ,  est  satisfaite. 

79.  Gïci  nous  conduit  naturclleraent  à  l'examen  d'une  cir« 
constance  dont  te  second  problème  du  testament,  résolu  \\^  49 9 
nom  a  offert  un  exemple  :  c'est  celle  ou  l'énoncé  de  la  question 
Qoodaità  un  nombre  d'équations  réellement  différentes,  plus 
Snind  que  celui  des  inconnues  à  déterminer. 

Sopposons,  pour  plus  de  généralité,  que  la  q\;iest ion. ren- 
ferme n  inconnues,  et  donne  lieu  à  m  équations  différentes, 
w  étant  >  n.  H  faut  d abord  combiner  entre  elles  un  nombre  u 
^t  équations  proposées ,  pour  en  tirer  les  valeurs  des  n  incon- 
"ttw;  substituer  ensuite  ces  valeurs  dans  les  m  —  n  équations 
r^^lantes,  ce  qui  donne  lieu  à  autant  de  relations  entre  les  dot.^ 
'w^M;  et  ces  dernières  relations  doivent  âtrc  vérifiées  pour  que 
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le  problème  soit  possible,  tel  qu*il  a  été  énoncé.  Los  m  —  n 
relations  ainsi  obtenues  se  nomment  équations  de  condition. 

80.  Récapitulation  de  la  discussion  précédente.  Il  résaltedc 
cette  discussion  I  1^.  qu'un  système  d'équations  du  premier  de- 
gré à  pareil  nombre  d'inconnues  ne  peut  être  en  général  satis- 
fait que  d'une  seule  manière  (n*  67}  ; 

a^  Que  toute  valeur  positive ,  trouvée  pour  une  inconnue, 
répond  directement  aux  équations  du  problème ,  sans  répondre 
toujours  à  l'énoncé  (n®  70)  ; 

3^.  Que  toute  valeur  négative  ne  répond  qu'indirectemeDt 
à  l'énoncé  ou  aux  équations  qui  en  sont  la  traduction  aigé* 
brique,  mais  répond  toujours  aux  équations  considérées  dam 
un  sens  purement  algébrique  (n*^  Sg  et  71); 

4*.  Que  toute  expression  de  la  forme  — »  trooTée  pour  oneou 

plusieurs  des  inconnues;  indique  une  incompatibilité  dans  le 
système  d'équations  proposé ,  du  moins  en  nombres  finis ,  pour 
toutes  les  inconnues  (n*^  72 ,  74  et  76)  ; 

5^.  Que  le  symbole  -,  obtenu  pour  une  ou  plusieurs  incon- 
nues, correspond,  soit  à  une  indétermination,  soit  à  une  in- 
compatibilité (n**  72,  74,  75,  76),  soit  à  la  présence  d'un  facteur 
commun  entre  les  deux  termes  de  la  fraction  qui  s'est  réduite  à 
cette  forme  (n*'  78); 

6°.  Que,  si  tous  les  seconds  membres  du  système  d'équations 
propose  sont  nuls ,  les  valeurs  se  réduisent  généralement  à  o; 
que  si ,  à  celte  hypothèse,  on  ajoute  celle  que  le  dénominateur 
commun  des  valeurs  des  inconnues  soit  o,le  nombre  des  systèmes 
de  valeurs  est  infini;  mais  que  ces  valeurs  sont  assujetties  k  avoir 
entre  elles  un  rapport  constant  (n*  78)  ; 

7^  Que  I  lorsque  le  nombre  des  équations  est  plus  grand  que 
celui  des  inconnues,  le  problème  n'est  possible  qu'autant 
que  les  valeurs  des  inconnues  déterminées  par  un  nombre 
d'équations  égal  a  celui ^cs  inconnues,  satisfont  aux  autres 

équallons  (n®  79). 
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8i.  Voici  les  énoncés  de  nouTeaax  problèmes  susceptibles 
de  discossron ,  ou  dont  la  résolution  présente  quelque  intérêt  : 

Quinsiëme  problème.  Un  banquier  a  deux  espèces  de  mon" 
naîej  il  Joui  a  pièces  de  ht  première  pour /aire  un  écu;  il 
faut  h  pièces  de  la  seconde  pour  faire  la  même  somme.  Quel" 
qu^un  vient  et  demande  c  pièces  pour  un  écu.  Combien  le 
banquier  lui  donnera^i^il  de  pièces  de  chaque  espèce  ,pour  le 
satisfaire? 

^Bip....  i^espioe,        ^,     ;    a*  espèce,      ^  "/    «J 

Seîstème  problème.  Trousser  les  deux  côtés  contigus  d'un 
rectangle,  en  supposant,  i®,  que  ces  deux  côtés  soient  entre 
eux  dans  un  rapport  donné  m  :  n;  2^  que^  si  F  on  altère  les 
côtés  de  ce  rectangle  {par  addition  ou  soustraction)  des 
quantités  données  a  et  h,  la  surface  soit  altérée  de  la  quan'^ 
tité  p. 

En  supposant  les  côtés  altérés  par  arldition ,  on  trouve' 

m(p  —  ab)      ^_5(£— ûA) 
""=     na  +  mb   '    •^  =  "7i^+"^' 

Dix- septième  problème.  On  demande  Itfs  biens  de  trois  per» 
sonnes j  A^  B^  C,  sachant,  i\  que  la  somme  du  bien  de  K  et  de 
\fois  les  biens de"^  et  C  est  égale  àp;  2?.  que  la  somme  du 
bien  deBeiik  m  fois  les  biens  de  A  et  C  est  égale  à  q;  S**,  que 
la  somme  du  bien  de  C  et  de  nfois  les  biens  de  à.  et  B  est 
égale  à  r. 

(Cette  question  est  susceptible  d'être  résolue  asses  simple- 
ment par  l'introduction  d'une  inconnue  auxiliaire  dans  le  cours 
du  calcul  :  cette  inconnue  est  la  somme  des  trois  biens.) 

Dix-huitième  problème.  Trouver  les  biens  de  6  personnes 
Ay  B,  C,  Dy  E)  F,  dapj^s  les  conditions  suivamtes  ••  i®.  la 
somme  des  biens  de  A  et  B  est  a  y  celle  des  biens  de  G  et 
Desth;  la  somme  des  biens  de  "E  et  F  est  c;  2°.  le  bien  de  A 
vaut  m  fois  le  bien  de  C;  le  bien  de  D  vaut  u  fois  le  bien 
de  E;  le  bien  de  F  vaut  pfois  le  bien  de  B. 

9  • 
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(Ce  problème  peut  être  résolu  par  le  moyen  d'une  seule 
équation  a  une  seule  inconnue.) 

CesdîfTérens  énoncés  sont  extraits  de  VAlghbre  de  M.  Uiuil- 
lier  de  Genève ,  ouvrage  reoommandablc  par  le  choix  des  ques- 
tions qu'il  propose  pour  exercices. 


CHAPITRE  III. 

Résolution  des  Problèmes  et  Équations  du  second 

degré. 

82.  Introduction.  liOrsque  l'énoncé  d'un  problème  conduit 
a  une  équation  de  la  forme  ax^s^ôj  dans  laquelle  Tincon- 
nue  est  multipliée  par  elle-même,  l'équation  est  dite  du 
second  degré,  et  les  principes  établis  dans  les  deux  chapitres 
précédcns  sont  insofTisans  pour  sa  résolution;  mais  comme, 

en  divisant  ses  deux  membres  par  a ,  on  obtient  or*  =  -,  il  s'en- 
suit que  la  question  se  réduit  k  trouver  un  nombre  qui,  rnubi- 

plié  par  hii-méme ,  peut  produire  le  nombre  exprimé  par"', 

a 

c'est  l'objet  de  V extraction  de  la  racine  carrée,  • 

Nous  avons  exposé,  dans  notre  Arithmétique ^  avec  tons  les 
détails  convenables,  les  divers  procédés  de  l'extraction  de  la 
racine  carrée  des  nombres  particuliers ,  soit  entiers ,  soit  frac- 
tionnaires; nous  n'avons  donc  à  développer  ici  que  les  r^les 
relatiTesà  l'extraction  de  la  racine  carrée  des  nombres  expri- 
més algébriquement. 
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§  I.  Formation  du  carré  et  extraction  de  la  racine 
carrée  des  quantités  algébriques. 

83.  Considérons  d'abord  le  cas  d'une  quantité  monôme;  et 
pou|' découvrir  le  procédé  de  l'extraction  de  la  racine  carrée, 
TojoQS  comment  on  forme  le  carré  d'un  monôme. 

On  a,  d'après  les  règles  de  la  multiplication  des  monômes,, 

(n«  i6) ,       (Sii'A^c)*  =  5a*b'^c  X  5a'^^\-  =  25a^b^c*', 

c'est-à-dire  que,  pour  élever  un  monôme  au  carré ,  il  faut  élc~ 
ver  son  coefficiefU  au  carré,  et  doubler  chacun  des  exposons  des 
afférentes  lettres.  Donc,  pour  revenir  d'un  monôme  carré  à  sa 
nclDey  il  faut  i**.  extraire  la  racine  carrée  du  coefficient,  d^a^ 
piis  les  règles  exposées  en  Arithmétique  ;  2®.  prendre  la  moitié 
de  chacun  des  exposons* 


Ainsi  l'on  a     V^64a«^*  ==  Sa'^'  ;     et  en  effet , 

De  même     V^625a  T^V  =  aSa^^c^  ; 
car  {i^ab^ày  =  ôiSû*^  V. 

U résulte  de  la  rë(;le  précédente,  que  pour  qu'un  monôme 
soit  le  carré  d'un  autre  monôme,  il  faut  que  son  coefficient 
witun  carré  parfait  y  et  que  tous  ses  exposons  soient  pairs. 
Ainsi  gSoM  n'est  pas  un  carré  parfait,  parce  que  98  n'est  pas 
an  nombre  carré  parfait ,  et  que  a  est  affecté  d'un  exposant 
impair. 

Dans  ce  cas,  on  fait  entrer  la  quantité  dans  les  calculs,  en  l'af- 
fectant du  signe  i/  ,  et  on  l'écrit  ainsi  :  V^çfiab^.  On  appelle 
SCS  sortes  d'expressions,  des  monômes  irralionneis ,  ou  bien 
incore  >  des  radicaux  du  second  degré. 


i34  jëxtkaction  de  la  racine  carrée 

84 •  On  peut ,  toutefois,  l'aire  subir  à  ces expressiuos  quelques 
simplifications  fondées  sur  le  principe  suivant  :  ha  racinecarrêe 
du  produit  de  deux  ou  plusieurs  facteurs  est  égale  au  produit 
des  racines  carrées  de  ces  facteurs,  ou  en  langage  algébrique» 

^ abvd, . .  =  [/a.  \/b.  \/c,  \/d. . . . 

Pour  démontrer  ce  principe,  ol>sorTons  que,  d'apri^la  défiiiî* 
tion  de  la  racine  carrée  d'un  nombre,  on  a 

(\/âùcd.  ...)•=  abcd,  . . , 
D'un  autre  côté  ^ 

(V/aXV^ftXï/c y=({/ay.{{/ù)\(\/c)\..=:abc,,.. 

Donc,  puisque  les  carrés  de  ^abcd,.,  etde  V^o.  |/d.  \^c,  |/</... 
sont  égaux ,  ces  quantités  sont  elles-mêmes  égales. 

Cela  posé,  l'expression  ci-dessus ,  k  gSoM,  peut  se  mettre  sons 


la  forme  i/49**  X  2^=  V^49**  X  V^^a. 

Or,  1/496'' se  réduit  (n»  83)  à  7A*;  donc 

1/9806»  =  76».  v/2û. 
On  a  de  même 

V/45ô^V3=  ^^^'bc^  X  5M  =  Zabc.  \/5bd. 


V/864a»6Sc"=s  i/i44a*6'c***  X  dbc  =  laaô'c*.  \/6bc. 

£n  général,  pour  simplifier  un  monôme  irrationnel ,  Jftefl» 

en  évidence  tous  les  facteurs  carrés  parfaits,  et  extrayez-en  la 

racine  {n^  83)  ;  puis  ,  placez  le  produit  de  toutes  ces  racines  en 

avant  du  signe  radical,  sous  lequel  vous  laissez  d'ailleurs  les 

facteurs  non  carrés  parfaits. 

Dans  les  expi*essious  76*1/20,  Zabc^ Sbd ^  I2a6'c*l/66tf, 
les  quantités  76',  3â6c,  iT^ab^c^,  s'appellent  les  coefficiens  du 
radical, 

85.  Jusqu'à  présent  nous  n'avons  pas  eu  égard  au  signe 
dont  le  monôme  peut  être  affecté.  Cependant,  puisque,  dans  la 
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résolation  des  queàtions,  on  est  conduit  à  considérer  des  quan- 
tités monômes  précédées  du  signe  +  ou  du  signe —  9  il  i'aul 
stroîr  comment  opérer  sur  ces  sortes  de  quantités.  Or,  le  carré 
(ToQ monôme  étant  le  produit  de  ce  monôme  par  lui-mémn, 
il  i^ensuit  (n^  62)  que  |  quel  que  soit  son  signe ,  le  carré  de  ce 
monôme  est  positifs  ainsi ,  le  carré  de  +  5à*b^  ou  de  —  5à*b^y 
est  +  a5a»**. 

D*oii  l'on  peut  déjà  conclure  que,  si  un  morwme  est  positif ,  sa 
mine  carrée  peut  être  indifféremment  affectée  du  signe  -f-  ou  du 

si^ne  —  ;  ainsi ,  V^yH = ^  Sa*  ;  car  +  3a'  ou  —  3a%  élevé  au 
arréy  donne  également -f-  9^^*  1-'^  double  signe  ±:  dont  on  af- 
fecte la  raciae  *  s'énonce  plus  ou  moins. 

Si  le  monôme  proposé  est  négatif,  l'extraction  de  sa  racine 
eit  impossible,  puisqu'on  vient  de  Toir  que  le  carré  de  toute 
quantité  positive  ou  négative  est  essentiellement  positif.  Ainsi , 

^—9,  j/— 4^*,  |/— 5,  sont  des  8jm]x>lcs  a1t;ébriq lies  qui 
présentent  des  opérations  impossibles.  On  les  désigne  sous  le  nom 
de  quantités  ou  plutôt  îSl  expressions  imaginaires  ;  ce  sont  dos 
ijmboles  d'absurdité  que  l'on  rencontre  souvent  dans  la  résolu- 
tion des  problèmes  du  second  dc^ré. 

On  fait  toutefois,  par  extension,  subir  à  ces  symboles  les 
mêmes  simplifications  qu'aux  expressions  irrationnelles  qui  of- 
frent des  opérations  exécutables.  Cest  ainsi  que  V^ — 9  revieut 

(»•  84)  à     ï/g.  y/'^i ,  ou  3  i/~  ; 

demcme,     y/'^â^=  X^Jà"  .\/'^^\  =  ia  V/^^,. 

y/^ia^b  =  v/4^*  X  —  2^  =  5ta  V^— ai  =  2a \/ 2^.  V/^  . 

86.  Tâclions  maintenant  de  découvrir  une  loi  de  formation 
]K)ur  le  carré  d*un  polynôme  quelconque,  de  laquelle  nous 
puissions  déduire  un  procédé  pour  l'extraction  de  la  racine 
carrée. 

On  a  déjà  vu  (n**  19)  que  le  carré  d'un  binôme,  â+&,  est 
^1  à  a'  -f-  7.ab  +  ^*« 

Soit  actuellement  à  former  le  carré  d'un  trinôme  a  -f-  ^  -f"  ^* 
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Dc$iguoas ,  |)our  le  nioiiiout,  £i-f  A  par  une  iieule  lettre  s.;  U  vies^ 

Or  on  a 
s''=i(a  +  ùy=za*+:iaù  +  ù\   arc  =  2(a -f-^)c  ==2ac  +  26c. 

Donc  (a  +  ^  +  c*)'  =  a»  -f-  aoA  +  ^*  4-  2flc  +  "^àc  +  c'  ;  c'csl— 
à-<lire  que  le  carré  d'un  trinôme  se  compose  de  la  somme  des 
carrés  des  trois  termes ,  et  des  doubles  produits  de  ces  termes 
multipliés  deux  à  deux. 

Je  dis  que  cette  loi  de  composition  est  vraie  pour  un  polynomc- 
quclconque.  En  eflet ,  supposons-la  vérifiée  pour  un  polynôme 
d'un  nombre  quelconque  de  termes,  et  voyons  sî  elle  est  vraie 
pour  un  polynôme  renfermant  un  terme  de  pluji. 

AGn  d'y  parvenir,  soit  £i+^+c+i^^...-f  ^-f•A,  un  polyiiome 
composé  de  m  -f>  I  Icnnes,  et  désignons  |)ar  s  la  somme  des  n» 
premiers  termes,  a  +  6  +  ^  +  ci+. . .  +  1  ;  *  +  ^  l'epréicnte 
le  |K)lynome  proposé ,  et  l'on  a(f'4'^)'  =  ^*+  ^^A  +  ^N  ou^ 
remettant  à  la  place  de  s  sa  valeur, 

Or  la  prei^iicre  partie  de  crlte  expression  se  compose,  par 
hypothèse ,  des  carrés  de  tous  les  termes  du  premier poljrnonm 
et  des  doubles  j^f^duits  de  tous  ces  termes  deux  à  deux;  la 
Siiconde  partie  renferme  tous  les  doubles  produits  des  termes 
du  premier poljrnome  par  le  fiouveau  terme  introduit  k/  enfin, 
la  troisième  partie  est  le  carré  de  ce  terme.  Donc,  2<z  loidecom* 
jiosition ,  énoncée  ci*dessus ,  est  encore  vraie  pour  le  nouveau 
polynôme.  Mais  elle  a  été  reconnue  vraie  pour  un  trinôme  ;. 
donc  elle  a  lieu  pour  un  polynôme  de  quatre  termes  ;  étant  Traie 
pour  <7i/a<re ,  elle  Test  nécessairement  pour  cinq,  et  ainsi  de 
suite.  Donc  elle  est  générale. 

On  peut  énoncer  la  loi  d'une  autre  manière:   JLe  can^é 
d'un pofynome  renferme  le  can'é  du  plumier  terme,  plus  le 
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double  produit  du  premier  terme  par  le  second,  plus  le  carré 
du  second;  plus  les  doubles  produits  de  chacun  des  denxpre^ 
miers  termes  par  le  troisième ,  plus  le  e^rré  du  troisième; 
plus  les  doubles  produits  de  chacun  des  trois  premiers  termes 
parle  quatrième,  plus  le  carré  du  quatrième;  et  ainsi  de  suite. 
Cet  énoncé ,  qui  est  évidemment  compris  dans  le  premier,  nous 
condalru  plus  aisémeut  au  procédé  de  rextraotîon  de  la  racine 
carrée  d'un  polynôme. 
On  trouvera  d'après  cette  loi» 

ou,  réduisaBty  ga'— iaa'i+*8fl'^'-^i6a6'+  i6A<; 

(5fl«A— 4a*c+6*c'— 3a»c)^=25û»6*— 4o«3*'c+76a»6V 
— 48<i5V-^-f366*c*^3oaiic+!i4a'ôc«-r,36a'6c3-f9iiîc*. 

Passons  à  l'extracUon  M  la  racine  carrée. 

87.  Désîguons  par  N  1#  poljilome  dont  il  faut  obtenir  la  ra- 
cine, et  par  R  cette  racine ,  ^ue  nous  supposons  pour  le  moment 
déterminée }  concevons  en  outre  que  œs  deux  polynômes  soient 
ordonnés  par  rapport  ans  puissances  desoeodanles  de  l'une  des  « 
lettres  qu'ils  renferment ,«  par  exemple. 

Gela  posé,  f observe  d'abord  (|ue  kts  deux  premiers  termes* 
(leN  (en  le  supposant  ordonné}^  peuvent  donner  sur-Ie-cbamp 
le  premier  et  le  second. terme  de  R  ^  en  effet  9  il  4résulte  évidem«« 
ment  de  la  loi  de  formation  du  cari*é  (  n®  86  ) ,  1^.  çue  le  carré 
du  premier  terme  de  R  renferme  un  exposant  de  la  lettre  a  >. 
plus  grand  que  dans  auaune  des  autres  parties  qui  entrent  dans, 
la  composition  du  carré  de  Ry  a"*,  que  le  double  produit  dtk 
premier  terme  de  B.par  le  second,  renferme  aussi  un  exposank 
plus  élevé  que  dans  les  parties  suivantes.  Ainsi ,  les  deux  par«^ 
ties  dont  nous  venons  de  parler,  n'ayant  pu  se  réduire  avec 
les  au  très  9  sont  nécessairement  les  deux  termes  de  N  afibetéa 
du  plus  haut  exposant  de  a^  et  de  l'exposant  immédiatement 
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infériettr.  D'où  il  sait  que ,  si  N  est  réellement  un  carré  parfait, 
1®.  êon  premier  terme  doit  être  un  carré  parfait,  et  sa  racine, 
extraite  daprhs  le  procédé  Jiin^  83 ,  est  le  premier  terme  de  H; 
2®.  son  second  terme  doit  être  divisible  parle  double  du  premier 
terme  deïLjei,  en  effectuant  cette  division,  on  a  pour  quotient 
le  second  terme  de  R. 

Afin  de  pcm^oir  obtenir  les  termes  suivans  ^formons  le  carré 
du  binôme  déjà  trompé,  et  retranchons-le  ^  N  ;  le  reste  y  que 
nous  désignons  par  N',  renferme  encore  les  doubles  produits 
du  premier  terme  de  R  par  le  troisième  »  du  second  terme  de 
R  par  le  troisième ,  plus  une  suite  d'autres  parties.  Mais  le 
double  produit  du  premier  terme  par  le  troisième  doit  renfer» 
mer  a  avec  un  exposant  plus  grand  que  dans  les  parties  sui- 
vantes, et  ne  peut,  par  conséquent ,  avoir  été  réduit  avec  ces 
parties.  Donc,  ce  double  produit  est  le  premier  terme  de  N'; 
ainsi  9  ce  premier  terme  doit  être  divisible  par  le  double  du 
premier  terme  de  Ry  et,  si  F  on  effectue  cette  division,  le  quo^ 
tient  est  le  troisième  terme  de  K» 

Pour  obtenir  de  nouveaux  termes,  il  faut  former  les  doubles 
produits  du  premier  terme  et  du  second  par  le  troisième ,  plus 
le  carré  du  troisième,  puis  retrancher  tous  ces  produits  du 
reste  1^'^  ce  qui  donne  un  reste  M'  qui  i^enfcrme  encore  le 
double  produit  du  premier  terme  de  R  par  le  quatrième ,  plus 
une  suite  d'autres  parties.  Mais  on  prouvera ,  comme  précc-> 
demmenty  que  /ie  premier  terme  de  M'  est  nécessairement  le 
double  produit  du  premier  terme  de  R  par  le  quatrième;  ainsi, 
en  divisant  le  premier  terme  de  T^'  par  le  double  du  premier 
terme  de  R,  on  a  pour  quotient  le  quatrième  terme  de  K;  et 
ainsi  de  suite. 

N,  B.  Il  est  absolument  indispensaUle^  après  avoir  obtenu 
les  deux  premiers  termes  de  la  racine ,  de  retrancher  le  carre 
du  binôme  trouvé ,  du  polynôme  N  ;  car  ordinairement,  le 
carré  du  second  terme  de  R  renferme  a  avec  le  même  exposant 
que  dans  le  double  produit  du  premier  terme  par  le  troi- 
sième; par  conséquent,  il  a  dû  se  rt'duire  avec  ce  double  pro- 
duit. Ainsi  ;  ce  n'est  qu'après  avoir  soustrait  ce  carré;  du  poly- 
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Bome  N ,  qu'on  peut  assurer  que  le  premier  terme  du  reste  est 
égal  au  double  produit  du  premier  terme  de  U  par  le  troisième. 
La  même  remarque  s'applique  aux  trois ,  quatre. .  •  •  premiers 
termes  trouvés. 

Nous  laissons  aux  jeunes  gens  le  soin  de  déduire  des  raison* 
nemeos  précédons  le  procédé  général  de  l'extraction  de  la 
racine  carrée  d'un  polynôme.  Il  leur  suffit,  pour  cela,  de 
réunir  toutes  les  parties  qui  sont  en  earacthre  italique.  Nous 
allons  d'ailleurs  en  faire  l'application  à  un  exemple  particulier. 

Soit  proposé  d'extraire  la  racine  carrée  du  polynôme 


25a4_3oa?é +49fl*A«— .2406^+16^»   1     Sa^—Zab+^b* 
— i5tf *+3oa'6  —  ga'lf^  J    i  oa* 

1*'  reste. . .     4oa*6»— 24«*^+i6ô* 
— 4oa'^*+^4^*^ — '6** 
a*  reste. ...  o 

Apres  avoir  ordonné  le  polynôme  par. rapport  à  a,  on  ex- 
trait la  racine  carrée  de  aSa^,  ce  qui  donne  Sa*  que  l'on  écrit 
a  la  droite  du  polynôme;  puis  on  divise  le  second  terme 
—  3oii^Â  par  ioâ*y  double  de  5a*  (on  écrit  loo*  au-dessous 
de  5a*  )  ;  le  quotient  est  —  3ab  que  l'on  place  à  la  droite  de 
5a*.  Les  deux  premiers  termes  de  la  racine  sont  donc  5a* — 3afr. 
Carrant  ce  binôme ,  on  trouve  aSa^  —  3oa^6  -f-  ga*A*,  qui, 
retranché  du  polynôme  proposé,  donne  un  reste  dont  le  pre- 
mier terme  est  /^oa*b\  Divisant  ce  premier  terme  par  loa*, 
double  de  5a*,  on  obtient  pour  quotient ,  +  ^b^  ;  c'est  le  troi- 
sième terme  de  la  racine ,  que  l'on  écrit  à  la  droite  des  deux 
premiers  termes.  Formant  le  double  produit  de  5a*  -—  3a6  par 
4^%  et  le  carré  de  4**>  on  trouve  4oa*é*  —  li^ab^  -f-  i6éJ,  Poly- 
nôme qui ,  retranché  du  premier  reste ,  donne  o  pour  reste  fi- 
nal. Ainsi,  5a*  -—  3a6  -^  4^*  ^'  '^  racine  demandée,  ou 
plutôt  (  n^  81  )  l'une  des  valeurs  de  la  racine  demandée.  L'autre 
valeur  est  —  Sc^  -{^  3ab  •—  4^%  et  on  l'obtiendrait  en  écrivant 
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-—  5a*  pour  la  racine  carrée  de  ^  ^Sa^,  puis  eu  divisant 
—  Zod^ù  par  —  5a*,  et  continuant  l'opération  comme  ci- 
dessus.  Mais  il  est  plus  simple ,  dès  qu'on  a  obtenu  la  première, 
d'écrire  ensuite  pour  la  seconde,    -—  (  5a*  —  3ab  -f-  4^ )< 

Les  commençans  peuvent  s'exercer  sur  les  carrés  qui  ont  été 
développés  n*  86. 

88.  Si  le  polynôme  proposé  renfermait  plusieurs  termes  af- 
fectés de  la  même  puissance  de  la  lettre  principale  j  il  faudrait 
disposer  le  polynôme  comme  il  a  été  dit  dans  la  division  (n®  39), 
et  appliquer  le  procédé  ci-dessus,  en  regardant  comme  une 
seule  et  même  partie ,  la  somme  algébrique  des  termes  affectés 
de  la  même  puissance ,  et  remplaçant ,  dans  l'énoncé  de  ce  pro- 
cédé ,  les  mots  :  premier  terme  du  polynôme ,  premier  terroe  du 
reste,  premier  terme,  second  terme. ...  de  la  racine ,  par  les 
expressions  :  première  partie  du  polynôme,  oa  partie  affectée 
de  la  plus  haute  puissance,  première  partie  du  reste  ^premihre, 
seconde. .  •  partie  de  la  racine.  Au  surplus ,  ces  sortes  d'exem- 
ples se  présentent  fort  rarement. 

8g.  Nous  terminerons  par  les  remarques  suivantes  : 

1°.  Un  binôme  ne  peut  jamais  être  un  carré  parfait,  puis- 
qu'on sait  que  le  carré  du  polynôme  le  plus  simple ,  c'est-à-dire, 
d'un  binôme ,  renferme  trois  parties  distinctes  qui  ne  peuvent 
éprouver  aucune  réduction  entre  elles.  Ainsi,  l'expression  a'-f-^^ 
n'est  pas  un  carré  \  il  lui  manque  le  terme  zb  nab  pour  qu'elle 
soit  le  carré  de  a  it:  &. 

2°.  Pour  qu'un  trinôme  ordonné  soit  un  carré  parfait ,  il  faut 
que  les  deux  termes  extrêmes  soient  des  carrés,  et  que  celui 
du  milieu  soit  le  double  produit  des  racines  carrées  des  deux 
autres.  Alors,  la  racine  du  trinôme  peut  s'oblenir  immédiate- 
ment .  Extrayez  les  racines  des  deux  termes  extrêmes,  et  af- 
fectez les  deux  racines  du  même  signe  ou  de  signes  contraires, 
suivant  que  le  terme  moyen  est  positif  ou  négatif,  Fén-- 
fiez  ensuite  si  le  double  produit  de  ces  deux  racines  donne  k 
terme  moyen  du  trinôme.  Ainsi;  9^^-—  4^^*  "f  i>4^*^  ^ 
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pour  racine  carrée,  l/g^ —  ^6^a^ù^,c*eat-k'^\re3û?''^8ab*; 
car  3a'  X  —  »6a6'  =5  —  ^8a^b\ 

4a^  +  1 2ab  -—  gff*  ne  pelit  être  un  carré  parfait ,  quoique  J^à* 
et  g&*  soient  les  carrés  de  aa  et  de  3b ,  et  que  i  aab  es  aa  X  6fr  ; 
mais  —  gft*  n'est  pas  un  carré. 

3*.  Lorsque ,  dans  la  série  d'opérations  que  comporte  le  pro* 
cédé  général ,  le  premier  ternie  de  l'un  des  restes  n'est  pas 
exactement  divisible  par  le  double  du  premier  terme  de  la 
racine,  on  peut  conclure  que  le  polynôme  proposé  n'est  pas  un 
carré  parfait.  Cest  une  conséquence  éridente  des  ràisonneraens 
que  nous  avons  faits  pour  parvenir  à  ce  procédé. 

4^  EnDn ,  on  peut  appliquer  aux  racines  carrées  des  poly- 
nômes non  carrés  parfaits ,  les  simplifications  du  n**  84. 

Soit ,  par  exemple,  l'expression  ^a^b  -|-  4a'6*  -f-  ^ab^. 

La  quantité  sous  le  radical  n'est  pas  un  carré  parfait;  mais 
elle  pent  se  mettre  sous  la  forme  ab{a^  -{-  ^ab  -f-  4^*  )•  Or  le 
facteur  entre  parenthèses  est  évidemment  le  carré  de  a  -)-  2^  ; 
d'oii  l'on  peut  conclure  (  n^  84  ) 

y/a*b  +  4a''6*  +  ^ab^  =  (  a  +  2*  )    ]/ab, 

90.  Calcul  des  radicaux  du  second  degré.  L'extraction  de 
la  racine  carrée  donnant  naissance  k  de  nouvelles  expressions 
algébriques,  telles  que  (/a,  3v^A,  71/2  ,  connues  sous  le  nom 
de  quantités  irrationnelles  ou  radicaux  du  second  degré,  il  faut 
établir  des  règles  pour  effectuer  sur  ces  expressions  les  quatre 
opérations  fondamentales. 

Définition.  Deux  radicaux  du  second  degré  sont  dits  sem- 
blables lorsque  la  quantité  qui  eat  sous  le  radical  est  la  même 
dans  les  deux  radicaux.  Ainsi ,  ia\/b  et  5c\/b ,  9^/2  et  7I/2, 
sont  dits  des  radicaux  semblables. 

Addition  et  soustraction.  Pour  ajouter  ou  soustraire  des  ra- 
dicaux semblables,  on  ajoute  ou  Von  soustrait  les  deux  cœjfi^ 
ciens  ,  puis  on  affecte  la  somme  ou  la  différence ,  du  radical 
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commun;  ainsi ,  l'on  a 

3flV/*+5cv/*=(3a+5c)v/i,     3«V/*— 5ci/&=s(3tf-Sc)J/^*; 

de  même 

7 1/2^4- 3 1/2/1=  10 1/211,  7|/2a  — 3V/2fl^4V^2fl. 

I 

Deux  radicaux  peuTent ,  au  premier  abord ,  n'être  pas  seoK» 
blables ,  et  le  devenir  par  le»  simplifications  du  n®  84- 
Par  exemple , 

|/48âJ^+  b  v/75^  ^  4*  1/3^  +  Sb  ]/zk  =  96  1/5, 
2^/45  — 3y/5  =  6  v/5  — 3v/5  =  3  v/5. 

Si  les  radicaux  ne  sont  pas  semblables ,  on  ne  fait  qu'indiquer     i 
l'addition  ou  la  soustraction.  Ainsi  >  pour  ajouter  3  ^b  ï  S  ^û^ 
on  écrit  simplement ,  5  ^a  +  3  ^b. 

Multiplication.  Pour  multiplier  deux  radicaux  l'on  pir 
l'autre,  on  multiplie  les  deux  quantités  sous  le  signe  radical 
Fune  par  Fautre ,  et  Von  affecte  le  produit ,  du  signe  radical 

commun.  Ainsi  |/^  X  ^^=  V^a  X  ^:  c'est  le  principe  du 
n®  84 9  énoncé  dans  un  ordre  inverse. 

S'il  y  a  des  ooefficiens,  on  commence  par  les  multiplier  entre 
eux ,  et  l'on  écrit  leur  produit  en  avant  du  radical. 

+11 

Par  exemple,  3  \'^5ab  X  4j/2oa  =  i2{^  looa'bssiaoa^b^ 

aa\/Fc  X  3aV/*c  =  ea'i/^'^^  6a»*c, 

zay/ôT+lr  X  —  3a  V/a*+&«=— 6fl«(a*^. é«) . 

Division,  Pour  diviser  deux  radicaux  l'un  par  l'autre»  di- 
visez les  deux  quantités  sous  le  signe  l'une  par  foutre,  et 
affectez  le  quotient,  du  signe  radical  commun;  ainsi.  ••• 

yb^Và' 

En  effet,  les  carrés  de  ces  deux  expressions  sont  égaux  à  (a 
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mjme  qaanUté  7;  dooc,  ces  deux  expressions  sont  égales.  S'il 

jades  eoeflicieDS  >  on  écrit  leur  quotient  comme  coefficient  du 

radical. 
Par  exemple  9 

i2ac  \/6bc  :  ^^cV-^b  =  3«l/— ^  =  Za\^'Sc. 

91. 11  existe  deux  transformations  d'un  usage  fréquent  dans 
Péfaloation  numérique  des  radicaux. 
La  première  consiste  à  faire  passer  sous  le  radical  le  coefll- 

cient  de  ce  radical.  Soit ,  par  exemple,  l'expression  3a|/56  ;  on 
obserre  qu'elle  retient  à  V/gô^X  V/5ï,  ou  \^^*.&bz=i  ^\S^ 
(eo appliquant  la  règle  de  la  multiplication  des  deux  radicaux)  ; 
aîosiy  pour  faire  passer  sous  le  signe  d^un  radical  le  coefiicient 
de  ce  radical,  il  suffit  d'élex^r  le  coefficient  au  carré. 

Voici  l'usage  principal  de  cette  transformation.  Que  l'on  ait 
a  éraluer,  à  une  unité  près,  l'expression  6^1 3  ;  comme  i3  n'est 
pas  un  carré  parfait  (  Arith,,  1 1*  édition ,  n®  1 7g) ,  on  ne  peut 
obtenir  qu'une  yaleur  approchée  de  sa  racine.  Gîtte  racine  est 
épie  à  3  plus  une  certaine  fraction  ;  mais,  en  la  multipliant 
par  6 y  on  a  18^  plus  le  produit  de  la  fraction  par  6;  et  le  résul- 
tat total  peut  avoir  une  partie  entière  plus  grande  que  18.  Afin 
de  déterminer  exactement  cette  partie  entière,  on  met6^i3 

ions  la  forme  v/6*.i3=  V/36xi3  =  |/468.  Or  la  racine 
carrée  de  4^8  a  21  pour  partie  entière;  donc  6^1 3  est  ^al  à 
21  pins  une  fraction. 

On  trouTcra  de  même  que  12^/7  =3i  plus  une  fraction. 

ta  seconde  transformation  a  pour  but  de  rendre  rationnels 

les  dénominateurs  d'expressions  telles  que 7-  • —  • 

^  p-^y^  p—Vq 

^)7' étant  des  nombres  entiers  quelconques,  ainsi  que  7,  qui 
cit  d'ailleurs  supposé  non  carré  parfait.  On  parvient  souvent  à 
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ces  sortes  d'expressions  dans  la  résolation  des  problèmes  dn 
second  degré. 

Or  on  remplit  ce  but  en  multipliant  les  deux  termes  de 
la  fraction  par  p  —  \/y  si  le  dénominateur  est/7  +  l/j,  et  par 
P  "^  V9.  ^^  ^®  dénominateur  est  />  —  (Z^.  En  effet  on  a ,  par 
cette  multiplication  et  en  se  rappelant  {  n**  5}  que  la  somme 
de  deux  quantités  multipliée  par  leur  diflférence  donne  pour 
produit  la  différence  des  carrés,  on  a ,  dis- je  , 

a       _^  a(p — {/g)  a{p — {/ç)  ^^op^~a\/q 

p+  V9  ""  ip+ v^)  (  P— Vi)  ~   P'—q         p'— sr  ' 
_       o(p-^{/q) <p+\/ç)  _  op+aVq 


P-V9    ip—V9)  ip+vq)      p'—q         p 

expressions  dont  le  dénominateur  est  rationnel. 

Pour  donner  une  idée  de  l'utilité  de  cette  transformation, 
supposons  que  l'on  ait  ii  éyalner  approximativement  l'expression 

= — • — =.  Elle  revient  a ^ — ,  ou  bien  a ^-^-ï^ — .  Or 

3— »/5  9  —  5 ,    4 

7  \/5  est  la  même  chose  que  1^49  X  Sf  ou  ^7.^5 ,  quantité 

dont  la  valeur  est  1 5,  à  une  unité  près  (*).  Ainsi  l'on  a 

n             21  4-  i5  +  une  fraction       36  •  *      . 

îdys  = ' ? =  j = 9,  i  une  fraction 

près  marquée  par  -r  «  c'est-à-dire  à  un  quart  près. 

Si  l'on  voulait  avoir  une  valeur  plus  exacte  de  cette  expres- 
sion, i7  suffirait  de  calculer  X^t^^B  avec  un  certain  degré  d'ap- 
proximation ,  d'ajouter  ^t  àla  racine  obtenue,  puis  de  diviser 
la  somme  par  ^,ou  d'en  prendre  le  quart. 

Prenons ,  pour  second  exemple,  l'expression '  \     ^  j  ;  el 

proposons-nous  de  l'évaluer  à  o,oi  près. 

{^)  f^oyet  la  note  an  bas  de  In  page  1^6 ,  n<»  go ,  Arith, ,  1 1«  (nliiion. 


Où 
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71^5  7V/5(t/ii  — i/3)_7V/5S— 7V/iS  ^ 


or,    7»,  55=  v/55  x  49  *=  |/^695"=5i,9i,  à  o,oi  près; 
7V/i5=V^i5x49=  |/f35~=27,ii; 


•  • 


lin,,-,        7^/5       ^Si,9i-27,M_24^ 

M  a  donc  3,io  pour  le  résollat  demandé  ;  ce  résultat  est  méme^ 
aact  à  TT—  près ,  comme  il  est  aisé  de  le  Toîr. 
On  trouTerait ,  par  un  procédé  analogue , 

gJ±^I^  =  3,.59,ào,oi  près. 

H.  B.  On  pourrait  bien  calculer  ces  sortes  d'expressions  en 
ffilnant  approximatÎTement  chacun  des  radicaux  qui  entrent 
tant  au  numérateur  qu'au  dénominateur.  Mais  comme  on  n'au- 
nit  pas  une  valeur  exacte  da  dénominateur,  on  ne  se  formerait 
pas  une  idée  bien  précise  du  degré  d'appro^L  imatîon  qu'on  au- 
rait obtenu  ;  tandis  que  ,  par  le  mojen  qui  Tient  d'être  indiqué, 
le  dénominateur  est  rendu  rationnel,  et  l'on  sait  toujours  à 
^i  s'en  tenir  sur  le  degré  d'approximation. 

Les  principes  de  l'extraction  de  la  racine  carrée  des  nombres 
particuliers  et  des  quantités  algébriques  étant  établis,  nous  pou- 
TODs  passer  à  la  résolution  des  problèmes  du  second  d^ré. 

S  U.  Résolution  des  Equations  du  second  degré. 

92.  On  distingue  deux  espèces  d'équations  du  second  degré, 
les  équations  à  deux  termes  ou  incomplètes  ,  et  les  équations 
i  trois  termes  ou  complètes. 

Les  premières  sont  celles  qui  ne  renferment  que  des  termes 

ifictés  du  carré  de  l'inconnue,  et  des  termes  tout  connus;  telles 

Kttt  les  équations 

10 
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On  les  appelle  équations  à  deux  termes,  parce  qu'au  moyen 
des  deux  transformations  générales  (  n*'  4^  ^t  44  )  9  <^  P^°^ 
toujours  I08  ramener  à  la  forme  ax*  =  b.  En  effet ,  considéroiu 
la  troisième  équation,  qui  est  la  plus  compliquée;  on  a  d'abord, 
en  chassant  les  dénominateurs^  8x' —  72+ 1  ox*=7— a4^+^99i 
on ,  transposant  et  réduisant, 

42X'  =  378, 

lies  équations  à  trois  termes  on  complètes  sont  celles  qui ,  outre 
le  carré  de  l'inconnue ,  renferment  la  première  puissance  de 
celte  inconnue.  Telles  sont  les  équations 

5x*— 7x  =  34,gj:»  — ia:4-|  =  8--|a:  — x»  +  ^; 

elles  peutent  toujours  être  ramenées  k  la  forme  ox^*^  bx  sa  c, 
au  moyen  des  deux  transformations  déjà  citées» 

Remarque*  Souvenl  une  équation  f  du  premier  degré  en  ip« 
parence»  dertent  du  second  degré  après  la  disparition  des  dé* 
nominateurs. 

c».  1     v'       !•       fi  —  aa?  4* 

Soit ,  par  exemple,  1  équation  -5 =     y  ; 

si  Ton  «basse  les  dénominateurs ,  elk  détient 

(5  —  2x)(2  —  ar)=:4j?(3-f-x); 

on,  effectuant  les  calculs  et  réduisant , 

ax*  +  21X  s=  10, 

En  général ,  toutes  les  fois  que  x  entre  dafM  les  déooninateon 
d'une  équation ,  l'on  ne  peut  jnger  du  degré  de  oetle  équalîoo 
qu'après  atoir  fait  ditfNirattre  les  dénominateurs  (  n*>  44  )  >  ^ 

opéré  toutes  les  réductions. 
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93*  Éfuàiian  à  deux  termes,         ax^  xsz  b.  '     > 

UrUluiioa  de  cette  équation  n'offre  ancoi&e  difiddlé*"  ' 
Ofl  en  déduit  d'abord 

^'  =  2'  ^^ 

Cela  posé 9  si  -  est  un  nombre  positif;  entier  ou  fractionnaire, 

00  pourra  en  obtenir  la  racine  carrée,  soit  exactement ,  soit  par 
approximation,  d'après  les  procédés  ex^sés on  Arithmétique  ; 

et  si  -  est  algébrique  j  on  lui  appliquera  les  procédés  dftU  rfi- 

cine  carrée  des  quantités  algébriques.  Le  résultat  obtenu  dans 
Funet  l'autre  eas  exprimera  une  valeur  ééx  propire  à  vérifier 
Féqaation  (2). 

Ibb  ai  Ton  observe  que ,  le  carré  de  +  m  ou  de  —i*  191  étante 
éplçment  +  m*  (  n®  85  ) ,  on  peut  prendre  indifieremment  le 
rémltat  dont  nous  Venons  de  parler,  soit  avec  le  signe  -^ ,  $oti 
nec  le  signe  — ,  on  doit  conclure  que  l'équation  (2)  c  véoUe*» 
Beat  deux  solutions  représentées  par 

(k double  signe  it:  se  prononçant  plus  ou  moins),  £n  effet, 
ndntituons  séparément  dans  l'équation  (i)  à  la  place  de  ±  cha- 

ciine  des  valeurs  +  l/"->  —  1/ "''  *'  '^^cnt 

ax(+l/-)=*,     ou    ûX-=*,    ou     b±sé, 
«t     ^><(""  V/")  ^'^^     °"     aX-==^,    ou    b=ib. 


il  est  d'ailleurs  évident  que  ces  valeurs  sont  les  seules  qui 
poissent  vérifier  l'équation  (2),  et  par  conséquent  Téquation  (i). 

b  ■  •  1  '■  ■"  I 

iV.  B,  Lorsque  -  est  une  quanlild  essentîcncnVcnt  négative, 

kidca  valeurs  de  x  sont  ima^tinati^f  (  n^  65;)  f  ee  i|«î  veitl  dsre. 

10. , 


/ 
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que  Péquation  (  ou  le  problème  dont  elle  eit  la  tradnciloB  dl 
gébrique,  ne  peut  être  satisfaite  par  aucun  nombre,  toit  exac- 
tement,  soit  par  approximation. 

Soit,  pour  premier  eiemple,  Péquation 

On  IrouTe  d'abord  ,  par  la  transposition^ 

3^=16}    d'où    a;sdb  v'i6  =  ±4- 
Trenons  pour  second  exemple  l'équation 

'x*  — 3+  — a:»  =  -2^-jr»  +  ÎÇ; 
3  la  24  =*4 

on  a  déjii  reconnu  (n®  ga)  que  cette  équation  se  rédoit  à 

4ax* SB  378,  d'oii ,  en  divisant  par  4a ,  x*  =  -r—  ss  9 ;  donc 

«  =  ±3. 
-  Soit  enfin  Péquation  3^?^  =  5  ;  on  en  tire 


^=-v/i'=-5^'^' 


G>mmc  i5  n'est  pas  un  carré  parfait,  on  ne  peut  déterminer 
ces  deux  valeurs  de  x  que  par  approximation. 

g4*  Équation  complète  du  second  degré,     ax^  -f-  &x  =  c. 
Pour  résoudre  cette  équation ,  divisons  les  deux  membres  patf 
le  coefficient  de  x*,  et  posons^  pour  plus  de  simplicité,  ^  zsz  p^ 


»  =  jjT  ;  il  vient 


X*  +  px  ssi  q...  .(i) 


Cela  posé,  remarquons  que ,  si  Pon  pouvait  ramener  le  pro» 
mier  membre  x^-^-px  au  carré  d'un  binôme,  une  simple  extrao* 
tion  de  racine  carrée  rédutimit  Péquation  à  une  équation  du 
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premier  degri.  Or,  en  oompannl  oo  premier  membre  au  carré 
da  binôme  x  -4-  <>>  cest-i-dire  k  x*  +  aax  4*  «S  on  Toit 
foe  X*  +px  86  compose  du  carré  d*on  premier  terme  x,  plos 
da  double  prodait  de  ce  premier  terme  x  par  nn  second,  qui 

estalors  ~  (car  ona/;x  =  2.-.jr};  d'oji  il  suit  que,  si  l'on 

^yiVLÏek^^pxlectariàe  ^f  ^^  J^>   ^^  premier  membre 

de  Féquation  deviendra  le  carré  de  x  +  ^  >  niais  pour  ne  pas 

trooMer  Pégalité|  il  faut  aussi  ajouter 'v-  aii  second  membre. 
H  Tient ,  par  cette  transformation , 

d'oli,  extrayant  la  raciiie  carrée, 

(On  met  ici  le  double  signe  d: ,  par  la  raison  que  le  carré  de 

+  yf-  +  ?,oude— y/^  +9,  est  également ^+9.) 
Tirant  en6n  la  yaleur  de  x,  on  obtient 

Comme  il  est  d'ailleurs  éTident ,  d*aprës  l'équation  (s) ,  qu'il 
>aqne+  y  r  +  î»^""  V  T  +  9^  «["»  fVLme  repré- 
senter la  Taleur  de  x  -|»  ^  >  il  a^rnsuît  nécessairement  que*  •  • 

^£  +  v/v  +  î  «^  — ^ —  Va  "*"  ^^  '^^^  '®*  seules 

talenrs  de  x  (\n\  puîssei^t  yérificr  Tcquation  (2} ,  et  par  consé* 
quent  la  proposée  (1^. 


n' 
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Ainsi ,  Vimconnme  de  ioute  équation  du  second  degré  «  daa   * 
vakuTf  ei  me  peut  en  avoir  davantage 0 

On  pettt  d'aîlloirs  établir  cette  règle  générale,  pour  re- 
tondre itoe  équation  complète  do  second  degré  :  Jpr^  avoir 
ramené  f  équation  à  la /orme  x*  +  p^  =  <I>  ajoutez  aux. deux 
membres  k  carré  de  la  moitié  du  coefficient  de  x  ou  du  se^ 
cond  termej  extrayez  la  racine  carrée  des  deux  membres  en 
ajant  soin  dajfecter  la  racine  du  second  membre  du  double 
signe  ±;  tirez  enfin  la  valeur  de  x  de  cette  nouvelle  équation, 

Tiû  double  yaleur  de  x  ^  à  laquelle  on  parvient  par  ce  mojen, 
peut  s'énoncer  ainsi ,  en  langage  ordinaire  :  la  moitié  du  cœjpr 
cient  de  n,  pris  en  signe  contraire ,  plus  ou  moins  la  racine 
carrée  du  terme  tout  connu  augmenté  du  carré  de  ht  moitié 
du  coefficient  de  x. 

Soit ,  pour  premier  exempte ,  l'équation 

6  a  4  ^  12 

On  trouTO  d'abord  ^  en  chassant  les  dénominateurs , 

lojr*— €j?  4-  9  =  96 — 8*  —  taar*  +  273 , 

oli  I  trADf  ))OSftat  et  réduisant , 

2&r*-f-2A:  =  36o, 

ou  bien  enGn ,  divisant  les  deux  membres  par  22 , 

,   ,    2  36o 

22  2a 

Ajoutons  maintenant  aux  deux  meqjibres  ( — j  ;  l'équation 
,    .        ^       2        .  /  I  V      36o  ,   /  I  V    „  , 

I         _L_      /36o    ,    /  I  \' 
la-ra^cine  carrée»  jr  +  —  =it  2:  1/ f-  (  —  )  ; 

22  V     22  \22/ 

.    •  1    ,    .  /36o  ^  /ty 

ctparconsequent,.r==--±  y  —  ^  f^-^  ^ 
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rrémltat  conforme  à  l'énoncé  donné  ci -dessus  pour  la  double 
nleor  de  x. 
Il  rate  maintenant  l  effectuer  les  calculs  numériquet.  D'a- 
bord, il  faut  réduire 1-  (  —  j   à  un  seul  nombre  qui  ait 

(m)*  pour  d4aomiiiatear  commun. 

^           36o    .    /  I  \»       36o  X  22  +  I        noai 
Orona +  ( — i  = ; — -; =  f^^^; 

22    ^   \22/  (22)*  (22)*  ' 

eitrayant  la  racine  carrée  de  7921 ,  on  trouve  89  pour  radae 
.    .  -  /36o    .    /  I  V        8q 

*  V     2a  \22/  22 

On  a  donc  a:  =  —  —  ih  — . 

22        22 

Séparons  cbacnne  des  valeurs;  il  yient 

1      ,    89  88         , 

22        22  22 

22        22  22  11* 

Ainsi,  des  deux  valeurs  propres  à  satisfaire  à  l'équation  pro- 
posée, l'une  est  un  nombre  entier  absolu,  et  l'autre  un  nombre 
iractionnaire  n^atîf. 

Soit ,  pour  second  exemple,  l'équation 

6j:*  —  37X    =  —  67, 
qui  revient  a  x^  —  -^  j:  =  —  ^» 

Si  Ton  ajoute  aux  deux  membres  (— ^)  »  il  vient 
d' èi ,  extrayant  la  racine  carrée , 
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Pour  réduire  ("-^  )  —  -^  i'iin  seul  nombre  i  obserrom  que 

(ït)*  =12X13  =  6X24;  ainsi ,  il  suffit  de  multiplier  57  par 
24 1  puis  37  par  lui-même,  et  de  diyiser  Fexcès  du  second  pro- 
duit sur  le  premier,  par  (i2)\ 

Or,            37X37  =  1869,     57X24SS1368; 
donc  (— )  — -^  =  - r-, 

expression  dont  la  racine  carrée  est  — ^. 

=  ?24.  — =  — =  i2 
317  .   I  1        12      12      12      6  ' 

Donc,«=:— ± — , 

'        12     12 


12      12      12 


On  remarquera ,  dans  cet  exemple,  que  chacune  des  deux 
valeurs]  est  positive  et  répond  directement  h  l'énoncé  de  la 
question ,  dont  l'équation  proposée  peut  être  considérée  oomme 
la  traduction  algébrique. 

Soit  maintenant  Véquation  littérale 

4a*  —  2ar*  +  ^or  =  iSab  —  i8i*  ; 
on  a  d'abord ,  en  transposant,  changeant  les  signes,  puis  di- 
TÎsant  par  2,        ar*  —  axs=  2a*  —  gaô  -f- 96* j  d'où, 

complétant  le  carré ,       jr*  —  ûar  +  7-  =s  2^ 90*  -f-  96*  ; 


l 
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otraTant  la  racine  y      a:=s-d:\/  ^^  —  S^-fS^** 


Qr  j—  —  goA  -f-  gft*  a  éTÎdemment  pour  racine  9  —  —  36; 

j  a  .  /3a      o/\   jf  »  f  ^=:      a«  —  3*, 

donc,xs=:-lt( 36  ],  d  ou  {  ,   ,, 

a      \a  /  l  0:=:—  a  +  36. 

Ces  deux  valeurs  seront  positives  à  la  fois  si  l'on  a  211  ^  36 
et3&  >  €i|  c'est-à-dire  si ,  a  et  6  étant  tous  deux  positifs ,  on  a 

ipins  grand  que  ?,  mais  plus  petit  que  -r-* 

Nous  proposarons  pour  exercices  les  équations 

a:*  — 7x4- 10  =0. ..  râleurs  I         ~iç    [> 
-x— 4— 0:*+^^ — |a:'=s45— 3x»-f-4^{    ^I I*  ^jào^iprèsj 


m»x» 


itf'  +  é* — 26a:  4- x=   ...,  donne 

gS.  On  peut  résoudre  l'équation  as^  -f-  60:  =r  c  sans  faire 
diiparattre  le  coefficient  de  :x^  \  maïs  les  transformations  sont 
plus  compliquées. 

Le  terme  or*  peut  être  mis  sous  la  forme  (xV/a)*9  et  le 

IL 

terme  hx  sous  celle-ci  :  2J:i/fl  X  — r-  ;  d'où  il  suit  que  ax^-^bx 
i^résente  les  deux  premiers  termes  du  carré  de  a:  ^  a-)- 


ai/a' 

ainsi,  en  aîou  tant  aux  deux  membres  (  — —  Y  ou  7-  ,  on  rendra 

\2V/a/       4^ 

^  premier  membre  un  carré  parfait. 
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EOTectooM  osUe  transformation  ;  l'cquation  deTÎent 

ax"  4-  ^x  -t-  -5—  r=  c  -f-  -r—  :    ^ 


extrayast  la  racine ,     x  ^a  -| —  =  dt  I/^^  +  t-; 

transposant,  ^^^  —  ~ TTTT ^  V  *' ■'" ZS* 

Divisant  les  denx  membres  par  v^a,  et  observant 

on  obtient  enfin  x  =  — —  ±  ^  -  +  — , 

on  bien  encore ,  x  =         ■  — -=— , 

résultat  auquel  on  parvient  plus  aisément  en  mettant  Péqaa- 

b         c 
tion  sous  la  forme  x*  4-  -  xs=-  ;  et  nous  n'avons  exposé  la 

a,         a 

métbode  précédente  que  comme  un  simple  exercice  de  calcol 

sur  les  radicaux  du  second  degré. 

^.  Appliquons  ces  principes  à  la  résolution  de  quelques 
problèmes. 

Premier  problème.  Trouver  un  nombre  ul,  ^um  le  doMc 
de  êon  emrré ,  ougmenÈi  du  triple  de  ce  nombre,  donne  pour 
somme  65. 

Soit  X  le  nombre  inconnu  ;  on  a  pour  l'équation  du  pro- 
blème f 

aar*  +  3x  =  65, 


1»  1  3  .   ^  /65  ,  q  3  .23 

d'où  r^--±^^+^^--±-. 
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3  .  23      ^    ,  3      23  i3 

donc    ^  =  -^  +  j  =  5,ct  x=^^-.^=--. 

« 

La  première  ralear  saiisfait  à  U  quesUon  dans  le  sens  de  son 
énoncé.  En  effet, 

2X  (5)*  +  3  x5  =  2Xa5+  s5  =  65. 

Pour  interpréter  la  seconde,  observons  d'abord  qne>  si  Vott 
remplace  x  par  —  x  dans  Péquatîon  2X*  +  3*  =  65 ,  il  n*y  a 
que  le  coefficient  de  3x  qui  change  de  signe ,  car  (— -x)*  =  x^ 

3  23 

Ainsi , an  liett  d'obtenir 2:=  —  7±:-7-,on  trouvera 

4  4 

x:=sy±i  -7-,  oux  =:  —  et  X  =  —  5,  valeurs  mî  ne  diffb* 

4     4  a 

rent  des  précédentes  que  par  le  signe.  Ainsi,  l'on  peut  dire 

que  la  solution  négative  — -  — ,  considérée  indépeiidamttient 

de  son  signe ,  satisfait  au  nouvel  énoncé  :  T\*ouver  un  nombre 
telj  que  te  double  de  son  carré,  diminué  da  triple  de  ce  mime 
nombre,  donne  pour  différence,  65.  En  effet,  on  a 

(i3V      ^       i3       i6q       3q      ^t, 
—  )  —  3x  —  =  -2 2=65. 
2  /               222 

Second'  proMènse.  Une  personne  a  acheté  un  certain  nombre 
d^ù^nà^  it  drap  pour  a^o/r.  Si,  avec  Ut  même  somme,  etk 
a»aiê  eu  3  aunes  de  moins  du  même  drap,  Vaune  lui  auraii 
coûté  f^fr.  de  plus.  On  demande  le  nombre  d'aunes  acheté. 

Soit  X  ce  nombre  ;  --^  exprime  alors  le  prix  d'une  aiine. 

M» 

Si ,  pour  240  fr. ,  elle  avait  3  aunes  de  moins ,  c'est4«dtre 
X  —  3  aunes,    le  prix   de  l'aune  serait,   dans  celte  hj^- 

potbëse,   représenté    par    — ^.  Mais,  d'après  l'énoncé,  ce 

dernier  ytix  surpasse  le  premier  de  4  î  on  a  donc  l'équation 
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240         a4o  ^__  - 

d'oii  l'on  tirci  en  chassant  le  dénominateur  et  réduisant , 

ar*  —  3  ar  =  180. 


Donc  ar  =  -±:  l/?+i8o  =  -=-^i 

a       V  4  a     ' 

ce  qui  donne     x=i5    et    xss— la. 

La  Taleur  j:  =  i5  satisfait  à  l'énoncé;  car  i5  aunes  pour 

a4o  fr.  donnent  --^  ou  16  fr.  pour  le  prix  de  Faune;  et  12 

aunes  pour  a4ofr.  donnent  pour  le  prix  de  l'aune  ao  fr.|  nom- 
bre qui  surpasse  16  de  4* 

Quant  à  la  seconde  solution ,  on  peut  former  un  noa^el 
énoncé  auquel  elle  conyienne.  En  effet,  remontons  à  l'équation, 
et  changeons  <r  en  —  x  ;  il  yient 

a4o  aio       ,  ..     a4o        240  , 

équation  qui  peut  être  traduite  en  langue  ordinaire  de  deux 
manières  différentes  :  1^.  Une  personne  a  acheté  un  certain 
nombre  faunes  de  drap  pour  7.^0  fr,;  si  elle  avait  pajré  la 
même  somme  pour  3  aunes  de  plus ,  faune  lui  aurait  coûté 
4yr»  de  moins.  On  demande  le  nombre  d aunes  acheté?  a*.  Une 
personne  a  vendu  un  certain  nombre  d'aunes  de  drap  pour 
a^ofr.;  si,  pour  la  même  somme,  elle  en  asfait  vendu  3  aunes 
déplus,  Faune  lui  aurait  étépajée  l^fr*  de  moins.  On  demande 
le  nombre  d  aunes  vendu  ? 

Ce  dernier  énoncé  se  rapporte  peut-être  plus  immédiatement 
au  changement  de  signe  de  x ,  puisqu'un  achat  négatif  peut  être 
ooDsidéré  comme  pue  vente. 

%n  résolvant  d'ailleurs  l'équation  de  l'un  de  ces  énoncés,  on 
trouverait  évidemment x=  la,  x  =  —  i5;  car  l'équation  ré- 
duite deyiendrait  j:*  +  3x  ==  180,  au  lieu  de  o^  — -  3x=  i8ot 
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N,  B,  Les  deax  problèmes  précéJens  oITrent  une  nouvelle 
confirmation  du  principe  établi  n*  69  pour  les  problèmes 
do  premier  degré  ;  et  nous  en  donnerons  (n^  gg)  une  dé- 
monstration complète   pour  toutes  les  équations  du  second 

dfgré. 

Troisième  problème.  Un  négociant  escompte  deux  billets , 
titn  de  6']'j6 /r.  pajrable  dans  9  mois,  l'autre  de  'j^SSfn, 
payable  dans  8  mois;  il  paie  pour  le  premier,  de  plus  que 
pour  le  second,  1200  fr.  On  demande  le  taux  <t intérêt  d^4k» 
prêt  lequel  il  a  dû  escompter  ? 

Solution,  Pour  rendre  les  calculs  plus  simples,  désignons 
pir X  l'intérêt  de  100  fr.  pour  un  mois,  ou  par  iilt  l'intérêt 
pour  un  an }  gx  et  6x  sont  les  intérêts  pour  9  mois  et  8  mois  ; 
doue,  100  -f  gxet  100  +  8r  i^eprésentent  ce  que  doit  dcTenir 
le  capital  100  fr.  au  bout  de  9  mois  et  de  8  mois.  Ainsi ,  pour 
déterminer  les  valeurs  actuelles  des  deux  billets  de  8776  fr. 
et  }488  fr.|  il  tscaï  établir  les  proportions 

,00  +  9T  :  100  ::  8776  :  ^^^i 
,00  +  8*  :  .00  ;:  ,488  :  7^^; 

et  les  quatrièmes  termes  de  ces  proportions  expriment  ce  que 
k  ségociant  a  payé  pour  cliacun  des  billets.  Donc ,  en  yertu 

dePénoaoé,  on  a  l'équation  —21- '^    _^  nL  =  ^^^^  î 

'  ^  loo+gr        100 -f- ox 

«,d)serTant  que  les  deux  membres  sont  divisibles  par  4^0, 


21 
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100 -h  gx        100  4- 8x 
GkMnnt les  dénominateurs  et  réduisant,  on  trouve 

ai6x*  +  4396^  :=  2UOo; 


iS8  hisovmw 


aigS   .   ,  /2200   ,   (2198)' 
Réduisatkt  les  deux  termes  soas  le  radical  au  même  dénomina^' 


—  !iig8±:  t/53o64o4 
teur,  a:  = ^ , 

—  2198  db  \/  63o64o4 
ou  ,  multipliant  par  1  a ,     1 20:  =  q" • 

Pour  obtenir  la  Taleul*  de  i2J:à  0,01  prës,  il  suffit  d'extraire 
la  racine  carrée  de53o64o4  h  Oyt  pfës,  puisque  cette  racine 
doit  être  ensuite  divisée  par  18. 

La  racine  carre  de  53 06404  est  23o3 , 5  ; 

.                                     --«  2198  d:â3o3,5 
donc  i2a:= ^ — g ; 

io5y5      .  ^^ 
par  conaéqucnt,  t^xç=s — —  ==5,oq, 

— 45oï»5  ^     o 

cl  I2X== ^g         SS5  — 25o^o8> 

\ 

La  râleur  positive ,  120:=:  5,86,  représente  donc  le  taux 
dMntérèt  cherché. 

Quant  h  la  solution  négatire,  elle 'ne  peut  être  regardée  que 
comme  liée  à  la  première  par  une  même  équation  iu^  second 
degré.  En  remontant  à  l'équation ,  et  changeant  x  en  •—  x,  on 
traduirait  difficilement  la  nouvelle  équation  dans  un  énoncé 
analogue  a  celui  du  problème  proposé. 

Quatrième  problème.  Un  homme  acheta,  un  cheval  qu'il  vend 
au  bout  de  quelque  temps  pour  2/^  louis,  A  cette  vente,  il  perd 
autant  pour  loo,  du  prix  de  son  achat,  que  le  cheval  lui  mmii 
coûté.  On  demande  le  prix  de  V  achat? 

Solution.  Soit  x  le  noralire  de  louia  que  le  cheval  lui  a  coûte, 
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JT— >a4cit  une  première  eipretsion  de  la  perte  qu'il  «ftiU.  MaU 
paûque^  d'après  renoncé^  il  perd  autant  de  louis  sur  i  oo  ^'il  j 

a  (Punîtes  dans:r^  sur  t  louîs  il  perd ,  et  sur  x  louiâ  il  perd 

— .  On  a  donc  l'équation 

100  ^ 

—  =  a:  —  ai , 
loo  ^ 

et  x;ss,5o  "il  y  25oo -—  2400 ts  5o  dr  1  o. 

Donc  X  =  60    et    x  =  40. 

Ces  deux  Talenrs  satbfont  également  a  la  question» 

En  effet ,  supposons  d'abord  que  60  soit  le  prix  de  l'achat  ; 
comme  24  est  le  prit  de  la  rente ,  36  est  la  perte  que  lliamine 
éprouYC.  D'un  autre  côté,  11  doit,  en  vertu  de  l'énoncé,  perdre 

60  pour  loô  de  60 ,  c'est-k-dîre  les  —  de  60,  ou .nom- 

^  lOO  100      ' 

bre  qui  se  réduit  a  36;  ainsi ,  60  satisfait  a  l'énoncé. 

Soit  maintenant  4^  le  prix  de  l'achat ,  16  est  la  perte  qu'il 
éprouve;  d^ailleurs,  il  doit  perdre  ^o  pour  100  de  ^o ,  ou 

4o  X  ^-^  »  nombre  qui  se  réduit  a  16  ;  ainsi ,  io  vérifie  encore 
100  ^ 

renoncé. 

Discussion  générale  de  V équation  du  second  degré* 

Josqu'a  présent ,  nous  n'avons  résolu  que  des  problèmes  du 
second  degré ,  dont  les  données  étaient  exprimées  par  des 
nombres  particuliers.  Mats  peur  être  en  état  de  résoudre  dea 
problèmes  généraux,  et  d'interpréter  tous  les  résultats  aux- 
qaela  oa  peut  parvenir  en  attribuant  auA  donnéea  des  valeurs 
particulières ,  il  est  nécessaire  de  reprendra  Téquatien  ]%  i^ns 
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générale  du  second  degré ,  et  d'examiner  les  ciroonsteneei  qii 
résal  tent  de  toutes  les  h^potlèses  possibles ,  £iites  sur  les 
£cicns.  Tel  est  l'objet  de  la  discussion  de  réquation  du 
degré. 

97.  Ayant  de  passer  à  cette  discussion ,  nous  ferons  oonoaitif 
un  fait  analytique  qui  n'est,  du  reste,  qu'un  cas  particulier 
d'une  proposition  qui  sera  démontrée  par  la  suite  pourtoato 
équation  d'un  degré  quelconque  à  une  seule  inconnuCi 

Reprenons  l'équation  générale 

x^'^px:=zq^     ou  plutôt     a^-^pX'^qzszo^ 
ainsi  que  les  deux  valeurs  de  x  correspondantes,  safoir: 


Transportons  dans  le  premier  membre  tous  les  termes  de  CM 
deux  dernières  égalités,  ce  qui  donne 


et  multiplions  ces  nouTelles  égalités,  membre  à  membrCiSa 
observant  que  les  premiers  membres  peuvent  être  considérai 

l'un  comme  la  différence  des  deux  quantités  a: +' et  \/  x~+ïi 

l'autre,  comme  la  somme  de  ces  mAmes  quantités;  nous  obte" 
nous  (n®  5) 

('+0-(f +')=«. 

OU  réduisant ,  x*  +/?x  —  y  =  o. 

D'où  l'on  voit  que  le  premier  membre  de  toute  équation  é^ 
second  degré,  ramenée  préalablement  à  la  forme. •  •• 
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;"*  +  JMf  —  ç  ^s  o  y  esi  k  produit  de  deux  facteurs  du  i**  degré 
Al,  qui  ont  pour  partie  commune  x ,  et  pour  partie  non  corn» 
wnme  chacune  des  deux  valeurs  de  x  prises  en  signes  con  « 
Umres;  en  aorte  que  ySÎ  Ton  désij^ne  par  x\  x"^  ces  deux  valeum , 
ea  a  ridenlité 

3^  +  px  —  j  =  (ar  — j:')  (x  —  x"), 

Cest  probablement  cette  propriété  qui  a  fait  donner  le  nom 
de  racines  aux  Taleurs  de  l'inconnue ,  parce  que  ces  Taleurs 
éUnt  obtenues,  on  peut  recomposer  Téquation. 

En  général ,  on  appelle  bacinb  d'une  équation  tonte  expres- 
sion Dumcrique  ou  algébrique,  réelle  ou  îniagin«iire ,  qui ,  subs^ 
ûtute  à  la  place  de  Vinconnue  dans  V  équation ,  rend  le  premier 
WÊcmbre  identiquement  égal  au  second.  Ce  mot  est  pris  ici  dans 
me  acception  différente  de  celle  qu'on  lui  avait  attribuée  jus« 
^e  alors  par  rapport  aux  nombres. 

98.  La  propriété  précédente  peut  être  démontrée  d'une 
«ntre  manière  susceptible  de  conduire  à  des  conséquences 
usez  importantes. 

Appelons  a  une  quantité  de  nature  quelconque  ,  et  divisons 
firx— -a  le  premier  membre  de  l'équation  :r^  +px-^q  =0. 


x^+px-^q      y 


X  —  a 


+  a^p 
»•  reste.  .  .       +  (« +/')-a^  — ^; 
agreste.  .  .       +  a*+pa  —  q. 

La  division  du  premier  terme  x*  du  dividende  par  le  premier 
terme X  du  diviseur  donne  pour  quotient  j:,et  pour  i*'  resie 
(«+p)x  —  q;  la  division  du  1"  terme  (a+p)  x  de  ce  reste 
ftrx,  donne  pour  nouveau  quotient  <i  -f  /?,  et  pour  nouveau 
reste  a^  +pa  —  q ,  quantité  iiidù|)endante  de  x. 

Cela  pose  y  si  a  est  racine  de  l'équation  x*  +  px  —  qs^o 
otta  néces&aireineiit  a'  -f'/'û  —  ?=-<>>  •»"»«  le  ^*  reste  de  la 

iWmn  ci-dessos  étant  du1|  la  division  totale  est  exacte ,  et  Uf 

ft 


1^2  m«CUS$lQN   CÉMÉBW*«  ^ 

premier  men^ve  de  l'équation  proposée  esi  divwUe  par 

:i  — a. 

Récîproqaement,  »i  U  diyUion  de  a?  •  + /^*  —  g  par  jp  —  «i 
est  exacte ,  on  a  nécessairemeot  a*  +/i<?  —  tf  ^  o ,  c'pn-i-dtrP 
que  ^cst  racine  de  Tcquation. 

Gomme ,  dans  le  cas  où  a  est  racine ,  a:  —  û  divise  exactement 
x^'+px — ç, et  donne  pour  quotient  x  +  a  +  p,  réciproque- 
ment x+  a+p  divise  exactement  or»  +  |îx  +  y ,  et  donne 
ppur  quotient  x—a-,  d'où  l'on  pe^t  conclure  que  1^  fioantité 
—  û  — p  est  elle-mèmp  une  racine  de  }a  praposée. 

Ainsi ,  rideotilé  x^  +  px  —  q  =  (jp —  a)  {x  +  a -^P) 
Remontre  la  propriété  du  n"  97. 

Voici  ^paintenant  le^  copséq^eiic^,: 

On  TÎept  de  voir  que ,  $i  a  eçt  racine  dfî  Véqi^atipn 

X*  +px î  =  o,  —  a  — p  est  la  seconde  racine  de  cette 

équation.  Or,  l^  si  Ton  ajoute  les  deux  quantités  fi^—  «— /»» 

^I  yiçnt  pour  résultai  —p. 

2».  La  relation  a^  +pa  —  ^  s=  o  reyient  à  celle-cL  .  ,  .  . 

a{—a—p)  =  —  9' 

D'où  Ton  voit  que ,  dans  toute  équation  du  secqnd  degrés  n- 
menée'dhfoTXtiex^+px  —  q^o.lecoqfficiçntfiiusicçnd 

terme ,  pris  en  signe  contraire ,  est  égal  à  la  somme  algébrique 
des  racines;  et  le  dernier  terme  —  q  est  égal  au  produit  de  ces 
mêmes  racines. 

C'est  au  reste  ce  qu'on  peut  vérifier  directement  sur  les  Tr- 
ieurs obtenues  n®  98. 

^=-Ç  +  v/f^.  '•=-?- V^- 

En  ajoutant  ces  deux  égalités  membre  à  membre ,  on  trouve 

x'  +  x"  sss  —  Pi 
et  en  les  multipliant  > 
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N,  D,  II  ne  faut  pas  perdre  de  vue  que  toutes  ces  propriétés 

supposent  que  Féqualion  soit  ramenée  à  la   forme 

X*  +7^0:  —  y  =  o  j  c'est-à-dire ,  i*.  qu'on  ait  d'abord  divisé 
toule  l'équation  par  le  coefficient  de  ^  ;  2*.  que  tous  les  ternies 
soient  transposés  et  ordonnés  dans  le  premier  membre. 

Discussion, 


99.  Reprpons  r^gwftian  générale  x""  -f-i?x=  y,  qhî,  ^M|ii|t 

résolue,  dQsne  jr  ss  — ^  zh  i/ q  +^- 

Pour  qi^  cette  exprcffion ,  qui  renferme  un  radical,  paisse 
ètreévaltti^,  soit  exactement,  soit  pafapproxtmation ,  il  fiiut 
(a®  85}  que  la  quantité  soumise  au  signe  radical ,  c'est-à-dire 

y  +  Yi  soît  positive.  Qri/r-  étant  nécessairement  pqsitif,  qpel 

que  mi  le  aigoe  d^p^il  s^eofuît  que  le  aigpede  la  quantité 

y-f-*^  dépend  principalement  de  celui  de  q,  qp  de  la  quan-r 

iité  toute  connut- 

Cela  posé,  ^U  d'abord  qposUtf,  auquel  cas  l'équation  eal 
de  la  forme  ^  ^px  ss  «4-  j'  (on  met  ici  les  signes  des  coelTi- 
ciens  en  évidence)  ;  on  en  déduit 


.*===pf*v/*+?' 


or  il  est  visible  que  les  deux  valeurs  de  x  seront  réelles  et  pour- 

P^ 
ront  être  déterminées,  soit  exactemept  si  ^  +^r  est  un  carré 

pariait,  soit  avec  tel  degré  d'âpproximatioii  que  Pon  voudra. 

ToMtefois ,  de  ces  deux  valeurs ,  la  première  sera  pi^ilive 
el  répondra  directement  à  l'équdtion ,  on  an  problème  dont  cette 

11.  . 
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équation  est  la  traduction  algébrique  ;  car  le  radical  i/  q  +  y 
étant   numériquement  plus   grand   que  -,    rexpression. ... 

qi -  +  l/  y  +  j-,  est  nécessairement  de  même  signe  que  le 

radical. 

La  seconde  valeur  est,  parla  même  raison,  essentiellement 
négative,  puisqu'elle  doit  avoir  le  même  signe  que  celui  dont 
le  radical  est  alTecté.  Considérée  indépendamment  de  son  signe, 
elle  répond,  non  plus  à  l'équation  telle  qu'elle  a  été  établie, 
mais  à  cette  équation  dans  laquelle  on  aurait  remplacé  or  par 
—  Xj  c'est-à-dire  à  x^zçpx  =  q. 


.   En  effet ,  celle-ci  donne    x=izt.-  ±:  l/y  +  j-, 

taleurs  qui  ne  dîQorent  des  précédentes  que  par  le  signe. 

Il  est  d'ailleurs  remarquable  que  la  même  équation  lié 
entre  elles  deux  questions  dont  les  énoncés  dififprent  néanmoins 
par  le  sens  de  certaines  conditions.  {Vofcz  les  deux  pro- 
blèmes du  n®  g6.) 

Soit  actuellement  q  négatif,  auquel  cas  l'éqnatiim  est  de  la 
forme  ^*  dipx  sr  —  ^ ,  et  les  valeurs  de  x  sont 

Pour  que  l'extraction  de  la'  racide  puisse  s'effectuer,  il  faut 
que  Von  ait  q  <1  t-«  Cette  condition  étant  satisfaite,  les  deux 
valeurs  sont  réelles. 

Comme  d'ailleurs,   \/  z y  cet  numériquement  plus  petit 

que  *-,  il  s'ensuit  que  cçs  voleurs  sont  toutes  deux  négatives  si 
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p  est  positif  dans  l'équation,  c'est-à-ilire  si  cette  équation 
est  de  la  forme  x*  '{-pjc  =  —  ^  ;  et  elles  sont  loules  deux  po* 
tUives  si  p  est  néj^atif^  c'est-à-dire  si  l'équation  est  de  la 

forme  jp*  — /;ar  ss  —  y. 
Les  propriétés  du  n"  98  conduisent  au  même  résultat.  En 

eBet, soient  aei  b  les  deux,  racines  de  l'équation  du  second  de* 

gréx*  +px  =  9  ;  on  a  entre  ces  racines  et  les  coeflicicns  les 

relations 

Cela  posé,  si  ç  est  posiiif  d^as  le  second  membre,  et  par 
eoiAcquent  négatif  dans  le  premier ,  il  s'ensuit  que  les  deux 
hcîoes  sont  de  signes  contraires ,  puisque  leur  produit  est  né- 
gilif.  D'ailleurs ,  leur  somme  algébrique  est  négative  uu  /KMt— 
tive,  sairant  que/?  est  positif  ou  négatif;  ce  qui  veut  dire  que, 
desdeax.  racines,  la  plus  ^mn^e  numériquement  est  de  signe 
<»ntraire  au  coeGicient  p. 

Si  au  contraire,  9  est  négatif  dans  le  second  membre  «  et 
par  conséquent /;c?j//'/  dans  le  premier,  comme  le  produit  des 
deoxTacines  est  alors  positif,  il  faut  nécessairement  qu'elles 
loient  de  même  signe,  s'd\o\r  :  toutes  lesdeux  négatives  quand/? 
est  positif,  et  toutes  les  deax positives  quand/?  est  négatif. 

100.  Le  cas  où  les  deux  racines  sont  positives  mérite  une 
attention  particulit'rc. 

.L'équation  étant  alors  de  la  forme  or' — px  =  —  y  ,  devient, 
pir  un  simple  changement  de  signe , 

px  —  j:*s=^,     ou     x(p  —  x)  =  q^ 

et  peut  être  considérée  comme  la  traduction  algébrique  de  ce 
problème  :  Partager  un  nombre  donné  p  en  deux  parties  dont 
k produit  soit  égal  à  un  autre  nombre  donné  i^j  (/?  et  q  sont 
tftppo^s  ici  des  nombres  abiiolus  ). 

Car  X  désignant  Tune  des  parties,  /?  —  x  est  l'expression  de 
Wre  partie ,  et  a:  (  /?  —  x)  l'expression  de  leur  produit,  qui , 
P*r  hypothèse  ,  doit  être  égal  à  q, 

Remarquons    maiutenant   que   l'équation   est  toujours   la 
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inéniey  sdit  que  Foo  désigne  par  x  la  plus  grande  partiei  soit 
l]ùe  ±  représente  la  plus  petite  ;  ainsi ,  l'équation  résolue  ne 
doit  pas  donner  l'une  plutôt  ^ue  l'autre;  elle  ddit  ddnc  les 
donner  toutes  les  deux  à  la  fois.  Ceci  explique  pourquoi  ré* 
qtiatton  adniet  deux  solmwns  directes. 

Toutefois  î  pour  que  les  deux  raleors  de  x  soilsnt  réelles» 
e'est^à'dire  pottr  que  le  problème  soit  possible  i  il  faut  qUe l'on 
ait 

■»  <f 

Et  en  effet,  quelles  que  soieiit  les  deux  parties  cherchées, 
on  peut  toujours  désigner  leur  différence  par  d\  et  comme  leur 
somme  est  p^  on  aura  (  n*  4  )  P^^^  ^^  expressions  de  ces  deax 
parties, 

p    ,    d  P        d 

-  +  -     et    -^  —  -. 

Efleetoaht  le  produit  de  ces  expressions ,  on  trourè  (  il*  S  ) 

quantité  essentiellement  moindre  que  t-»  à  moins  que  l'on  ne 

suppose  ^=0,  auquel  cas  les  deux  parties  sont  égales,  et 

leur  produit  est  2~  •  Il  est  donc  absurde  d'exiger  que  le  produit, 

4 

qu'on  avait  d'ailleurs  représenté  par  jr,  soit  plus  grand  queV. 

4 

De  là  résulte  cette  conséquence  que  le  plus  grand  prvdMÎt 
qu'un  puisse  obtenir  en  décomposant  un  nombre  absolu  en 
deux  parties ,  et  multipliant  ces  deux  parties  entre  etlet, 
est  le  carré  de  la  moitié  du  nombre. 

Soit,  par  exemple,  56  le  nombre  à  partager. 
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On  i     56  =  S6  4*  ^o  ;  et  36  x  20  =  720 

56  ==  3i  -h  a5  ;  et  3i  X  25  =  775 

56  =s  29  +  27  ;  et  29  X  «7  =  783 

56  =:  28  +  28;  et  28  X  28  =  784. 

On  voit  tei  i\ùe,  pi  os  là  différence  des  dëo!L  parties  est  pê« 
Sièf  plttf  leur  produit  est  grand;  et  ce  produit  atteint  son 
maximum  quand  les  deux  parties  sont  égaies. 

Exarhen  de  quelques  cas  particuliers, 

ICI.  1^  Si  9  lorsque  j^  est  négatif^  c'esl-à-dire  lorsque  l'équa- 
tion est  de  la  forme  x*  -f-  /^x  =  —  q  (p  étant  de  signe  quel- 

otmque)  y  on  suppose  q  égal  4  j-,  le  radical,  vT  —  îi  des 
itxcL  valeurs  de  x,  devient  nul,  et  ces  valeurs  se  réduisent 
hue  et  Tautre  à  x  =  —  -;  on  dit  alors  que  les  deux  racines 

mi  égales  i 

Ea  effet  ^  si  l'on  remonte  à  l'équation ,  et  qu'on  y  rem- 
Ace  q  par  V  >  elle  devient  x*  +  ox  =  —  V  >  <1'<^"  l'on  tire 
4  4 

x*4"/'*+^  =  ®»     ou    rx  +  -J=o. 

.  Dins  œ  cas  y  le  premier  membre  est  le  produit  de  deux 
fstteurs  égaux.  On  peut  doue  dire  aussi  que  les  racines  de 
féfnation  sont  égales,  puisque  alors  les  deux  facteurs  égalés  à 
léro  donnent  la  même  valeur  pour  x. 

1^  Si ,  dans  l'équation  générale  x^  -|~  P^  =  ^ ,  on  suppose 

î=:o,  les  deux  Taleurs  de  x  se  réduisent  à  x=:  — -^-j-^^ 


P       P 
«ïxsso,     et  à     x  =  — -  —  -, 


2      2 
ou    X  =  •-•  p. 


2       2 
btfet,  Téquatibn  est  alors  de  la  forhie  x  *f-  vx  ss       9u 
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En  effet ,  la  première    x  ïs > -= — ,  se  redui- 

c  c 

tant  d'abord  à  j  par  l'hypothèse  â  t=:  o>  devient  -  lorsqa'oùy 

joint  l'hypothèse  6  =  0. 

Quant  a  la  seconde     x^ ,    en  faisant 

sa 

sobir  a   cette  expression   la   même  transformation  qh'à  là 
première,  c'est-à-dire  en   multipliant  les  deux  termes  par 

—  6  -)-  V^6*  +  ^ocy  et  supprimant  ensuite  le  facteur  aa  ^ 
commun  aûi  deux  termes,  on  la  change  en  œlle-c!  : 

—  2C 


expression  qui  se  réduit  à  •— — ,    par   la    double  hypothèst 

a  =  Oy  6s:o. 
EhGh,  lorsqu'on  supposé  en  même  tempi  ^  =  0,  0  =  0, 

c  ss:  o ,  les  deûi  Vdieurs  de  a:  se  présentent  sobs  la  forihe  - , 

sans  qu'aucune  transformation  puisse  conduire  à  deS  valeurs 
de  X  déterminées.  Et  en  effet ,  l'équation  se  réduit  »  dans  ce 
cas  y  à  o  =  o  y  et  est  tout-k-fait  indéterminée. 

t'est  le  seul  cas  d'indétermination  que  présente  l'équation  du 
second  di^ré. 

On  peut  parvenir  aux  conséquences  précédentes  au  moyen 
d'une  analyse  beaucoup  plus  simple,  qui  aura  d'ailleurs  l'avan- 
tage de  s'appliqner  par  la  suite  à  dès  équatiotts  d'Un  degri 
quelconque. 

Reprenons  l'équation        ax*  -j'bxzsc, 
et  posons    x=  -  ;    il  en  résulte 
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•-  +  -^ci     oabiea    i;x^  —  ijr— .«  =  0, 

(en  chassant  les  dénominatears  et  transposant  ). 

Cela  posé  ;  soit  d'abord  a  =  o  ;  cette  dernière  éqaatibii  dé- 
fient ^•  — é7'=o> 

et  donne  deux  valeurs    ^  =  o ,     r  =:  ~ . 

c 

Substituant  ces  Taleurs  dans  la  relation  ;i  -  •  on  éil  â{- 

dnit  a:  =  -,      a:  =  -7. 

o  h 

Si ,  ontre  Phypolbëse  a  =  o ,  on  a  encore  S  s=  o ,  la  valeur 
*  =  r  devient  elle-même  -  ou  infitàt. 

Et  en  effet ,  Péquation  ^—  ftj"  — >  d  r::  o  ,  se  iréduit,  dans 
cette  double  hypothèse ,  à  cy^  •=.  o ,  éqfuation  dont  les  deux  ra- 
cines sont  égales  à  o.  Ainsi  lés  valeurs  de  x  correspondantes 
sont  toutes  les  deux  infinies. 

Quant  au  cas  oii  l'on  A  en  même  temps  asso^bsnùfC^6\ 
Péqnatîon  r;^—  dj*  —  a  :=o  se  réduit  à  0=0 ,  comme  l'équa- 
tion ax^  +  ùx  =  c,  et  admet  une  infinité  dé  valeurs  pour  j^, 
d'oh  il  résulte  une  infinité  de  valeurs  pour  x. 

Nous  allons  maintènatit  appliquer  les  principes  de  cette 
discussion  générale  à  divers  problèmes  qui  donneront  lieu  à 
tontes  les  circonstances  qu'on  peut  rencontrer  dans  les  pro- 
blèmes du  second  degré. 

tÈÙÊtàUÊ  DJCS  LVlàibBS. 

z J 1 — i i 

c  A         c        B  c. 

io3.  Cinquième  problème.  Trouver  sur  la  ligne  qui  joint 
deux  lumières  AetB  d  intensités  différentes,  le  point  où  elles 
éclairent  égttlernènt. 
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(On  suppose  connu  ce  princi|)e  de  Physique,  que  les  /»•' 
tensiiés  dune  même  lumière,  à  deux  distances  difféierUes, 
sont  en  raison  inverse  des  carrés  de  ces  dislances. 

Solution,  Soient  a  la  distance  AB  des  deux  lumières,  b  l'in- 
tensité de  la  lumière  A  à  l'unité  de  distance,  c  l'intensité  de  la 
lumière  B  à  la  même  distance.  Soit  C  le  point  cherché  ;  faisons 
AC  =  j:,     d'où    BC==tf  — X. 

Puisqu'en  vertu  du  principe  de  Physique,  l'intensité  de  A 
à  la  distance  i  étant  b ,  son  intensité  aux  distances  2,  3^  4» 

est  7,  -,  ->...'.,  il  s'ensuit  qu'à  la  distance  x  elle  doit  être 
4'  9     16         ' 

exprimée  par  — .  On  a  de  même ,  pour  Tintensité  de  B  à  la  dis- 

•M» 

Q 

tance  a —a:,  7 :  mais,  d'après  l'énoncé,  ces  deux  inten- 

{a  —  x)'  ^ 

si  tes  doivent  être  égales  ;  ainsi  l'on  a  l'équation 

*  c 


X*         {a  —  x)*  * 
d'on  Ton  tire ,  en  développant  et  réduisant , 

S^b  —  c)  X*  —  2a&x  =  —  fl'6. 


^         ,        .       ,  û6     _^     /  û'ô*  a^b 

Cette  i^uation  donne  x  =  y— ^  d:  \J  (JZT^-J.  —  ^^ZT^ 

.,  .     ,  aip-iiy/bc) 

ou  réduisant ,  x  ^  —^-7 » 

o^c 

expression  qui  se  simplifie  si  Ton  ol)serve  i".  que  b:±  ^bc 
peut  se  mettre  sous  la  forme  ^b  .  \/b  rh  yb  .  V^c,  ou 
Vi  .  (V/Adt  i/c);  2».  que  A  —  c=(v/6)»  —  (V/c  )•  = 
{yb+vc)  {\/b — V^<î)-  Ainsi,  en  considérant  d'abord  le 
signe  supérieur  de  l'expression  ci-dessus,  on  a 

_      a\/b  .  (y/A  4-  t/r)      _      a[/b 
^~(^A+  \/c)  {yb^Y^c)~  yb^yc' 


DK  QUIXQUES  AUTRES  PROBLÈMES.  17! 

Ott  obtient  de  même  pour  ia  seconde  Taleur, 

a\/b(i/b  —  \/c) a\/b 

Au  rcst(»,  ces  valeurs  simplifiées  pouvaient  s'obtenir  immé« 
dialemcnt  d'après  l'équatîoo  proposée.  En  effet ,  réquation 

c  .     .  ,    (a^xy      c 

a  — r— -  ~  1  • 


reYÎent 


X'       {a  —  x)*  X» 

Or,  si  Pon  extrait  la  racine  carrée  des  deux  membres ,  il  vient 

a  — X 


(Fok»  chassant  les  dénominateurs  et  transposant , 

_     a\/b 


a 


\/b  —  x\/b^±.x\/c^    donc     x^^—f^—. 


N.  B.  On  a  d*abord  obtenu  les  valeurs  sous  une  forme  plus 
compIi(|uée,  parce  qu'on  a  résolu  l'équation  du  second  degré 
par  la  méthode  générale, qui  est  moins  simple  que  celle  qui 
Tient  d'être  employée. 

Discutons  maintenant  les  deux  valeurs  simplifiées.  On  a 

_      a\/b        ^  1^  ^^^ 

^••-  -  -  vA-hVcM  dWPontire  .    »^*+y^^' 

Soit  d abord  b^  c. 
La  pRXMiiRB  VALEUR   de   X ,       ,         "f   est   positive  et 
plus  petite    que  a  ,  car  ■    ,|^"-  -  .est  une  fraction }  ainsi 


1  ^4  DISCOSSION 

cette  valeur  donne  pour  le  point  également  éclaire,  un  point  C 
situé  entre  les  points  A  et  B.  On  voit  en  outre  que  ce  poiat 
est  plus  Toisio  de  B  que  de  A  ;  car,  à  cause  de  b^  ç  ,  on  a, 

yb-^yb,  ou  fiyb-^yb+y/c,  d'oà  ^^^^>;. 

et  par  conséquent  — j y  >  -.  Cela  doit  être  en  effet ,  puis- 
qu'on suppose  Pintensité  de  A  plus  forte  que  celle  de  B. 
La  valeur  dea^x  correspondante,     /t\    /  »    ^^  P^'*" 

tlve  et  plus  petite  que  -,  comme  il  est  aisé  de  le  vérifier. 
La  seconde  valeua  de  Xy  —y 7-,    est  encore  posi- 

tîve,  mais  plus  grande  que  a-,  car  on  a  — ^ — y-  ^  i.  Celte 

seconde  vale^ir  dfmne  doqp  an  second  ppia(  C'  Mtué  spr  Iç  pro- 
longement de  AB,  et  à  la  droite  des  deux  lumières.  On  conçoit 
^^  fiSçl  qil9  les  deux  lumières  se  répandant  ei^  tous  seqs,  il  ji^eat 
javQicsurle  prolongement  de  AB,  un  autre  point  égaleinent 
^cUIré,  ctçç  point  doit  être  plus  voisin  de  la  lumjère  B  dont 
l'intensité  est  la  moins  forte. 

Oq  peut  reconnaître  à  posteriori  pourquoi  ces  deux  valeurs 
sont  liées  par  la  même  équation.  Si ,  au  lieu  de  prendre  AC  pour 
Tincomiue  x,  on  prend  AC,  il  en  résulte  })C'f=^  — ^  ;  ^însl 

,      b  c 

Fon  a  l'équation— ss-r—- — -:  or,  comme  (x— a)'  est  îdcn- 

.  X  yX  ^""^  €tj 

tiqup  avec  (a—  ^)*,  la  nouvelle  équation  est  la  même  que  Pé- 
quation  déjà  établie ,  qui ,  par  conséquent ,  ne  doit  pas  plutôt 
donner  AC  que  AC 

La  seconde  valeur  ^^    a  —  *,  -  -    j^ — ,  est  négative, 

ce  qui  doit  être,  puisque  Pon  a  x^a;  mais,  en  changeant 

Its  signes  de  FéquaU-m  g  ~  jf  g=      ,  ^ ^  »  on  trtfivf  ..• 
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tfl/c 
'  —  «  =  T/bZTt/l: '  ®*  ^^*®  râleur  de  :r  —  a  représente  la 

valeur  ahsolue  de  BC 

fw/  b<e. 

La  vRSMiiRB  vALKUii  dc  X,  '^y  ^^^iestt9PJouryp9sît}yig, 
mais  (plus  petite  que  -,  puisque  l'on  a 

La  râleur  àea—x  correspondant^,  ou      f^^      ,  est  po- 
sitive et  plus  grande  que  -. 

Ainsi,  dans  Ph'ypothèse  que  l'on  oonsidère,  le  point  G,  situé 
entre  les  points  A  et  B ,  doit  être  plus  Toisin  de  A  que  de  B. 

Là,  sxconoe taueub  de  jc,  —77-^ .  ou ^ r*   est  eb. 

sentiellement  négatire.  Pour  l'interpréter,  remontons  à  Téqua- 

tien,  qui  dertçnt^  |prsqu'on  remplace  x  paf  —  x,  -2=: — ^^ 

Or,  a  —  jp  exprimant  d'abord  la  distance  de  B  au  point  cher- 
dié ,  a  -f-  X  doit  maintenant  exprimer  cette  même  distance,  çp 
qui  exige  que  le  pqint  cherché  soit  a  la  gauche  de  A,  en  C  par 
aerople.  Kt  en  efiet,  pubque  rintensité  de  la  lumière  B  est 
par  hypothèse,  pl^s  forte  que  celle  de  A,  le  second  point  cher- 
ché doit  être  plus  voisin  de  A  que  de  B. 

La  yaleur  de  tf — x  correspondante ,  — r — ^ — ,  ou  — ^-^ 

est  positive  ;  et  cela  tient  k  ce  qne,  x  étant  n^lif ,  a-^x  ex-- 
prime  réellement  une  somme  ariihpiéiique.  * 

Soit  h  =  c. 

Les  deux  premières  valeurs  de  x  et  d^  a  -^  ;f  ^  rfldujsfiit 


176  Disattsio?r 

à  -  ;  ce  qui  donne  le  milieu  de  AB  pour  le  premier  point  égi — 

lement  éclairé.  Ce  résultat  est  conforme  à  riiypothèse. 

Les  deux  autres  valeurs  se  réduisent  à  >   ou  deTiennei^*! 

o 

infinies}  c'est-à-dire  que  le  second  point  également  éclairé  esf 

situé  à  une  distance  6e&  points  A  et  B  plus  grande  qu'aucune 

quantité  assignable.  Ce  résultat  répond  parfaitement  à  Phypo* 

thèse  présente  ;  car,  si  l'on  suppose  que  la  di&erence  6  ^  c,  tant 

être  tout-a-fait  nulle ,  soit  extiêmement  petite  ,  le  second  poiot 

également  éclairé  existe,  mais  à  une  distance  très  grande  da 

■'     deux  lumières;  c'est  ce  qu'indique  l'expression  — jl'^~7  A)Bt 

le  dénominateur  est  extrêmement  petit  par  rapport  au  numért- 
teur  ;  et  lorsqu'on  suppose  enfin  b  z=zc  jO\ï  ^h  —  (/csso^k 
point  clierché  ne  peut  plus  exister^  on  doit  se  tfoaver  sitoéà 
une  distance  infinie. 

Observons,  en  passant ,  que  dans  le  cas  de  6  =  c,  si  l'on  con- 
sidérait les  valeurs  non  simplifiées, 

a{b  +  Vbc)  o{b^  \/bc) 

X  := y et     X  = 5 , 

la  première,  qui  correspond  à  ar  =  — ~- ,      deviendrtï 

,  et  la  seconde ,  qui  correspond  à  x  =  ■     ,    ^ .    de- 

o   '  '  ^  *  V^^  +   1/c  ' 

viendrait  -.  Mais  on  n'obtient  -  qu'à  cause  de  l'existence  d'ut 
o  o  ^ 

facteur  commun ,  ^b  —  ^c ,  entre  Ips  deux  termes  de  la  valenr 

de  X,  (  l'qjrez  ce  qui  a  élé  dit  n*'*  78  et  102.  ) 

*Lcs  deux  termes  de  la  première  comprennent  bien  aussi  I0 

facteur  commun  yb  +  i^  c  ;  mais  en  le  supprimant ,  on  trouve 

X  = — T-^Z »  expression  qui  se  réduit  encore  a  ^ —     dini 

Phjpothîrse  de  *  =  c. 
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Soient  b  =  c     et    a  =:  o. 

Le  premier  système  de  valeurs  de  x  et  de  a  *—  :r  se  réduit 

à  Oy  et  le  second  système  à  -.  Ce  dernier  caractère  est  ici  le 

sjmbole  de  V indétermination)  car  si  l'on  remonte  à  l'équation 
dn  problème,  (6  —  c)x*—  %abx  =  —  a^b,  elle  se  réduit,  dans 
rbypothëse  actuelle,  à  o.x*  —  o.x=:o,  équation  qui  peut 
être  satisfaite  par  un  nombre  quelconque  mis  pour  x.  En 
effet ,  puisque  les  deux  lumières  ont  la  même  intensité  et  sont 
placées  au  même  point,  elles  doivent  éclairer  également  cha^' 
cun  des  points  de  la  ligne  AB. 

La  solution  o  que  donne  le  premier  système ,  est  une  de  ces 
solutions,  en  nombre  infini,  dont  on  vient  de  parler. 

Soit  enfin  a  =  o ,  b  étant  différent  de  c. 

Chacun  des  deux  systèmes  se  réduit  à  o  ;  ce  qui  prouve  qu'il 
n'y  a,  dans  ce  cas,  qu'un  seul  point  également  éclaire:  c'est 
celui  oh  les  deux  lumières  sont  placées. 

L'équation  se  réduit  alors  à(6— •c)x'  =  09et  donne  les 
deux  valeurs  égales,  x  =  o,  x==o. 

La  discussion  précédente  offre  un  nouvel  exemple  de  la 
précision  avec  laquelle  l'Algèbre  répond  à  toutes  les  circons- 
tances de  l'énoncé  d'un  problème. 

104.  Sixième  problème.  Trousser  deux  nombres  tels  que  la 
différence  de  leurs  produits  par  les  nombres  respectifs  a  e<  b 
soit  égale  à  un  nombre  donné  8,  et  que  la  différence  de  leurs 
carrés  soit  égale  à  un  autre  nombre  donné  q. 

Solution.  Soient  xcijr  les  nombres  cherchés  ;  on  a  évidem^ 


/  ax  —  by  =s  s , 
ment  les  deux  équations  {      •        \. 


De  la  première  on  tire  pf  =  -^ — — ,  valeur  qui ,  substituée 
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dans  la  secoude  ^  donne 

(  II"  —  ^»  )  J-*  —  ribsy  =:s*^  a*q. ..      (i)  ; 

donc  jr  =  ^—y, . 

Reportant  cette  valeur  dam  l'expression  de  :v  en  j",  on  trouve 

\  a* — b'  /"*" 


f 


d'où  X  = ^j— j. . 

(  Il  est  nécessaire  d'observer  que ,  dans  ces  valeurs  de  j  et 
de  Xy  les  deux  signes  supérieurs  se  correspondent  ,•  ainsi  que  les 
signes  inférieurs.  ) 

Discussion,  Nous 'supposerons,  dans  tout  ce  qui  va  suivre , 
que  Oj  bj  q^  5,  soient  des  nombres  absolus  ;  s'il  en  élait  autre- 
ment, certains  termes  des  valeurs  de  x  et  do^"  changeraient 
de  signe,  et  il  faudrait  opérer  ces  changemens  avant  de  dis- 
cuter. 

Soit  a  >  b ,     d'oU    a»  —  b»  positif. 

D'abord,  pour  que  les  deux  valeurs  de  x  et  de  ^  soient 
réelles ,  il  faut  que  l'on  ait 

,(a'-6*)<**,    d'<.ù    f<^;^.. 

Supposons  celte  dernière  condition  remplie,  et  déterminons 
les  signes  dont  les  deux  systèmes  de  valeurs  sont  afiectés. 

«f  +  b\^$'  —  q  (a'-^b'l 

Lx  FBiaiIER  SYSTiMB  BST      ^  

bs  +  y/j^— g(g^~y) 

TSSS       '    '  —    7       *  —* 


a*— Z>* 
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Les  deux  valeurs  de  ce  systî-nie  sont  nccrs-saîremeiit  positives 
et  forment  par  conséqueut  une  solulion  direcle  du  problème, 
tel  qu'il  a  été  établi. 

f  iL  I  a'  —  b' 

ut  «COND   SYSTEME  EST      <  ^_-_- 

bs — û^/j"—  q{a^ —  ^») 

La  valeur  de  x  est  essentiellement  posîtîvç  ;  car  de  a  >  b<m 

tîre  w  >  bs^  et  à  fortiori,  as^b  y^  s*  — q  {a^  —  b^^  puis- 
joele radical  est  plus  petit  que  ^* 
Quant  à  celle  de  j^,  elle  peut  être  positive  ou  négative. 

Four  qu'elle  soit  positive ^  il  faut  que  Ton  ait 

bs  >  a\/?^'q~(^—b^\ 
fou,  élevant  au  carré ,  b^s^^a^s*  —  c'y  (û»  — ft^)j 

OQ,  ajoutant  aux  deux  membres  a^q  {a"  —  6*),  et  retranchant 

foii^ea  divisant  parc^  (a-  —  ^*),  ^  ^  "iJ 

Ainsi,  pour  que  le  second  système  soit  encore  une  solution 

s*  .  *• 

^Ue  et  directe ,  il  faut  que  l'on  ait  q  <  —^ j^,ma!s  î?  >  ^; 

ceU-à-dire  que  q  soit  compris  entre  les  deux  nombres  — 


5» 


•'JITF 


J* 


(Observons,  en  passant,  que  la  condition  y  >  — pouvait 


a' 


^reobtenue  plus  facilement,  en  remontant  à  Tequation  en  j*. 
,     Cette  équation  étant  {a* —  b*)j* —  ikbsjrzszs*  — c'y,  on  voit 
1ûe,dans  riiypotlicso  de  a'^  b ,  elle  est  de  ia  forme 

12.  . 
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3* 

X*  — px z=i*^q     81  Foû a   a^q > «•   ou  ? >  -; ,  et  l'on  sait 
(  n®  100  )  qu'alors  les  deux  racines  sont  à  la  fois  positÎTes. 
Sî  l'on  avait  au  contraire^^^  — ,  auquel  cas  on  aurait, 

à  plus  forte  raison ,  q  ^-^ ,^,  la  valeur  de  j  du  second 

système  serait  négative}  et  ce  système  (abstraction  faite  du 
signe  de  y)  ne  serait  plus  une  solution  de  l'énoncé,  tel 
qu'il  a  été  établi ,  mais  bien  de  celui  dont  les  équations  se- 

{ax  «4-  by  nz:  s   \ 
,  ^ /  >  et  qui  ne  différerait  du  pré- 

cédent qu'en  ce  que  s  exprimerait  une  somme  au  lieu  d'une 
différence» 

Ainsi  y  dans  le  cas  de  a  ^  6,  le  problème  admet  ^eirx  soh' 
dons  réelles  et  directes  toutes  les  fois  que  l'on  a 

y>-,mais    qK-^—^^i 

s* 

et  elle  n'en  admet  qu'u/ie  seule  si  l'on  a    q  ^-^^ 

En  prenant  pour  a^b^s^  des  nombres  absolus  quelconques, 
pourvu  toutefois  que  a  soit  ^  6 ,  et  choisissant  ensuite  pour  q 

s^         s^ 
un  nombre  compris  entre  les  deux  limites --et r-  ,  on  sera 

certain  d'obtenir  deux  solutions  directes. 

Soient ,  par  exemple,     a=:6,     &=:4y     f=i5,    d'où 
l'on  déduit 

^"""36"    4'a'  — **~1^— "  4' 
On  pourra  supposer  7=10,  par  exemple,  et  il  Tiendra 

6xi5±:4V^225  —  20X10      00  ±2  20       II      «7, 

20  20  2      2 

4  X  i5  ±1 6V/225  —  20  X  10      6o±:3o      0     3 

20  20  2       2 
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Lci  Solutions  *  =  — ,     r  =  §  et  a:  =2,  j^  =  - ,  forment 

a  2  2  2 

cf  ideminent  deux  solutions  directes  des  équations 

X*  — ^*  =  10. 

Bfaîs  si  l'on  supposait  a  =  6,  6  =  4>  ^  ^^  '^>  ^  =■  5,  il  serait 
fiicile  de  reconnaître  que^  des  deux  systèmes,  le  premier  seul 
dooDerait  une  solution  directe. 

Cas  particuliers  qui  se  rapportent  à  Vhjrpothhse  <fe  a  ^  b. 

Soit    q  =  -r~:ya>     <*'o"    î  («*  —  **)  =  **• 

Lei  deux  systèmes  de  valeurs  de  x  et  de  j^  se  réduisent  à 

X  =  -; Ti  I  J"  =  —; T7*  Ainsi ,  dans  cette  hypothèse ,  il 

o'ja  qu'une  solution  du  problème,  et  elle  est  directe. 
Soit  encore  y  =  — ;  d'où  ^  =  a*q  eiss=a\/  q; 


a' 


^_as+bi/b*q_a^+b^ 
leprcmier  système  devient.    ^     _ft^^+«v^_^^ 


k  second. 


bs  —  a\/b*g 


Et  en  effet,  supposons  «*  =  à'q  dans  l'équation  en  j-  ;  elle  se 
têduit  à  { a*  —  Zi«)^  —  ibsj-  =  o ,  d'oi  l'on  déduit 

« 

7.bs  2ab 

HeportoDS  chacune  de  ces  valeurs  dans  x  =  ; 


*       .  ,  a*  4-  ^» 


lacorésulte    a:=-=v^y,     x  =  ^-^^.^/y. 


A 
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Soii  maintenant  a  <  b  ;     d'oU    a»  —  b*  négatif. 
Les  expressions  de  x  et  dc^  peuvent  se  mettre  aoas  la  Ibrinc 


Ces  valeurs  sont  tbute*  réelles,  puisque  la  quantité  sous  le  ra- 
dical est  essenliellemenl  positive. 

Quant  aux  signes,  la  première  valeur  de  jr  est  essentiellement 
négative, et  il  en  es*,  de  même  de  la  première  valeur  de^.  Ainsi 
ces  valeurs,  abstraction  faite  de  leur  signe ,  répondent ,  non  aux 
équations  proposées,  mais  aux  équationsftj' — flx=:5  ,x* — J^'=^, 
dans  la  première  desquelles  tordre  de  la  différenee  entre  les 
produits  ax  et  by  est  renversé. 

La  seconde  valeur  de  x  est  nécessairement  positive  ;  car  de 

A  >  a,  on  déduit  b  V^5»  +  y  {b*  — «*)  >  as^  puisque  le  ra- 
dical est  numériquemeot  plus  grand  que  s. 

Mais  la  seconde  valeur  de  j'  n'est  pas  toujours  positive.  Four 
qu'elle  le  soit,  il  faut  qu'on  ait  la  relation 

aX/s^-^qib'  —  a^)  >  bs, 

d'où, élevant  au  carré,    a's^  +  a'q  (*•—  a*)  >  b*s\ 

ou,  transposant  âV,  d'q  (A»—  a")  >  (  A*  —  a*)  s% 

et  divisant  par  a*  (6*  — a*  ),  ^ '^ô»' 


En  donnant  à  a,  A,  5,  y,  des  valeurs  particulières,  telles  que 
Von  ait  A  >  a,  cl  y  >  -;,  lo  problème  sera  encore  susceptible 
d'wne  solution  directe. 

Soit  enfin    a  =  b;     doà    a*  —  b*  =  o. 

Le  premier  système  de  valeurs  devient^  dans  cette  bypotbbe, 
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o  o 


rtfcsecond,  ;r=î         j-^?. 

O  o  ' 

Vais  si  Pon  remonteà  l'équation  (a*— i')^*— aè*;^  =#•— a*jr, 
qui,  lorsqu'on  fait  a  =  &^  se  réduit  à  ^2a5j^=j*— -a*}! 


«oidédait r= — ^ . 

cirestoretsiondejren  r,  âr= ,    donne   x=s— ^-î — , 

(Onpanrîendraitaux  mémos  résultats  en  imitant  l'un  des  pro« 
cidéssuifis  n'  loa ,  c'est-à-dire  en  faisant  dans  l'équation  cnjr^ 

7=r-,  ou  bien»  en  mettant  en  évidence  le  facteur  eommah 
'—6*  dans  celles  des  expressions  de  j*  et  de  x,  qni  se  sont  ré- 
gies à  la  forme  -*  \ 

0/ 

Pour  que  la  solution  j:=  — ^ ^jr  =  — * ,  aoit  «^ 


2ÛJ  aflj 


^* 


"fcte,  il  faut  qu'on  ait  y  >  —. 


Dès  Transformations  qu'on  peut  faire  subir  aux  inégalités. 

io5.  Dans  le  cours  de  la  discussion  des  dcnx  problèmes  pré- 

^ensy  nous  avons  eu  occasi9n  de  poser  plusieurs  inégalités , 

^t  nous  avons  exécuté  sur  elles  dns  transformations  analogues  à 

celles  qu'on  exécule  sur  les  égalités.  C'est  en  effet  co  qu'on  est 

souvent  obligé  de  faire ,  lors()u'cn  discutant  un  problème |  on 

^eut  établir  entre  les  données  les  rcialîons  nécessaires  pour  que 

le  problème  soit  susceptible  d'une  solution  directe  ou  du  moins 

^l!e,  et  fixer,  à  l'aide  de  ces  relations,  les  limites  entre  les- 

uelles  doivent  se  trouver  les  valeurs  particulières  de  cei  taines 
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données  pour  que  renoncé  tombe  dans  telle  ou  telle  circons- 
tance. Or,  quoique  les  principes  e'tablis  pour  les  équations 
soient  en  général  applicables  aux  inégalités,  il  y  a  néanmoins 
quelques  exceptions  dont  il  est  nécessaire  de  parler,  afin  de 
mettre  les  commençansen  garde  contre  des  erreurs  qu'ils  pour- 
raient commettre  en  faisant  usage  des  signes  d'inégalité.  Ces 
exceptions  proyiennent  de  l'introduction  des  expressions  né-- 
gaiwes  comme  quantités,  dans  les  calculs. 

Pour  plus  de  clarté ,  nous  allons  passer  en  reyue  les  diverses 
transformations  que  Ton  peut  avoir  à  faire  subir  aux  inégalités, 
en  ayant  soin  de  faire  ressortir  les  exceptions  dont  ces  trans- 
formations sont  susceptibles. 

Transformation  far  addition  et  soustraction.  On  peut, 
sans  aucune  exception,  ajouter  aux  deux  membres  d'une 
inégalité  quelconque ,  ou  en  retrancher  une  même  quantité; 
l'inégalité  subsiste  toujours  dans  le  même  sens. 

Ainsi,  soit  8^  3;  on  a  encore S+S^  3+5 > et 8 — 5>3 — 5. 
Soit  de  même ^ 3 <  —  a j  on  a  encore ^3-f-6< — a+6, 
et —  3 — 6<[ — 2 — 6.  Ceci  est  évident,  d'après  ce  qui  a  été 
dit  (n*  63). 

Ce  principe  sert,  comme  dans  les  équations,  à  transposer 
certains  termes  d'un  membre  de  l'inégalité  dans  l'autre;  soit, 
par  exemple ,  l'inégalité ,  tf*  +  ^'  ^  3ô*  —  aa*  ;  il  en  résulte 
a*  +  2a»  >  3**  —  b\  ou  3a'  >  a**. 

On  peut,  sans  exception,  ajouter  membre  à  membre  deux 
ou  plusieurs  inégalités  établies  dans  le  même  sens,  et  rinégaliié 
résultante  subsiste  dans  le  même  sens  que  les  proposées.  Ainsi 
dea  >  A,c>  d^e^f, . .,  il  résulte  a -f- c -f- c  >&+</ +/ 

Mais  //  fCen  est  pas  toujours  de  même  si  Von  soustrait  mem- 
bre à  membre  deux  ou  plusieurs  inégalités  établies  dans  le 
même  sens. 

Soient  les  inégalités  4^7  ^^  2  ^  3,  on  a  bien 

4  —  2 ,  ou   2  <<  7  —  3 ,  ou  4* 

Mais  soient  les  inégalités  9  <^  10,  et  6  <^  8  ;  il  vient ,  par  la 
soustraction,  9— 6,  ou  3  >  10  —  8,  ou  2. 

On  doit  donc  éviter  autant  que  possible  cette  transforma* 
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tioD,  on  I  lorsqu'on  Temploîc,  s'assurer  dans  quel  sens  Tin^a- 
lité  résultante  existe. 

TbAHSYORMATION   PAU   MULTIPLICATION  ET  DIVISION.  On  pCUt 

multiplier  les  deux  membres  dtune  inégalité  par  un  nombre 
positif  ou  absolu ,  et  V  inégalité  résultante  subsiste  dans  le  même 
ms. 

Ainsi  de  û  ^  & ,  on  tire  3a  <^  3i  ;  de  —  a  <  —  ft  ,  on  dé- 
duit—Sa  ^ —  3^. 

Ce  principe  sert  a  faire  disparaître  les  dénominateurs. 

û* b*      c' rf* 

Que  l'on  ait  l'inégalité -3 —  >  — 5 -,  on  en  déduit ,  en 

multipliant  les  deux  membres  par  6ad, 

3a(a»  — &*)>2rf(c*  — É?*). 

Ménie  principe  pour  la  division. 

Hais  lorsqu'on  multiplie  ou  divise  les  deux  membres  dune 
inégalité  par  une  quantité  négative ,  V  inégalité  existe  en  sens 
contraire. 

Soit,  par  exemple,  8  ^  7  ;  en  multipliant  les  deux  membres 

par—  3 ,  on  a,  au  contraire,  —  24  ^  —  21. 

8  8         7  7 

Deméme,8  >  7  donne— ^,  ou  — q^Hô»  ^^  — i» 

Ainsi ^  lorsqu'on  multiplie  ou  divise  les  deux  membres  d'une 
illégalité ,  par  un  nombre  exprimé  alij;ébriqucment ,  il  faut  s'as- 
surer si  le  multiplicateur  ou  le  diviseur  n'est  pas  négatif;  car, 
dans  ce  dernier  cas,  l'inégalité  existerait  dans  un  sens  contraire. 

Dans  le  problème  du  n^  io4,  de  l'inégalité 
a'y  (  a*  —  Z»^  )  >  j»  (  a*  —  Z»*  ) , 


5* 


on  a  pu  déduire  y  >  —,  en  divisant  par  û'  (  a*  —  &*  ),  parce 

qnel'on  avait  supposé  «  >  i  ,  ou  a*  —  i*  positif. 

//  ricst  pas  permis  de  changer  les  signes  des  deux  membres 
dune  inégalité,  à  moins  qu'on  n'établisse  l'inégalité  résultante 
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en  sens  contraire;  car  cette  transformation  revient  érideinineot 
à  multiplier  les  deux  membres  par  —  i. 

Transfor^tation  tar  élevai  ion  au  CAHRi.  On  peut  élever 
au  carré  les  deux  membres  ctune  inégalité  entre  des  nombnt 
absolus,  et  f  inégalité  subsistera  dans  le  même  sens. 

Ainsi ,  tle  5  >  3  ,  on  déduit  25  >  9.  De  a  +  ^  ^  ^»  ^^  **** 
(a  +  by>c\ 

Mais  si  les  deux  membres  de  Tinégalité  sont  de  signes  queh 
conques,  on  ne  peut  pas  assurer  d'avance  dans  quel  sens  Finé^ 
galité  résultante  subsistera. 

Par  exemple,  —  2<^3  donne  (^a)*  ou  4<9  »  W'*'*  — î>*^ 
donne ,  au  contraire ,  (—  3)'  ou  9  <  ( —  5)'  ou  aS. 

On  doit  donc,  ayant  d'élever  au  carré ,  s'assurer  si  Tes  deux 
membres  peuvent  être  regardés  comme  des  nombres  absolus, 

.Transformation  far  extraction  de  racine  CARRifi.  On  peut 
extraire  la  racine  carrée  des  deux  membres  d'une  inégatili 
entre  des  nombres  absolus,  et  F  inégalité  subsiste  dans  le  même 
sens ,  entre  les  valeurs  numériques  de  ces  racines  carrées. 

Observons  d'abord  qu'on  ne  peut  proposer  d'extraire  U 
racine  carrée  des  deux  membres  d'une  inégalité,  qaatilant 
qu'ils  sont  essentiellement  positifs;  car  autrement  ^  on  le* 
rait  conduit  à  des  expressions  imaginaires  qu'on  ne  poumit 
comparer. 

Mais  que  l'on  ait  9  <[  25  ;  on  en  déduit  V/9  ou  3  ^  V^aS  00  5. 

De  a*  ^  b%  on  déduit  a^  b,  si  aei  b  expriment  des  n<Hi* 
bres  absolus. 

De  même ,  Tinégalité  «•  >  (c  —  by  donne  a  >  c  —  é  «î  V&tL 
suppose  déjà  c  plus  grand  que  ^  ;  et  tf  ^  &  **  c  si ,  au  contraire» 
b  est  plus  grand  que  c. 

En  un  mot ,  lorsque  les  deux  membres  d'une  inégalité  sont 
composés  de  termes  additifs  et  de  termes  sousiractifs,  on  doit 
avoir  soin  décrire,  pour  la  racine  carrée  de  chaque  membref 
un  polynôme  dans  lequel  les  soustractions  soient  possibles», 

106.  Voici  les  énouces  de  nouveaux  problèmes  : 
Septième  problème.  Deux  marchands  vendent  chacun  sCà 
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même  étoffe,  à  des  prix  différens;  le  second  en  vend  3  aunes 
déplus  que  le  premier,  et  ils  en  retirent  ensemble  35  écus.  Le 
premier  dit  au  second  :  J^  a  lirais  retiré  de  votre  étojjfe  24  écus^ 
loutre  répond  :  Et  moi  j'aurais  retiré  de  la  vôtre  1 2  écus  { . 
Combien  d aunes  ont-'ils  vendu  chacun? 

(„,      i"  marchand    ar  =  i5       ..      x  =  5\ 
Rép.     .  o  ou  bien  ^  ]• 

Boitième  problème.   Un  négociant  doit  un  billet  de  6ié^o  fr, 
fifûble  dans  8  mois,  et  un  autre  billet  de  ']63vifr,  payable, 
>  hus  9  mois.  Jl  retire  ces  deux  billets ,  et  remet  à  leur  place  un 
tillet  de  i  ^256  Jr.  payable  dans  un  an.  On  demande  le  taux  de 

tktérét.     (Rép.  lofr.  33  c.  pour  ~  par  an.J 

(hi  soppose  ici  que  cbacun  des  trois  billets  ait  été  réduit  k  ià 
véritable  valeur  (voy.  Arithm.,  n®  228,  1 1*  édilion)  à  Tinstant 
le  fécbange  des  billets  ;  car  il  est  bon  d'obserrer  que  la  ques* 
tion  peut  être  traitée  de  diverses  manières,  et  donner  lieu  à 
des  résultats  tout-à-fait  diflercns,  suivant  les  époques  auxquelles 
on  ramène  les  valeurs  des  billets. 

Neuvième  problème.  Une  personne  possède  iSooo Jr.,  qu'elle 
fsrtage  en  deux  portions  placées  à  intérêt ,  de  manière  qu  elle 
(M  retire  des  revenus  égaux.  Si  elle  faisait  valoir  lu  première 
portion  sur  le  même  pied  que  la  seconde  ,  elle  retirerait  pour 
cette  partie  36o/r.  d*  intérêt;  et  si  elle  faisait  valoir  la  seconde 
portion  au  même  taux  que  la  première,  elle  retirerait  ^%ofn 
dintérét.  On  demande  les  deux  taux  d'intérêt?  (Rép.  7  cl  6.) 

N.  B.  L'équation  de  ce  problème  peut  être  résolue  plus  sim- 
plement que  par  la  mctbode  générale. 

Dixième  problème,  l^rouver  deux  rectangles  dont  on  con* 
naU  la  somme  q  des  surfaces ,  la  somme  a  des  bases,  et  dont 
em  connaît  les  surfaces  p  et  p^  quand  à  la  base  de  chacun 
deux  on  donne  la  hauteur  de  Vautre ,  cest^à^dire  quand  on 
alterne  les  hauteurs  ? 
Résoudre  et  discuter  ce  problème* 
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Onzième  problème.  Partager  deux  nombres  SLethfFunef 
r  autre  en  deux  parties,  de  manière  que  le  produit  dune  partie 
de  a  par  une  partie  de  b  sait  égal  à  un  nombre  donné  p,  et 
que  le  produit  des  parties  restantes  de  a  et  h  soit  aussi  égala 
un  nombre  donné  p^  ?  Résoudre  et  discater  ce  problème. 
.  Douzième  problème.  Trouver  un  nombre  tel,  que  son  carré 
soit  au  produit  des  différences  entre  ce  nombre  et  deux  autnt 
nombres  donnés  a  et  h,  dans  un  rapport  connu  >  p  I  q  ?  Résoiidfl 
et  discuter  ce  problème. 

N6us  recommandons  ce  dernier  problème  aux  élèreSi  noBr 
seulement  parce  que  sa  discussion  offre  de  nouvelles  applio- 
tions  des  principes  sur  les  inégalités,  mais  encore  parce  que  kl 
formules  auxquelles  on  pai*yient  renferment  implicitement  kl 
solutions  d'une  foule  de  questions  analogues ,  dont  les  éoonoJl 
ne  diffèrent  que  par  le  sens  de  certaines  conditions. 

Questions  sur  les  maximums  et  minimums.  Propriétés  des 

Trinômes  du  second  degré. 

107.  Il  est  une  certaine  classe  de  problèmes  qu'on  rencontre 
surtout  dans  la  Géométrie  analytique ,  et  qu'il  est  sonioit 
possible  de  résoudre  à  l'aide  des  théories  précédentes.  Ce 
sont  ceux  qui  ont  pour  objet  de  déterminer  la  plus  grande  ou 
la  plus  petite  valeur  que  puisse  recevoir  le  résultat  de  cer^ 
taines  opérations  arithmétiques  effectuées  sur  des  nombres. 

Soit  proposée  cette  premici*e  question  :  Partager  un  nombre 
donné  2a  en  deux  parties  dont  le  produit  soit  le  plus  grant 
possible ,  ou  un  maximum. 

Désignons  par  x  l'une  des  parties,  l'autre  sera  2a  — -X|  el 

leur  produit,  x  (2a  —  x) .  Si  l'on  donne  à  x  différentes  Taleort, 

ce  produit  passera  par  différens  états  de  grandeur,  et  il  ffêigA 

d'assigner  à  x  la  valeur  qui  doit  rendre  ce  produit  le  plus  grand 

possible. 
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Bésîgoons  parj^  ce  plus  grand  produit  dont  la  valeur  est  in- 
oonnueponr  le  moment  ^  on  aura  ;  d'après  l'énoncé ,  l'équation 

X  (2a  — j:)=:=j-. 

fiegardantj*  comme  connu,  et  tirant  de  cette  équation  [la 

filcur  de  4r  I  on  trouve    »r  =  «  lii  \/ a"  — j*. 

Or,  ce  résultat  fait  voir  que  les  deux  valeurs  de  x  ne  peuvent 
Are  réelles  qu'autant  que  Ton  aura  y  ^  a*,  ou,  tout  au  plus, 
/=:a*;  d'oii  Ton  peut  conclure  que  la  plus  grande  yaleur  que 
prisse reccToirj*  ou  le  produit  des  deux  parties,  est  a^.  Mais  si 
Foa  fait  j^  =  û%  il  en  résulte  x=  a. 

Ainsi, /'our  obtenir  le  plus  grand  produit ,  il  faut  diviser  le 
nmbre  donné  aa  en  deux  parties  égales ,  et  le  maximum  qu'an 
Alientest  le  carré  de  la  moitié  du  nombre,  résultat  auquel  on 
fà  dëjà  parvenu  par  un  autre  moyen  (  n^  1 00  ).   ^ 

Solution  plus  simple.  Appelons  7.x  la  différence  qui  existe 
aitre  les  deux  parties  ;  puisque  leur  somme  est  déjà  exprimée 
par  2a,  la  plus  grande  de  ces  parties  sera  (  n®  4)  représentée  par 

— ,  ou  II  +  j:,  la  plus  petite  par  a  —  x  ;  et  l  on  aura  pour 

X 

lion,     (û+^)  (^ — ^)  "^^Ji  o">  effectuant  les  calculs, 


I»— X*  =j- j  d'où  or  =  ±:  V/û*  —jr. 

Pour  que  cette  valeur  de  x  soit  réelle  ,  il  faut  quej*  soit  tout 
m  plus  égal  à  a*  ;  et  en  faisant  jr  =  a%  on  obtient  x  =  o ,  ce 
(pî  prouve  que  les  deux  parties  doivent  être  égales. 

Ce  moyen  de  résolution  a  l'avantage  de  conduire  à  une  équa- 
tion  du  second  degré  à  deux  termes. 

108.  N.B.  Dans  les  équations  j:(  2^1  —  a:)=:j^,  et 

(fl+jr)  (a— a:)=j*,  c'tablics  ci-dessus,  la  quantité  x  est  ce 
qo'ou  appelle  une  variable,  et  l'expression  x  (2fl — x)  ou 
(41  +  ^)  (^ — x),  est  dite  une  certaine  fonction  de  la  variable. 
Cette  fonction,  représentée  parj^,  est  elle-même  une  autre 
variable ,  dont  la  valeur  dépend  de  celle  qu'on  attribue  à  la 
première.  C'est  pour  cela  que  les  analystes  désignent  quelque- 
fois celle -ci  sous  le  nom  de  variable  indépendante,  tandis  que 
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1 10.  Ces  esemples  suffisent  pour  mettre  au  fait  de  la  marche 
qu'il  faut  suivre  clans  la  résolution  de  ces  sortes  de  questions. 

uépres  avoir  formé  V expression  algébrique  d^  la  quantité 
susceptible  de  devenir  soit  m  maximum^  soit  im  minihvii, 
on  régale  à  une  lettre  quelconque  j.  Si  l'équation  que  Ton 
obtient  ainsi  est  du  second  degré  en  x  (  x  désignantja  quan* 
iité  variable  qui  entre  dans  Vexpression  algébrique) ,  on  la 
résout  par  rapport  an;  puis  on  égale  à  zéro  la  quantité  sou* 
mise  au  radical,  et  ton  tire  de.  cette  dernière  équation  une 
valeur  de  j,  qui  représente  alors  le  maximum  ou  le  minimum 
cherché.  Substituant  enfin  cette  valeur  de  y  dans  Vexpression 
de  n  ,  on  a  la  valeur  de  cette  dernière  variable ,  propre  à  sa- 
tisfaire à  l'énoncé. 

N,  B,  S'il  arrivait  que  la  quantité  sous  le  radical  restât  es* 
sentiellemeqt  positive,  quelle  que  fût  la  valeur  dej",  on  en 
conclurait  que  Vexpression  proposée  pourrait  passer  par  tous 
les  états  de  grandeur  possibles ,  en  d'autres  termes,  qu'elle 
aurait  l'infini  pour  maximum  ,  et  o  pour  minimum* 

Soit ,  pour  nouvel  exemple ,  l'expression  ^-^-, — -~ — -— ;  on 

demande  si  cette  expression  est  susceptible  d'un  maximum  ou 
d'un  minimum  ? 

Ax^  -+-  Ax  —  3 

Posons  -2-^-7 : r—  =J'. 

Il  en  résulte  l'équation  ^r*  —  4  ( 3/  —  i)  jp = 6r  +  3 ,  d'où 

l'on  déduit  a:  = — \ — ^-V/97*  +  4-  Or,  quelque  valeur 

qu'on  donne  à^,1a  quantité  sous  le  radical  sera  toujours  posi- 
tive. Ainsi  yj*  ou  l'expression  proposée  peut  passer  par  tous  les 
états  de  grandeur. 

Dans  les  exemples  précédens ,  la  quantité  sous  le  radical  de 
la  valeur  de  x  ne  renfermait  que  deux  parties ,  l'une  affectée 
de  jr  ou  >* ,  l'autre  toute  connue  ;  et  il  a  clé  facile  d'ob- 
tenir le  maximum  ou  le  minimum  dont  la  fonction  était 
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mtoegiitie.  Hais  il  peut  arrÎTer  que  la  quantité  soumise  au 

ndiedsûitnn  trinôme  du  second  degré  de  la  forme 

V^'t'^'i'P'  ^ans  ce  cas,  la  question  détient  plus  dilB- 
dfe,et  pour  mettre  en  état  de  la  résoudre  complètement ,  il 
MBéomaîre  de  démoutrer  plusieurs  propriétés  relatives  h  ces 
truomes»  /  ■ 

Propriétés  des  trinômes  du  second  degré, 

111.  On  appelle  trinôme  du  second  degré  toute  expression 
dlgftrîqoe  qui  peut  être  ramenée  à  la  forme  mj^  «f-  njr  ^-Pf 
■,a,et/'  étant  des  quantités  connues  de  signes  quelconques, 
jr désignant  d'ailleurs  une  variable,  c'est-à-dire  une  quantité 
qoe  Von  fait  passer  par  diSerens  états  de  grandeur. 

Ainsi  3jr'  —  5jr  +  ']    \    —g^'  +  ar  +  S, 

lont  dits  des  trinômes  du  second  degré  en  jr. 
Si  l'on  ^ale  à  o  le  trinôme  mjr^'i-njr+PfCe  qui  donne 

»r'  +  nr+p  =  o,     d'oJi    jr=_^d:^v/n»— 4mp, 

M  peat  faire  trois  faypotlièscs  principales  par  rapport  à  la 
ulnre  des  valeurs  de  J*  qu'on  vient  d*obtonir  : 

On  peut  avoir /z*  —  ^wp^o,  ow  positif  ;  dans  ce  cas,  les 
itxL  racines  sont  réelles  et  inégales  (de  si>{nes  quelconques). 

Oa bien,     n^  —  4^/?  '=■  o,  auquel  cas  les  deux  racines  sont 
fitUes  et  égales, 

Oo  bien  enfin ,     n*  —  t\mp  <  o ,  ou  négatif:  alors  les  deux 

racines  sont  imaginaires. 

Cela  po»é  I  voici  les  propriétés  relatives  à  ces  dilTérens  cas  : 

PremièremenL  Tontes   les  fois  qu'un   trinôme  du  second 

degré  est  tel  qu'en  l'égalant  à  o  et  résolvant  l'équation  qui  en 

rinlte,  on  obtient  deux  racines  réelles  et  inégal^^s,  toute  quan* 

M  (positive  ou  négative)  comprise  entre  les  deux  racines,  et 

nibstituée  à  la  place  de  j  dans  le  trinôme ,  donne  nécessai" 

mmeai  un  résuliat  de  signe  contraii-e  à  celui  dont  le  coeffi^ 

i3 
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cieni  de  y*  est  affecté;  mais  toute  quantité  non  comprise  enl 
les  deux  racines,  substituée  à  la  place  de  y,  donne  un  résu 
tat  de  même  signe  que  le  coefficient  de  y\ 
En  effet,  désignons  pary  ety  les  deux  racines  (snppofi 

réelles  )  de  l'équation        mjr*  -f-  njr  -f-^  :=:  0 , 

Le  premier  membre  mQ^  +  ^jr^£\ peut  (n* 97)  m 
mettre  sous  la  forme  m  (j-^y)  {jr—jr").  Ainsi  l'on  a 

'»r*+ «r +/>= »»  (r— y)  Cr— y), 

quelque  valeur  qu'on  donne  a  j*. 

Cela  posé,  Sbît  ce  une  quantité  corn  prise  entrée  tijr'y  c'«t4- 
dire  telle  que  l'on  ait  •>Ott  <j-',  maisflt<on>y;  il  « 
résuite  « — y>ou<o,  mais  «  —  7-*<ou>o;  d'oiiroii 
Toit  que  les  facteurs  m  —  jr\  m  —  y  y  sont  de  signes  «»- 
iraires  i  ainsi  leur  produit,  (•  — y)  («-— j^),  est.  négaxf 
DonC|  m  {m  —  y)  (« — j"'),  ou  sa  Taleur  wi«*+n«-f./i,  est  de 
sîgiiê  contraire  à  celui  dont  m  est  affecté. 

Si,  au  contraire,  on  suppose  en  même  temps «^ ou  K^j'  A 
i^bri^y,  d'oïl  Ton  déduit  te  — y  >  ou <o  et  •— y>oo 
•^d ,  les  deux  acteurs  sont  de  même  signe  ;  donc,  leur  prôiïaîl 
(#— y)  («— iT*")  est  positif;  par  conséquent ,  m.  (m-^jr')  (*— J^ 
ou  mce*-f~  nff'+p  est  de  même  signe  que  m,     C.  Q.  F.  D. 

Secondement.  SI  les  deux  racines  sont  réelles  et  égales,  AWft 
quantité  différente  de  celle  qui  réduit  le  trinôme  à  o,  tubstità^ 
dans  ce  trinôme ,  donne  un  résultat  de  même  signe  que  t 
coefficient  de  y'. 

En  effet,  puisque  les  deux  racines  sont  égales,  on  a  la  rât* 

tioa  vS^mp  ss.  o ,  d'oii  l'on  tire  11  =s  - —  ;  dès  lors ,  la  iriiMàli 
'  Jint 


.  A 
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dent  que  pour  tonle  valeur  3e  jr,  aut^e  qiiè  — ' ,  la  quantité 

^J^+njr+p  sera  de  même  signe  que  m.  C.  Q.F.  D. 

7WNt5ièvk«rnfiii.  Btifio  >  slles  debft  4mdii«i  Mat  iiyMigîiniiiPes, 
toute  f»Ê9êÙti  fëèUê^  pmilht  ttd  Yiég)lttte>  MlfÊ/lttéê  à  ta  pétteè 
de  j,  doanegn  Mtt.  ré$Mtuit  de  imétfm.  9ip»  fée  h  tot^j/USent 

de  y*,  ...        - 

I  '      f  .•J«/«|fti  è        *  ^  ..I 

Car,  puisque  les  deux  racines  sont*  imaginaires',  oh  Vi  la  re- 
lation  n^'~^fynp^o\  d'où  4'"/'^  ^^i  ^^  ^^^^  (^^  io5)>  divisant 

Soit  donc  <^  ^^  ^  ^  h*f^  iéêffkt^  Olie  qtiafliNè  M^n 
tiefJemeqt  po^îtixe  ^  î  l  en  ,r4sulte , 

quantité^  qui  restera  tobjours  iie  même  sigpe  que  m»  iguelgiie 
▼àleur  qufe  Poh  y  substitue  pour^.    ' 

1  ta.Laseqoiicfe  pr^pnététoQusGondoitti&ttitcilettitMèparlMr 
d'une  proposition  qui  est  d'un  fréquent  nsage  dans  l'analyse. 

Toutes  les  fois  qu^un  trinôme  du  if  degré^my^^  oy+p.» 
est  un  carré  parfait ,  ofi  a  entre  siss   côejfiiciens  !/a  relation 

n*— 4'PR*"*»  » 

En  effet ,  si  ce  trûiome  est  un  cavré  pV^'^^^  9^  ^^  '^  ^""f™? 
{^J^-f-n^)*,  lés  deux  râciiies  de  1'  équation  ntjr*  -^  j|yf'-J-/;s=  o 
doiTenl  ^tre  égaies.  Or,  pour  qu^  elles  soient  égales|f.fl  faut  que 
la  quantité  sous  Ije  radical,  ou  ^if'^^ifnp^f  soit  nuÛi  ft  Qn  a  donc 
la  relation  n^ — ^mp±zo, 

i3. . 


ig6  APPLICATIOÎIS  DES  PROPHIIStÉS  PBÉCÉDENTES. 

Réciproquemenl.  Si  l'on  a  entre  les  ooefficîcns  la  relation 
»• — J^n^ssxo,  le  trinôme  est  un  carré  parfait;  car  on  déduit 

de  celte  relation ,  p  =  -7--  ;  d'où 

nvr-  +  ny+p  =  mjr^+ny  +  j^:==i(j\/m  +  ^^^ 

iiS.Voyona  actuellement  l'usage  de  cea'pmpriéléa,  dam  la 
résolution  des  questions  «u r  les  maximums  et  minimums. 
Soit  proposé  de  déterminer  si>  lorsqu'on  fait  iwrier  ^r,  la  fono- 

Iîqh ^  "^^ — -L —  peut  passer  par  tous  les  états  de  grandeur. 

•     ■>'   •      -   *  ,  i 

Posons  "^^^V'  ==r,  d'oix»-a(3f  +  i):R=-ai-i4r. 


Ileufésnlte    xrsSj'+idsV/gr*— 8^— ao 


Pour  que  ar  soit  réel,  il  faut  quear*— 8j^— ao  soît  positif. 
Or,  si  l'on  égale  celte  quantité  à  o,  il  vient 


«  \ 


y» V— —  =  0,     dou     r=:aet  risz-^ — . 

Ces  deux  valeurs  de  j*  étant  réelles ,  il  suit  de  la  première 
propriétés  ci-dessus,  que,  dès  qu'on  donnera  a  j*  des  va- 


10     ^  .,_ 
Ienr4  oompriaea  entreactr--^,  tewea  qu^  i,  o,  ^^.i^^^,. 

la  valeur,  du*  trinôme  sera  négative,  puisque  le   cocflScicnt 
Aé  y^  est  positif.  Mais  en  donnant  ij"  des  valeurs  non  com- 

prises  entre  a  et  —  — ,   comme  3 ,  4 ®"  •*  îi» .  — "  3> 

9 
*-^4'*-f  ^^  obtiendra  un   résultat  positif.  On  voit  donc  que 
à  est,  en  nmkbrcs  absolus .  le  minimitm  des  valeurs  que  doit 
Recevoir  j-,*  pour  que  x  soit  Véi'l.' Si,  dâUs  t'expreésion  de  x  ci- 
dés^ud,  on  fitit  j-r-a ,  lè  radical  disparaît,  et  Ton  trouve  xz^  7. 


I 
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EoefetyPexpressîon — g 7 —   devient,  dans  ITiypo- 

IfecdexssH,...  22_- — 1_- —  =  -^sE:a. 
'  4^ — 14  20 

La  racine j^=—- —  est,  en  nombres  négatifs,  le  maukitm 

dei  nienrs  que  j*  peut  receroir,  et  la  valeur  de  x  correspon- 

10  n 

diot  à  œ  maximum,  est  x  =  3x +  *  = — 5« 

9  3 

.  N,  B.  Lorsque  9  x  étant  exprimé  en  j",  le  coefficient  de  ^* 
«Ml  le  radical,  est  négatif,  et  que  les  deux  Taleurs  de  j*,  dé- 
dûtes  du  trinoQie  égaléaKéro,  sont,  l'une  positive,  l'autre 
i^tÎYe,  la  valeur  positive  est  un  maximum,  puisque  toute 
valeur  plus  grande  donnerait  un  résultat  de  même  signe  que  le 
coefficient  dej^,  et  par  conséquent  négatif;  la  valeur  négai/ve 
eUunmînimum  parmi  les  valeurs  négatives  quej^  peut  recevoir. 

Kous  laissons  aux  élèves  le  soin  d'examiner  les  autres  cir- 
constances qui  peuvent  se  présenter  :  par  exemple,  le  cas  où,  le 
coefficient  dej^  étant  positif,  les  deux  valeurs  de^  sont  post* 
tifes;  celui  où  ,  ce  même  coefficient  étant  positif,  les  deux  va- 
kors  sont  imaginaires.  Ils  pourront  d'ailleurs  s'exercer  sur  les 
questions  suivantes  : 

1".  Partager  un  nombre  donné  aa  en  deux  parties,  de  ma- 
vkrtque  la  somme  des  quoiiens  qu'on  obtient  quand  on  divise 
wmeUement  ces  deux  parties  fane  par  Vautre,  soit  un  mi- 


(Kép.  Les  deux  parties  doivent  être  ^ales ,  et  le  minimum  est  2.) 
1*.  Soient  a  et  h  deux  nombres  absolus;  on  demande  pour  x 

wc  valeur   telle   que  Fexpression  ^ :   soit   un 

«AIIMUM? 

Rcp.  x'=z -,  et  le  maximum  correspondant  est.... 


(' 


3".  Soient  a  et  b  deux    nombres    absolus  ;  on   demande 
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f  f  f  »  ^      ^  •      (a  4*  3l)  (b  +  *)      '. 

pour  |L  une  valeur  telle  que  leXprenwn  - — \ —    ■    . -^     $ou 

un  MTNIHUM? 

TRép.  Oa  trouve  ici  à^txx  valeurs ,  savoir  : 

jBBfrf  V^3«  MwffHrcownegpond  ua  miHwutm  jtsa(  |/a+V  ^)'* 

et  ..'■.•. 

>z=:---.^^,à  iMiiellocDrrespojQd  un  maximumjr=j^^a — \fb)\) 


c 

<* 


§  ril.  Ihès  équations  et  proBlèmes  du  second  degré 
à  deiix  ou  plusieurs  inconnues.  Nouvelles  opéra' 
.    tion^  sur  les  radicoMçp  du  second  degré ^  réels  ou 
.    imaginaires. 

114.  Notiii  ne  poatons  donner  ici  nna  tiiëorié  eouiplètê,  etr 
TiOtts  (étons  voir  bientôt  que  ta  réèoitttioti  (te  deuit  éqùattonsda 
second  deg^é i  deut  incttiniies  dépend  en  général  de  la  résolu- 
tion d*aoe  ét{aatioii  du  qttatriëme  degré  à  une  seule  Inoonnae; 
mais  ttèus  dilloiks  nous  proposer  quelques  questions  qui  ne  de* 
pendent,  en  dernière  analyse ,  que  de  la  résolution  d'une  équa- 
tion du  second  degré  à  une  inconnue. 

Preftûer  pm^lkme.  TYou^^rdeuM  nomèresmls,  ftre  ia  somme 
de  bunpriduiis  >  pût  ks  mmbr^s  tetpeeiifi  a  tfl  b^  seii  êgde 
é  nr,  9i  fate  ieur  produit  $0ii  }égûi  à  p« 

Soient  xeXjr  les  deux  nombres  cberchés;  on  a  les  équations 

^  -ir  kr  =^  2«, 

De  ia  première  on  tire  j^= j ;  d'oii ,  substituant  dsas 

la  secondé  et  ionisant,'    às!^''^^±'=i^^ffp,   . 

Donc  X  =  -±  -l/^*— fltoi 


A  PLOSIECmS   INXONNU£S.  I99 

S  I      y 

€t  pur  oonjéqaent  ^  jt^ssjT^j  y  s* —  abp . 

Le  problème  est ,  comme  on  le  voit  >  susceptible  de  deux  sola^ 

tîoBS  directes  ;  car  5  est  érîdemment  >  V^*" — abp  ;  maïs  pour 
qn^elles  soient  réelles ,  il  faut  que  l'on  ait  j*^  ou  =  abp. 
Soit  a;fsbsszi  ;  les  valeurs  de  x  et  dey  se  réduisent  à 

Xi^sdi^s* — p    et   jr=:jqiï/j» — P* 

D'où  l'on  Toit  que  les  deux  valeurs  de  jr  sont  égales  à  celles 
^x  pris(M  dans  nn  ordre  inverse;  œ  qui  veut  dire  que»  si 

9^  ^ i^  ^^  p  représente  la  valeur  de  a:,  j  — V^j*  — p  repré- 
KDtela  valeur  correspondante  dej*,  et  réciproquement. 
On  interprëte  cette  circonstance  en  observant  que  les  équa- 

d  alors  ,  la  question  revient  à  trouver  deux  nombres  dont  la 
mrnne  soit  as  et  dont  le  produit  soit  p ,  ou,  en  d'autres  termes, 
àpartagér  un  nombre  2s  en  deux  parties  dont  le  produit  soit 
é^al  à  un  nombre  donné  p. 

Or,  on  a  vu  (n**  100)  que  les  deux  parties  sont  nécessaîre- 
meDt  liées  entre  elles  par  une  même  équation  du  second  degré 
t^zsx  +p  =  o  y  dont  le  coefficient  du  second  terme  est  la 
msme  2s  prise  en  signe  contraire ,  et  le  dernier  ternie  est  le 
po4vit  p  des  deux  parties, 

ii5.  Second  problème.  Trouver  quatre  nombres  en  pro- 
portion géométrique ,  connaissant  la  somme  2s  des  extrêmes, 
k  êcmme  as'  des  moyens,  et  la  somme  4c*  des  cartes. 

Désignons  paru,  x^jr^z,  les  quatre  termes  de  la  proportion'; 
ooa, pour  les  équations  du  problème,  en  vertu  des  données  et 
delà  propriété  fondamentale  des  proportions, 

X  +  jr  .=  us', 
uz  =  xjr, 
M»  -f.  a:*  +  ^*  +  2*  =  4c*. 


aoo  ÉQUATION   C£NélUL£   OU   SECOND  OEGHÉ 

Au  premier  abord ,  il  peut  paraître  dî£Rcile  de  trouver  Itt  r: 
leurs  des  inconnues',  mais,  à  l*aide  d*une  inconnue  auxiliaire 
on  parvient  à  les  déterminer  simplement. 

En  effet,  soit  p  le  produit  inconnu  des  extrêmes  bu  4é 
moyens  i  on  a 

I*.  Les  équations^  qui  dounenti  . L 

(^of «X  le  problème  précédent.) 

2®.  Les  équations]       "^^     'qui  donnent]  y-r—^ 

On  Toit  donc  déjà  que  la  détermination  des  quatre  iooooniei 
ne  dépend  plus  que  de  celle  du  produit/?. 

Or,  si  l'on  substitue  ces  valeurs  de  u ,  x,jrj  z^  dans  la  dernike 
des  équations  du  problème ,  il  vient 

OU;  développant  et  faisant  les  réductions , 

4*'  +  4^'*  — 4P  =  4^*i     donc    /?  =  **  +  *'* ""C*« 
Reportant  cette  valeur  dep  dans  les  expressions  de  u^x^j^i^ 


on  trouve 


enfin)  "  =  *  +  V^fJ2!l'  ^  =  *'+l/c^, 


Ces  quatre  nombres  constituent  évidemment  une  proportioai 
car  on  a 

i\^.  ^.  Ce  problème,  que  nous  avons  extrait  de  VjHgèbre  i 
M.  Lbuilier,  est  propre  à  faire  voir  combien  l'introductic 
d'une  inconnue  auxiliaire  dans  un  calcul  facilite  la  déterm' 
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nation  des  inconnues  principales.  On  trouve^  dans  Poayrage 
que  nous  venons  de  citer,  d'autres  problèmes  du  mèoie  ge^^e 
qoi  conduisent  à  des  équations  d'un  degré  supérieur  au  second  y 
et  que  Déanmoins,  on  peut  résoudre  à  Paide  d'équations  du 
premier  et  du  second  degrés  eo  introduisant  des.  iiwor^uies 
auxiliaires. 

Il  6.  Considérons  maintenant  le  cas  où  un  problème  donne- 
rait lieu  à  deux  équations  quelconques  do  second  degré  a  dettl 
inconnues. 

Une  équation  à  deux  inconnues  est  dite  du  second  degré, 
lorsqu'elle  renferme  des  termes  dans  lesquels  la  somme  des 
exposans  des  deux  inconnues  efit  égale. à  2  et  ne  surpasse  pas  a.; 
AiAaî,3a:»—4x+j-*—jrj^— 5^4-6  =  0,  7a:j-— 4*-f-j^  =  o, 
sont  des  équations  du  second  degré  (*)• 

H  suit  de  là  que  toute  équation  du  second  degré  à  deux 
inconnues,  est  de  la  forme  aj^-^-bxy+cx^-^^djr+fx^gr^zOf 
a^bf  ç.»m  représentant  des  quantités  connues  9  soit  numéri- 
ques» soit  algébriques. 

Soient  done  proposées  les  équations 

^  +  àxr  +  cx^  ^  djr  +fx  4.^  =  0, 

On  peut  ordonner  ces  deux  éqoati<Kis  par  rapport  .à  x^  et 
il  Tient 

cop^  •+  (bjr  +  /)  X  +  ajr^  +  djr  +  g  =z  o^  , 
cV+  {py  +  f)  X  +  ay+  d'x^  g'=  o. 

Cela  posé ,  si  le»  deux  coefiBclenftde  :t*  étaient  les  mêmes  dans 
les  deux  équations,  on  obtiendrait,  en  retrancbant  Ces  deux 
équations  l'une  de  l'autre,  une  équation  du  premier  degré  en  x 
qui  pourrait  être  substituée  a  l'une  des  équations  proposées;  de 
celte  équation,  l'on  tirerait  la  yaleur  de  j?eri  j^,  et  reportant  cette* 


(*;  On  soiif-sntend  ici  qae ,  fi  Péquacion  a  des  dcnoœinatenrs,  x  00  y. 
ttVaue  pa«  dâoa  ces  dénominatears.  ployez  la  rcmarqiio  du  n«  tp. 
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valeur  daus  uue  des  équations  proposées,  on  panriepdraitaiac 
équation  qui  ne  renfermerait  plus  que  l'incooniiç  jr^ 

OVf  si  l'on  multiplie  la  première  équation  par  c'iCt  laseooade 
par  c,  il  Tient 

cc'x'  +  (bj-  +  /;  <fx  +  {ay  ^d:^+g)c'  =0, 
cdx'  +  {by+f)cx  +{ay  +  dy  +  ^y  c  =0, 

équations  qui  peuvent  remplacer  les  précédentes ,  et  dans  ki- 
quelles  le  coeilicicnt  de  x^  esl  le  même. 
En  soustrayant  la  seconde  de  la  première  y  on  trouve 

l{b<f  '^cb')x+fc'^cf']xJ^{ac'-^cd)j^+{Af^edt\jr' 

équation  qui  donne x=  i ibd-ci!)jw/-cr       ' 

Cette  expression  de  x,  substituée  dans  Pnne  des  équatibrti 
proposées 9  donnerait  uue  équation  Jînaîc  eujr. 

Mais ,  sans  elTecluer  cette  substitution  qui  conduirait  A  m 
résultat  très  compliqué ,  il  est  facile  de  reconnaître  que  l'é- 
quation cnjr  doit  être  en  général  du  quatriènie  degré;  car  le 
numérateur  de  Tex pression  de  x  étant  de  la  forme  ns7^-4-nf+/'i 
son  carré ,  ou  l'expression  de  or*,  est  du  quatrième  degré;  or,  oe 
carré  forme  l'une  des  parties  du  résultat  de  la  substitutiob. 

Donc,  en  général .  la  résolution  de  deux  équations  du  secani 
degré  à  deux  inconnues  dépend  de  celle  d'une  équation  du 
quatrième  degré  à  une  seule  inconnue, 

117.  Il  est  une  classe  d'équations  du  quatrième  degré  dont 
on  peut  ramener  la  résolution  à  celle  des  équations  du  second 
degré;  ce  sont  les  équations  de  la  forme  x^  -^/'^  +  ?^^ 
On  les  appelle  équations  trinômes  ou  bicarrées,  parce  qu^dlci 
ne  contiennent  que  trois  espèces  de  termes  :  des  termes  en  x*, 
des  termes  en  x^,  et  des  termes  tout  connus. 

Pour  résoudre  l'équation  x^  +  px*  +  ?  =  o ,  on  pose ,  pour 
le  moment ,  a:'  :=  ^^  ce  qui  réduit  l'équation  à 
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/'+iîr  +  î=o»   d'oi  l'on  iirejr=-.^d;y^Ç-— y; 
Qiai^  Péqu^tiQii  x»^=  /  donne  ff  =5  i:  |/J» 


Donc         x=dz^  ^^ijt^Ç-r^q. 


On  rèconiiâif ,  par  le  lait  înèiiie  de  ta  résolution  He  Péqùation , 
qae  l'inconnue  a  quatre  valeurs ,  puisque  chacun  des  signes  + 
et  —  ,  qui  alieotent  lé  preitaler  radical,  peut  être  sàccessive^ 
ment  combiné  avec  chacun  des  deux  signes  qui  affectent  le  se* 
oond;  mais  ces  valeurs  sont  égales  et  de  signes  contraires  deux 
à  deux. 

Soit,  par  exemple,  l'équation    x^  —  a5x^  =:  —  i44  > 

sirQQ  p^jT*— j^,  ilYÎeilt  ^  — a5/-aB5-^i44^ 

d'où  l'on  tire  /■;:;=  i6>     j:  =  9. 

Substituant  ces  Taleurs  dans  Téquation  x'sj-,  on  obtient 

•  .'  '     '     «    ■ 

I".  x*=i6,  d'oiiar  =  ±4;  a*.  jr*  =  9,  d'oàçç^*?.    . 

Ainsi,  les  quatre  Tafears  sont  +  4»  "~4>  +  3  et  —  3. 
Soit  encore  Péquation  x^  —  70:*=;=  8.  Posons  x'^7=^jf\  l'^uf". 

tîo^dMPÎMi     j**-*'îf?çi8,d-oèj^=t=8«l>'«P— 1< 

t)<>nc       1*.  ir» 2=  8,     d^ob    a?  =  ±:  2 V/^  î  !•.  *•  2=  —  t , 

...  .......  , 

d'où    âr  =  db  |/  —  I  ;     les  deux  dernières  yaleuru  4q  9  sop^ 
imaginaires* 
Soit  rà|«4tion  ^||ébriqQe       4?^— (àôc  -{-4^^]  qp';??:*— ôVj 

po8onsx*=r^j  l'équation  dcTient  j*  — (aftc-f-4^*)  j-ass— 6*c*; 
d'où  l'on  déduit        fr^  ^C  +  aa*  ±  aâ  (^  6c  -{-  ^*  9 

et  par  conséquent,   a:  =  ±    >/*<?  +  2a*  hh  ^a  l/6ç  +  çl\ 
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1 18.  lia  résolution  de  l'équatioo  trinôme  du  4*  degré  donne 
naissance  à  une  nonvelle  espèce  d'opération  algébrique  ;  c'est 
r  extraction  de  la  racine  carrée  et  une  quantité  de  Jajorme 
A  ±  V^By  A.  et  B  désignant  dés  quantités  comniiensùrables  de 
signes  quelconques.      — 

Soit  l'expression  3  =b  v/5  a  élever  au  carré. 

On  a  (il*  19)  (3  d:  1/5)»  «9  ±64/6 +  5 sa  14  ±64/6; 

donc  réciproquement 9     V^i4  ±6^5  =  3 ±|/5..  - 

De  même  I  (V/7±V/ii)*=7±2V/77  +  ii  =  i8d:av^77; 

donc  réciproquement ,     1^18^12^/77  =  ^7  ±  |/i  i . 


D'où  l'on  Toît  qu'une  expression  telle  que  V^A  it:  ^B, 
peut  qùelquefota  être  ramenée  à  la  forme  A'^rh^/B^y  ou 
l/A'itzi/B'î  et  lorsque  cette  transformation  est  possible, 
il  est  important  de  l'effectuer,  puisqu'on  n'a  plus  alors  qu'une 
ou  doux    racines    carrées    simples    à   extraire  9    tandis  que 

l'expression  V^A  it:  |/B  exige  qu'on  extraie  une  racine  carrée 
de  racine  carrée. 

lïous  nous  proposerons  donc  cette  question  : 

Une  quantité  de  la  forme  A  +  V^B  étant  donnée  (  il  est  inu- 
tile de  considérer  ici  le  double  signe  dz>  parce  qu'il  est  impli- 
citement renfermé  dans  Kindrce'du  radical  t/),  retùnmdire  si 
elle  est. le. carré  d'une  autre,  quantité  de  la  Jbrme^A.'  +  \/V^ 
ou  |/A'  +  l/B%  et  exterminer  cette  dernière  quaniité  lors- 
qu'elle existe. 

Cette  recherche  est  fondée  sur  un  principe  qui  tronvèra  pr 
la  suite  de  fréquentes  applications;  c'est  que,  toutes  les  fois 
que  l'on  a  une  égalité  de  la  forme 

m  +  ^nz=zm'  -^  ^n\ 
m,  m'  étant  rationnels  et  {/n ,  ^rl  deux  nombres  incommen- 
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■nUa  daaeoond  d^ré ,  on  doit  aToir  séparément 
m^szni     et     ^n  =  l/n. 

Eo  efit  9  oo  dédaîi  de  Fégalité  hypothétique , 

lA,  élerant au  carréi  n=(m' — ro)*+/i'+3i(''»' — m)j/n'. 

Or  le  premier  membre  de  celte  dernière  égalité  est  un  nom- 
Ire  incommennurable^  dtinc  îi  doit  en  être  de  même  du  second  ; 

I   ^n'  étant,  par  hjpothèsc,  incommensurable , 

i(n'— m)^it'  l'est  aussi.  Ainsi,  pour  que  réalité  subsiste, 
il  faut  que  cette  îrratîonncHe  disparaisse,  ce  qui  exige  que 
foa  ait  m!'— m  =  o,  d'où    m':=m,   et   par  conséquent, 
yas  ^t{.  C  Q.  F.  D. 

Cela  poac,  désignons  par  j?  et  ^  les  deux  parties  dont  ae 
isapose  la  racine  carrée  de  A  -f-  y^B  lorsqu'elle  existe ;p  et  q 
intalora  deux  monômes  irrationnels ,  ou  bien  l'un ,  une  quan- 
tité raiionnelle,  l'autre  un  monôme  irrationnel  du  second 
fcgré,  en  sorte  quep*  et  q*  sont  nécessairement  rationnels, On 
I  Féquation 

P  +  7=»/Âr+V/B...  (I) 

'on,  élerant  au  carré, 

P*  +  î*  +  ^P^  =  A  +  V/B. 

Le  second  membre  de  cette  dernière  équation  étant  irrationnel , 
il  doit  en  être  de  même  du  premier.  Or,  puisque/?^  et  q^  sont 

ifeessairement  rationnels,/?^  4"  ?^  l'est  aussi;  donc  T^pq  ex- 
frime  la  partie  irrationnelle  du  premier  membre;  et,  en  Tcrtu 
du  principe  démontré  ci-< dessus ,  l'équation  précédente  se  par- 
tage dans  ces  deux-ci  : 

y7*  4"  ?*  =  A . . . .        (?.) 
:ipq  =  |/B.  ••  •    (3). 


\ 


tioB  TBAN«FOililAttOîr 

On  pourrait,  lirer  de  l'éq.u«tiq^  (3)  la  valeur  ^ç.^  e(UsMb9tUM«r 
dans  l'équation  (a) ,  ce  qui  conduirait  à  une  équation  trinôme 
du  4*  degré  enp  qu^oh  résoudrait  facilement  ;  et  l'on  parvieih- 
drait  ainsi  aux  Takuri  d*|0|  et  de  9.  Mais  U  est  |>ljii8  stttt|ile  <Fo- 
pérer  de  la  manière  suivante  : 

Retranchons  (3)  de  (ft)  inèlbbrè  t  meHiWe;  il  Tient 


«  * 


^patiçn  ifAÎt*  ownWpée.aveç  (1)  par  T9i9.de,  miuItipUpa^^ 

donne  v^—q^ç=z  t/A*  — B. 

'  Ce  i'étoHat  tiou^  apj^t^end  Aéji  que,  p*elif^  étft^t  i^tion* 
neik-,  f^-^7*;  l'est  aussi.  Par  conséquent,  A+l/fi  nér  pènf-ftit 
tfn  càti^é  pàirfUA  èe  ta  fbl*file  filidtquéè  par  rénonac  èè  la  qnè&- 
lidii  ;  (]te'autàtit  que  \it  qumitttè  A*  -^  B  est  éHe-tnéiiié 
tn^éAiiAi  ^kift Ait  :  éei  est  te  tùràeièlT  éUiqUtl  oH  tiâcWinnÙ  ht 
pàsribiUîêàtfispêNilhft  proposée. 

'*  J^^%  dèyant  étk^  ukx  (carré  pUrfiiit)  détn^dAs  ^r  G  h 
valeur  numérique  de  sa  racine  ;  il  Tient 

''  p^  ^  q^  =  ifc  C...'  (4). 

Actuellement ,  si  Ton  combine  les  équations  (a)  et  (4)  f >ar  Ad- 
dition et  soostraottoii  Von-ebtieilt  snéft^sÎTélkient 

,       k±.C      ,,  ,  .  .  /jTEc 

,    .    A  =p  C       „  .  j_ j  /Azp.C.   . 


•   <    • 


ce  qui  donne  enfin  pour  la  racine  demandée  , 


DE  l'expression  V^  A  +  v/b.  JI05 

On  sVst  dispensé  îcî  de  tenir  compte  du  signe  ioféri^iir  4e  jC 
dans  les  expressions  Hepeiq^  parce  qu'il  est  évident  qu'il 
donnerait  U  «iéniê  valeur  pour  p-h^'  Mail  il^n*en  doit  pas 
être  de  ménie  du  double  signe  dont  chacune  des  valeurs  dep  et 
de  7  est  Mac\èd%  Lsi  ^abmbinkison  d«l  deus  doobMs  signe»  ±:| 
donne  lieu  &  quatre  valeurs  représentant  celles  que  coniporl|| 

en  elle-même  Tesipression  |/A-f-  V'I)  qt^î*  lorsqu'on  met  les 

signes  en  évidence)  revient  à  ±  }/ K  db  v/  B  ^  en  sorte  qae  kt 
TerîlaEIe  (brmule  à  établir  pour  les  applications^  esc  celle-ci: 


■  >      •    •  ■ 


et  les  signes  qu'il  convient  de  combiner  entre  eux  dans  les  deux 
membres  {S6Ur  âv<Mr  uq£  égalité  cMctoiSoat  défierminés  par 
Téquation  (3)  qui  indique  que  p  et  q  doivent  être  de  même 
figne  ou  de  signes  contraires  suivant  ^éfoë  V^  ^t  -affeétê  dtf 
signe  -f-  ou  du  signe  -^. 
119.  Appliquons  cette' fotmùle  a  qoehia^  èïémples. 

Soit,  en  premier  lieu,  l'expression  numérique 
*  ^  dh  4ti  V/5',     ou    94  ±1/8820; 
ona  |[^94>.  l»^88a?>  ,        .  . 

d'où  A'  -^S=s  8(^6 r-  8820S x&;t:âiTé pfofiUtf  dénc  G=:4  ; 

clparoonséquent^y  ^^*=di7 ,  ^  =y  ^  ^=±3  v/5. 


•':    / 


Ainsi  .   .       1/^94  -:3b.4âV^3  a«.db   7  ±;  3t/5v 

on  plusChiremënty    ' 

,'i  _ ..  fc      ■    I    lit    —    î».    /*    -     •  '      '• 

•  y^  LJ^av^  ='  ji'  (7'-  3v^s^:  '  ••  ' 


fi; 


aoS  TRANSFORlfATIOIf  DES  EXPRESSIONS 

Soit  I  en  second  lieu,  l'expression  algébrique  obtenue  à  la  /in 
dnn^  117,  saToir: 


ar  =  db    \/bc  +  olo^  it  ^xa^ bc  +  a». 
On  a  A  =  ftc  +  aa*,       B  sr:  4a*Ac  +  4fl«; 

ffoJi  A* —  B  =  &V,  carré  parfait  ^  doncC  =  ic, 


_.  .  fbc'^T.à^+bc       _.  .77 — : — r  . 

et  P=^y   —^ ^i-— =  d=/ôc+a»,7s=:±a. 


Ainsi      \/bc  +  aa*  :li  aa  V/  *c  +  a» = ±:  ^/éc  +  û'ifl, 


ou  plutôt ,   \/ bc+7La*+7.a\/ bc+a^^=z±{ ^bc+à"  +11) 


On  trouTera  pareillement 

Vi  —  V5  =  ±  QVio  -  iva); 


\/*c  +  26  V'  *c  —  *'  +V'Ac  —  a*  V/  *c—  A'  =  ±  ai  ; 
N/i  +  4V^^  =  rt  (a  +  |/"=^); 
Vi  ~  41/ ^^  =  =t  (a  —  l/"^^^)  ; 


V—  1  4-  4l^—  3  =  d:  (v/3  +  a»/—  i)  ; 

\/_  ,  _  41/ -Ta  =  ±  (t/3  -  av^::r7); 


V/»6  +  3o  y—  I  +  v/i6  —  3o  v/—  I  =  10 
\/i6  +  3o  \/Zrï  _  \/i6  —  3o"v/^^  =  6v/—  I 

130.  L'exactitude  de   la    Tormule  (5)  pent  être  vérifiée 


DE  LA  FOAME  y/ldl^V^— -    I.  209 

posteriori.  En  effet ,  élevons  les  deux  membres  au  carré  ;  il 
vient 


A^./n      A  +  C    ,    A  --  C  ^      ,  /A-  -  C* 

•  ■  « 

ou,  observant  que    C*  =  A'  —  B    donne    B  =s  A*  —  G*, 

A  it:  V/B  =  A  db  i/B. 

On  Toit  donc  que ,  lors  même  que  A*  —  B  n^est  pas  un  carré 

parfait,  on  peut  encore  remplacer  Texpression  V^Â  :ii  ^B. 
par  le  second  membre  de  la  formule  (5)  ;  mais  alors,  on  serait 
loin  d'avoir  simplifié  la  question,  puisque  les  quantités  p  eiq 
seraient  de  même  forme  que  l'expression  proposée. 
121.  C'est  surtout  par  rapport  aux  expressions  imaginaires 

de  la  forme  \/a±by^ —  i ,  que  Pemploi  de  la  formule  (5) 
est  avantageux. 

Déjà  les  derniers  exemples  proposés  pour  exercice ,  n*  1 191 
prouvent  que,  dans  le  cas  où  la  condition  A*  -—  B,  ccuré par*- 
fait,  est  satisfaite,  ces  sorîes  d'expi*essions  peuvent  être  rame* 

nées  à  la  forme  a'  di  6'  V^  —  i ,  a   et  b'  étant  des    quantités 
réelles ,  commensurables  ou  incon  mensUrables.  Or  je  dis  que 
ceb  a  lieu  lors  même  que  A'  —  B  n'est  pas  an  carré  parfait. 
En  effet,   si  l'on    applique    la   formule  (5)  à  Texpression 


Vo  +  ^V^  —  ' >  on  a 
A  S3  €1,     B  as  —  6»;     d'ou     A»  ~  B  =  a*  +  *% 


a—  S/ a* -h  *• 

^  9 


ou,  posant  pour  plus  de  simplicité  c  =î  V^ a' -H  **,  quantité 
généralement  irraiionnetle ,  mais  nécessairement  réelle,  p<H 
sitive,  et  plus  grande  que  a  , 


•4 


^19 

40QC 
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On  obtiendrait  pareillement 


Or  les  quantUés  v/^ ,     W  «ont  esscntîellcoient 


tce11es,qne1s  que  soient  «  et  *,  puisque  c  ou  V^à^-f  **  est  plus 

grand  numcriquement  que  a, 

'   Donc  enfin ,  toute  expression  de  la  forme 

]Miit  être  ramenée  i  la  forme  ordinaire  des  imaginaires  du 
second  degré,  a'±Lb'  J^  —  1  ;fl'  et  b'  étant  ies  quantités 
réelles  «(uelconques. 

Faisons  ressortir  par  un  nouvel  exemple  Futilité  de  ces 
lorl<>s  de  transformations. 

Soit  proposé  de  simplifier,  s*il  y  a  lieu,  Pcx  pression 


En  f  pplùtuant  les  formules  (M)  et  (fi}  on  Iroute 


tf=3,     *  ^  a^    d'oi    c  =V/a*  +  ^  =5V^aî 
donc 
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foii.ojoatant  et  oliservant  que  x  est  eenié  représenter  ici  là 
•omme  arithmétique  de  deux  radic.nux, 


V/'S  +  a»/—  I  +\/3  —  îV^— 


«•«■IIM^M** 


*  V— r^  =  *  ^' 


(  V/«3  -H  3). 


Cet  exemple  protiTe ,  ainsi  que  rarant-demier  du  n^  iig, 
fK  certaines  expressions  imaginaires,  combinées  entre  elles , 
yéamt  donner  lieu  k  des  résultats  réels ,  et  môme  rationnels. 


CHAPITRE  lY. 

émljrse  indéterminée  du  premier  et  du  second  degré* 

havduction.  Lorsque  l'énonce  d'un  problème  fournil  moins 
féqoations  qu'il  tiy  a  d'înconntres ,  le  probtèine  est  S\l  indê^ 
krminé,  en  ce  sens  qnc  (  ii*  55}  ses  équations  penrent  être 
iitis£uilcs  par  one  infinité  de  sjstrraes  de  valeurs  attribut  es  aul 
înesnoues.  Mais  il  arrive  sourent  que  la  nature  de  la  question 
eiige  que  les  valeurs  des  inconnues  soient  exprimées  en  ncfmbres 
eNifci#y  dnns  ce  cas,  l'une  des  inconnues,  à  laquelle  On  pou- 
vait d'abord  donner  une  valeur  tout-^à-raît  arbitra  ire ,  ne  doit 
fias  recevoir  que  des  valeurs  entières  et  telles  que  la  valeur 
CBrvespondantc  de  l'autre  inconnue  ou  de  cbacune  des  autirs 
iMannoes  soit  aussi  exprimée  en  nombres  entiers.  Or  cette 
condition  restreint  beaucoup  le  nombre  des  solutions,  surtout 
si  Ton  ne  veut  tenir  compte  que  des  solutions  directes,  c'est-à- 
^redessolulkma  en  nombres  entiers  et  positifs  pour  toutes  les 

iaconniies. 
L'objet  de  /* analyse  ind£termin£c  du  premier  nrosi  est  de 

^umdreïes  questions  indéterminées  du  premier  de ^ré en  nom» 
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brcs  entiers.  Nous  verrons  plus  loin  le  but  que  l'on  se  propose 
dans  Panaljse  inilctermiDée  du  seoond  degré. 

m 

%  P'.  Equations  et  problèmes  du  premier  degré  à 

deux  inconnues, 

lia.  Toute  équation  du  premier  degré  k  deux  inconnoei 
peut  (n*^  67}  être  ramenée  à  la  forme  ar-f-^=c^ây  6,  c,  dé- 
signant des  nombres  entiers  y  positifs  ou  négatifs. 

Nous  commencerons  par  faire  observer  que»  ^i  les  cœjjficiens 
a  et  b  ont  un  facteur  h  commun  qui  ne  divise  pas  le  second 
membre  c,  f  équation  ne  peut  être  satisfaite  par  des  nombres 
entiers. 

Car  soit  a=shaf  ,b^:^hb'  ;  TéquatioQ  devient  ha'x  -f-  hb'jr^c^ 

c 
à^oiiVoniïrea'x+b'jr^Yf  équation  qui  ne  peut  être  satisfaite 

par  aucun  sjrsthme  de  valeurs  eniihres  de  x  et  de  y^  tant  que 
c  n'est  pas  divisible  par  h. 

Nous  supposerons,  dans  tout  ce  qui  va  suivre,  que  a  eX  b 
soient  des  nombres/iremien  entre  eux;  puisque,  s'ils  avaient  un 
facteur  commun ,  il  faudrait  que  c  renfermât  aussi  ce  facteur, 
auquel  cas,  on  pourrait  le  supprimer  dans  l'équation. 

ia3.  Pour  plus  de  clarté,  nous  traiterons  d'abord  des  équa^ 
tiens  particulières,  et  nous  généraliserons  ensuite. 

PaBMiiRB  QUESTION.  Partager  i5g  en  deux  parties  dmU 
Fune  soit  divisible  par  8  et  Vautre  par  i3  ? 

Désignons  par  x  et  j^  les  quotiens  respectifs  de  la  division 
des  deux  parties  cherchées  par  les  nombi\»  8  et  1 3;  il  est  clair 
que  8xet  i^  expriment.ces  deux  parties,  et  l'on  a  l'équation 

82: -f-  i3j^=:  iSg. . .  (i), 

qui,  d'après  l'énoncé,  doit  être  résolue  en  nombres  entiers  et 
positifs  pour  x  et  pour  jr. 

On  déduit  d'atiord  de  cette  équation, . . . ,  x  =;  —2-- — z. , 

0 
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èsnTî^t  d'e^iprimer  xc\  jr  vn/onnion  immédiate  (n*  loâ]  de 
VilliL*terinîiice  i*»  à  l'aide  des  cinq  tiquai ion^f  ci-dossus. 
Oti  l'expression  de  i'  devient,  lorsqu'on  remplace  t*  par  sa 

taleuren/'y       i^=zi  —  2/* — /*,      ou      l':=i  —  3/*; 

remootant  à  l'expression  de  I. . .  t  =— 1*+ 1*=  —  i  +3/'+2^j 
donc  /  =  —  1  +5/*. 

On  trouvera  de  môme  j^  =  i  —  (—  i  +  5/*)  +  i  —  3/*, 

Enfin,x=i9  — (3— 80+(— i+50iOux=i5+  «î^- 

II  est  facile  de  ^ériCer  que  ces  deux  dornirrcs  équations  re- 
produisent l'équation  proposét;,  par  Téliniination  de  I*.  En  ef- 
fet,si  l'on  multiplie  la  première  iquation  par  i3y  et  la  seconde 
pirS»  et  qu'on  ajoute  les  résultats,  il  vient 

i3j^  +  8x=  iSg. 

Faisons  successivement  i*  =  o ,  1,2,  3....»  ou  bien  l^as^*  i , 
—  2,  —  3....  ;  les  formules  précédentes  dnniirront  toutes  les  va- 
ktrsde  xot  de  j'en  nombres  enticM\s,  soit  positifs,  soit  nr^a- 
tifs,  propres  à  vérifier  la  proposée;  mais  si,  comme  l'rxige 
Fcooricé,  on  ne  doit  tenir  compte  que  des  solutions  eiitihrvs  et 
positives,  ^  ne  peut  recevoir  que  des  valeurs  qui  rendent  3 — Si* 
et  i5  +  i3/*  po.sitifs.  Or,  il  u*y  a  évidemment  que  i'*  -=:  o  et 
^=:—  I,  qui  satisfassent  à  cette  coiidilioii  :  car  toute  valeur 
poiîtive  de  I*  rend  jr  négatif,  et  toute  valeur  négative,  numé^ 
riquemenl  plus  grande  que  i,  rond  x  négatif. 

Si  Pua  fait  successivement    1*  =  o,  i**  =  —  i , 


il  en  résulte 


(    X  =    l5,      X  :=     2.    j 


Donc  les  deux  systèmes  x=i5etj'  =  3,x:=2etj'  =  11, 
MQt  les  seub  qui  Térîficnt  l'équaliou     &r  -f  i3jf  =  iSg, 
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[[L'cqiiotîon  (2)  résulte  d'ailleurs  de  Tel  î  mi  nation  ^e  t  entre 
deux  c)crnières.3 

La  c|uesh'on  est  encore  ramente  à  résoudre  en  nombrci 
ticri  réquatioD  (3)  ,  de  laquelle  on  tire 

2  —  5/'  ,  .    2—2/' 

'—3-=-' +  -3- 

2  *"^  2t 

Poiions  — u —  =:  l*j  il  en  résulte  2/^  -(-  3l*  =  a .  • .  (fl» 
et  par  conséquent  /  =  —  (*  -|"  **• 

2  —  3/*  1* 

De  réquation  (4)  on  déduit     ^  = =  i  —  ^^  —  — ; 

et  posant  —  s:  1*,  on  en  tire     1*  =1:  si*. . .  •  (5) , 
et  par  conséquent  £*  =  1  —  l*—  <*. 

Comme,  dans  Tcquation  (5),  ie  coefTicîent  de  l*  ett  ^I  t 
TMàité,  îl  s'ensuit  que  toute  valeur  entière  attriboée  à  ^  M 
donnera  une  semblable  |x>iir  l*.  D'ailleurs ,  les  deux  inconnM 
principales  x  et  jr^  et  les  indéterminées  l ,  c',  ^i  et  <*|  sont  liéci 
entre  elles  par  les  cinq  équations 

X  =  ic^  —  j  +  t, 

jr  =  1     -    l    +^, 

I  =         -    ^  +  !•, 

Ainsi,  en  donnant  a  /*  une  valeur  entière  quelconqne|Ct 
rf  montant  de  la  dernière  de  ces  équations  aux  deux  prefliUreii 
on  obtiendra  pour  x  et  j"  des  valeurs  entières  correspondante 
qui  viTilîeront  nécessaîremrnt  l'équation  proposée  ;  car,  d^apris 
les  raiionnrmcns  qui  ont  élé  faits  plus  baut ,  cette  équation  ver 
suite  de  l'élimination  de /,/',/%  t*,  entre  les  cinq  équatioM 
que  l'on  vient  d'établir. 

Mais  aCn  de  n'attribuer  à  C  que  des  valeurs  auxquelles  cor* 
re&poudcnt  des  \aleurs  entières  et  positives  pour  x  et  /,  1 
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itnri^t  d*6«priiner  xc\  jr  en/onnion  immédiate  (n*  loâ]  de 
Viiiik*teriniiice  /*,  â  l'aide  des  cinq  i*qiialion!(  ci-dotsus. 
Oti  l'expression  de  i'  devient,  lorsqu'on  remplace  t*  par  la 

taleuren<*y       l'rssi  — 2/*— T,      ou      l'an— 3/*; 

remootant  à  l'eipresslon  dcl. . .  t  =— 1*+ 1*=  — i  +3/^+2^^ 
donc  /  =  - 1  +5r. 

On  trouvera  de  môme  j^  ==  i  —  ( —  i  +  50  +  i  —  3/*, 

d'oi  j^  =  3-8/*. 

Eiifin,*=i9  — (3— 80  +  (— i+50iOux=i5+  iS^. 

II  est  facile  de  dérider  que  ces  deux  dornirres équations  re« 
produisent  réquatîon  proposcft ,  par  rélimtnation  de  I*.  En  ef- 
fet, si  l'on  multiplie  la  première  iquatiun  par  13,  et  la  seconde 
fsr  8,  et  qu'on  ajoute  les  résultats,  il  vient 

i3j^  +  8x:=  iSg. 

Faisons  successivement  f*  :=  o ,  1,2,  3....}  ou  bien  l^as^*  i , 
—  2,  —  3....  ;  les  formules  précédentes  donneront  toutes  les  va- 
ktrsdexel  de  j'en  nombres  entiers,  soit  |)osilirs,  soit  nr^a* 
tlfs,  propres  à  vérifier  la  proposi'c;  mais  fi,  comme  l'exige 
fvDoncé,  on  ne  doit  tenir  compte  que  des  solutions  entihrt's  et 
potitiveSf  £*ne  peut  recevoir  que  des  valeurs  qui  rendent  3 — 8i* 
et  i5  +  i3/*  positifs.  Or,  il  n'y  a  évidemment  que  I*  =  o  et 
^^— i,qui  satisfassent  à  celte  condition:  car  toute  valeur 
poiilive  de  I*  rend  jr  né^^atif,  et  toute  valeur  négative,  numé'- 
nquenunt  plus  grande  que  i,  rend  x  négatif. 

Si  Pua  fait  successivement    i*  =  o,  i*  =  —  i. 


Il  eu  résulte 


[^  -    ^»    J"  =  »ii    » 
i  X  =  i5,     X  =.    2.   / 


Donc  les  deux  systèmes  x==i5etj'  =  3,x=:2etj': 
»at  les  seub  qui  rérifient  l'équation    &r  -^  i3y  =  iSg. 


sont 


ai6  A!SALTSE   INOÉTERMINÉE* 

Quant  à  la  question  dont  cette  équation  est  la  trad action  af- 
fvéhrîquey  puisque  8r  et    i3y  représentent  les    deux  partî» 
cherchées,  il  s'ensuit  que  8  X  i5  ou  1210 ,  et  i3  X  3  ou  899 
forment  une  première  solution;  que  8X3  ou  i6,et  i3Xii 
ou  143,  forment  i/ne  5fcc7/i</r5a/ii/io/i  y  c'est-à-dire  que  i59peat 
être  partagé,  soit  en  lao  +  39,  soit  en  16  +  i4^- 

ia4*  Soit,  pour  second  ciLcmpIe,  l'équation 

17X  —  4ar='"8,..  (i). 
On  en  déduit  d'abord    x  =  ^^Zjzl  =  a  r  +  ifcli. 

Ponr  qu'à  une  ?a1eur  entière  de  jr  il  corresponde  nneiraleor 
entière  de  :r,  il  faut  et  ilbuffit  que  1 57^  —  8  soit  un  multiple 

de  17.  Soit  donc  — ^^ =f,  t  étant  une  indéterminée;  il 

«7 

en  résulte  i5^— 17/  =  8..,  (2), 

et  x  =  7jr+ 1. 

[  L'élimination  de  i  entre  ces  deux  équations  reprodoirtit 
l'équation  (i).] 

On  déduit  de  l'équation  (?.) ,    j^= =-^  =<  -{ =—  ; 

et  la  nouvelle  expression 7  — =-  ,  doit  être  un  nombre  entier; 
(c'est  d'ailleurs  une  condition  suffisante). 

Posant =—  =  «',  on  obtient  ax  —  iS/'  =  —  8. . .  (3), 

lO 

et  par  conséquent  j^  =  x  +  £'. 

L'cquation  (3)  donne      t  = =  7*  —  4  +  -» 

et  si  l'on  pose  -  =:  /',  il  Tient        t'  =  ax*, 

d'où  «  =  7*'  —  4  +  <'• 
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Maintenant  9  pour  exprimer  x  eXjr  en  fonction  de  l'iadéter- 
■née  1*1  rapproclions  les  quatre  équations 

X  =:  ajr  +  i, 

jr=     ^   +  ^, 

/  =  7/-  _  4  +  i^, 

L'avant-demière  devient     /= 7X2^— 4+  '^  ou  t  =  i5l*—  4; 

remontantàIasiHX>nde,onaj'=  i5/*«— 4+^'*|0"J'=^'7'*""  4» 
cnGn  I  la  première  deTÎcnt 

a:  =  2(i7£*— 4)  +  i5/^— 4> oux=49'''— ï^' 

Ces  deux  formules  reproduisent  l'cquation  proposée,  par 
Fâimination  de  i";  car,  si  Ton  multiplie  la  première  par  49? 
baecondc  par  17,  et  qu'on  retranche  les  deux  résultats  l'un 
de  l'autre  j  il  Tieut 

«7^  — 49,r=  —  î^o4+  196  =  — 8. 

On  voit  d'ailleurs  qu'en  donnant  à  i"  des  valeurs  positÎTCS 
quelconques ,  on  obtiendra  pour  :t  et  j^  des  valeurs  positiret  ; 
nais  on  ne  peut  supposer  i"  négatif. 

Soit  t"  z=:     I,        2,        3,        4***M 

ontronTe  j^  =  i3,     3o,     47>     64...., 

X  =  37,    86,   i35,  i84 

Le  nombre  des  solutions  entières  et  positives  de  l'équation 
proposée  est  donc  infini  ;  et  le  système  des  plus  petites  est 

j:  =  37,    ^=i3. 
Ce  système  vérifie  l'équation,  car  on  a 

17X37  — 49  X  13  =  629  — 637=  — 8. 

Kotts  nous  sommes  dispensé,  dans  cet  exemple ,  de  reprendre 
^sles  raisonnemens  qui  avaient  été  faits  dans  le  premier,  pour 
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tendre  compte  rie  toutes  l«s  opération^ }  mais  il  aat  feeile  aux 
comnirnçans  de  les  reproduire  i  en  suitaut  pat  a  pat  lêt  iraas* 
formalitms. 

125.  On  peut  résumer  ainsi  la  méthode  précédente  : 

Soit  ax  +  bj  z=z  c...  (i),  l'cquallon  qu'il  s'agît  de  ré- 
soudre. Tirez  de  Cfiie  équation  la  valeur  de  t inconnue  qui  a 
le  plus  petit  coefficient  9  de  x,  par  exemple,  et  effectuet  la  ilivi" 
Mjon  autant  que  possible^  vous  obtenez  une  expression  de  xcn/'i 
composée  d'une  partie  entière  et  d'une  partie  de  forme  frnction- 
llèire  qu'il  faut  tâclicr  de  rendre  entière.  Êgaltz  cette  seconde 
partie  à  une  première  indéterminée  \j  il  en  résulte  une  nouvelle 
équation  en  y  et  X ,  que  Ton  peul  nommer  Tcquation  (%),  et 
dont  les  coel&ciens  sont  plus  simples  que  ceux  de  Pêquatîou  (i); 
la  valeur  de  x  se  trouve  d* ailleurs  exprimée  en /onction  entière 
^e  j  eiX,  et  féquation  proposée  résulte  de  féliminaiion  de  t 
entre  téquation  (a)  et  l'équation  qui  donne  la  valeur  de  %  en  y 
et  t. 

Tirez  de  T  équation  (9)  la  valeur  de  j,  et  effectuez  la  division 
autant  que  possible.  Égalez  la  partie  fractionnaire  à  une  se^ 
eonde  imléterminée  t';  d*oU  il  résulte  une  équation  (3)  en  i  et  t', 
plussimple  que  l^s  équàtionê  {%)  et  (n).  La  valeur  de  y  se  trouve 
ainsi  exprimée  en  fonction  entière  de  t  et  t'/  et  la  propotée  rrf- 
sulte  de  Vélimination  de  t  et  i'  entre  f  équation  (3)  et  le*  deux 
équations  qui  donnent  x  en  fonction  entière  de  y  ti  i,  puis  y 
en  fonction  entière  de  t  et  t\ 

Opérez  sur  l'équation  (3)  comme  sur  les  équations  (1)  <fl  (2), 
el.  continuez  celte  série  do/férations  jusqu'à  ce  qu'enfin  vous 
parveniez  à  une  dernière  équation  entre  deux  indéterminées 
dont  Vune  ait  pour  coefficient  fvsiTt. 

Remontez  ensuite  de  cette  dernière  équation  aux  précédentes, 
et  cherchez f  par  des  substitutions  successives,  à  exprimer  z  et 
y  en  fonction  de  la  dernière  indéterminée. 

Vous  obtenez  ainsi  deux  formules  h  l'ai  de  desquelles ,  en  don- 
nant à  rindéterrainée  restante  des  valeurs  entières  qtieioonqiiéSt 
TOUS  IrouTCS  tous  les  syslcines  de  valeurs  entières,  uuupethi¥eê 


que  négéiiives  f  propres  à  Tcrificr  l'équation  ax  *{-  bjrssz  c. 

Si  l'on  ne  Tcut  que  ties  valeurs  entières  et  positives  pour 
X  eïy,  les  deoi  formules  incliquent,  par  leur  composition, 
entre  quelles  limitée  doivent  être  comprises  les  valeurs  de  la 
detnihre  indéterminée,  pour  que  cette  condition  soit  rem- 
pile. 

Remarques.  i\'  Le  procédA  qui  Tient  d'être  Indiqué  dd?t 
toujours  conduire  à  une  dernière  équation  dans  laquelle  le 
coefficient  d'une  des  indéterminées  est  égal  à  V unité. 

.  En  elTet,  dans  la  première  o|)ération ,  on  est  contiuit  à  diviser 
le  plus  granJ  coeflîcient  des  deux  inconnues  par  le  plus  petit; 
dans  la  seconde»  le  plus  petit  ooeflîcieiit  par  le  reste  de  leur  di- 
tision;  dans  la  troisième,  le  premier  reste  par  le  second  reste, 
et  ainsi  de  suite,  c'est-à-dire  que  l'on  applique  aux  deux  oœfi* 
ciem  le  procédé  du  commun  diviseur.  Donc,  puisque,  par  liy- 
potbèaei  les  deux  coelBciéoa  sortt  premiers  entre  eux  (  n*  i  ^^  )  i 
on  parviendra  finalement  k  un  re^te  égal  à  i ,  qui  servira  de 
coriBcient  a  Favanl-dernière  des  indéterminées  que  l'on  aura 
introduites  dans  le  cours  du  calcul. 

a*.  Lorsqu'on  applique  le  procédé  a  nne  équation  dana  l#» 
quelle  les  coelDciens  des  deux  inconnues  renferment  un  fao* 
tenr  commun  qui  ne  se  trouve  pas  dans  le  second  membre, 
nais  que  l'on  n'a  pas  d'abord  aperçu,  la  soi  te  des  calcnU  lait 
reoonnaitre  V impossibilité  de  résoudre  la  question  en  nombres 
entiers* 

Soit,  par  exemple,  l'équation    49^ ~*  ^^J'  =  1 1 . 

(Le  (acleor  7  est  commun  aux  coefflciens  de  Jt  eXjr,  et  n'entre 
pas  dans  le  second  membre.  ) 

On  en  déduit   ^=^35 —  =  3C*H   ^   j> — . 

Posant        "    ^g — =1,    doîi   j^atar  +  i, 

39£  4-  1 1  7/  4.  1 1 

on  a  xsss j — s=ai-4--^ — j — . 

14  ^      a4 
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Posant      2i+il=|',    d'où    x  =  al  +  ^, 

\it' — II  .  4 

on  trouTC  /  =  -^ =  a«  —  i . 

7  7 

Cette  (lerni&re  équation  est  évidemment  impossible  en  nombres 
entiers  pour  t  et  \!y  puisque  ~  est  une  fraction.  Done  aussi  Fé« 

quation  proposée  est  impossible  en  nombres  entiers  pour  xet/. 

126.  Au  reste,  le  procédé  ci -dessus  est  sufloeptible  de  plu- 
sieurs simplifications  quil  est  important  d'introduire  dans  h 
pratique. 

Reprenons  l'équation  déjà  traitée ,     1 7^?  —  ^^jr  s=  — '  8  ; 

on  en  déduit  d*abord  x  =  ^P^^-w 

«7 

Observons  actuellement  que  49  est  égal  à  1 7  X  s+iS,  oaUet 

encore,  égal  ji  17  X  3  —  a  :  donc,  ^^^  =  3 r —\ 

1-0  s  '  '    17  "^       17' 

ainsi  la  valeur  de  x  prend  la  forme     x  =  3^—  —^ ; 

et  la  question  est  1  amenée  à  trouver  pour  j*  un  nombre  entier 
qui  rende  entière  l'expression  — .  Or  cette  expression  re 

2  (t+  4) 

vient  a  — —  ;  mais  les  deux  nombres  1 7  et  a  sont  premiert 

entre  eux»  Ainsi ,  pour  que  — ^ -^  soit  un  nombre  entier,  U 

faut  et  il  suffit  {  Ariih,,  n**   i32  )  que  J"  +  4  *0"^  ditisilife 
par  17. 

Posons  donc"^^ -^=:  f ,  t  étant  un  nombre  entier  tout-à-bit 

m 

arbitraire  ;  il  en  résulte •  J'  =  1 7<  —  4» 

et  la  valeur  de  x  devient x  =  Zj  — -  af, 

ou  /remettant  pour  j^  sa  valeur  enl ,  jp  =  49*  •"  '*• 
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Cet  formules  donnent  également  toutes  les  solutions  entières  de 
la  proposée  ;  car  l'élimination  de  /  entre  ces  deux  équations  re- 
produit l'équation  17X  —  ^^jr  =:  —  8. 

En  faisant  l:=i,ay3,4***>o<^  trourerait  des  yaleurs  en- 
tières et  [Kisitiyes  pour  x  et  j^;  mais  on  ne  peut  supposer  t  né- 
ytàî  ni  ^al  a  o. 

On  doit  sentir  de  quelle  iraportaDce  sont  les  modifications 
précédentes,  puisque ,  par  leur  moyen ,  on  n'a  introduit  qu'une 
seiifa  indéterminée  dans  le  cours  du  calcul. 

Ces  modifications  se  rencontrent  dans  presque  tous  les  exem- 
ples, mais  on  ne  peut  les  expliquer  que  sur  des  équations  par- 
tieolieres  ;  c'est  pourquoi  nous  traiterons  encore  les  questions 
soiiantes  : 

127.  ScGOKOE  QUESTION.  Payer  ^B/r.  avec  des  pièces  de  Sfr. 
tl  de  3Jr,,  sans  aucune  autre  monnaie  ? 

Soient  x  le  nombre  de  pièces  de  5  fr. ,  et  j^  celui  des  pièces  de 
3  (r.  ;  on  a  l'équation  Sx  -{-  3jr  =  78 ,  qui  n'admet  que  des  va* 
Icon  entières  et  positives  comme  solutions  de  la  question. 

nS 5x 

Celte  équation,  résolue  par  rapport  à  j^,  donne  j^  =  - — j—  y 

00,  effectuant  la  division , j^  =  26  —  jr  —  -5- , 

oabien  encore ■  -  > j^  =  26  —  ajf  -}-  ^. 

£n  considérant  la  première  forme  de  la  valcnr  do.jr^  on  voit  ' 
qoe  la  valeur  de  y  correspondant  à  une  valeur  entière  de  x^ 

ne  peut  être  elle-même  entière  qu'autant  que  l'on  aura  -r-  égal 

Àoa  nombre  entier  ;  et  comme  2  est  premier  avec  3  ,  il  faut  et 
ilittfEt  (  Arith.p  n®  182  }  que  x  soit  divisible  par  3. 

Soit  donc.  • j;  =  3l  ; 

ilea résulte j^  =  26  —  a:  —  2/,  ou  bien.  • . .  j^  =  a6  —  5/. 


sua  àVAvm  miMMKifiifiB. 

Si  l'on  comidère  la  seconde  imleuryon  Toit  deaniteqnei^deil 
être  un  multiple  de  3 ,  ce  qui  donne    xssitj 

d'où  résulte  encore  j^  =  a6  —  a*  + 1 ,  ou  j^  =  a6  —  5l. 
Ces  deux  formules  montrent  que  t  doit  être  positif  et  ne  pcH 

a?oir  une  Taleur  plus  grande  que  ->-|  ou  5  «• 

, Soit  donc      I  =s    o,       i,       a,       3,      4»       ^f 
il  en  résulte      «=0,       3,       6,       g,     la,     iS, 

j'ss  a6,     aiy     ]6,     ii,      6j       i. 

Ainsi  y  l'on  peut  sntlsfaîre  à  la  question  de  six  mani&res  difr 
rentes ,  savoir,  ayec  26  pièces  de  3  fr.,  sans  aucune  pièce  de  5  fr; 
arec  ai  pièces  de  S  fi*.  et  3  pîbces  de  5  fr.  ;  atec  16  pièces  de  )fr. 
et  6  pièces  de  5  fr.  ;  et  ainsi  de  suite. 

Troisc  MB  nioBLè^is.  Trwiver  yn  nombre  qui,  étant  dhiti 
pmr  3g,  éonne  le  reste  16,  ei  dMsé  par  56 ,  donne  le  rette  fji 

Soil  N  le  nombre  thcrché.  App*lons  d'ailleurs  x  et  j^  letqai" 
tiens  entiers  de  N  divisé  successivement  par  3g  et  56.  On  a  isi 
deux  équations 

N  =  3gx  +  16    et    N  =s  56jr  +  ay; 

ce  qui  donne  3gr  +  *6  =  56;^  +  37, 

ouy  réduisant,        Sgr  -—  56^*  =11...     (1); 

et  la  question  est  ramenée  à  résoudre  celle-ci  en  nombei 
entiers. 

On  en  déduit  x  =     '^^ =  X  +  ""3^ > 

K-  ^      (aar— n) n(y— 1) 

ou  bien  encore,  ar  =  aj^  — 5 =  9^  — 5— — • 

(On  prend  ici  le  quotient  par  excès,  parce  qu'on  ^aperçait 
que  le  facteur  1 1  peut  être  mis  en  évidence  dans  le  numérateur 
de  In  fraction.  ) 
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Comme»  dans  Tex pression ^ 1  le  factcor  1 1  eft  pre* 

Wcravee  Sg,  pour  que  celte  expression  soit  un  nombre  en- 
tifTi  il  faut  el  il  suffit  que  v  -*  i  soit  divisible  par  3^ 

FtoMna  donc  -^ —  =3 1,  il  en  résulte  aj*  —  Sgi  =  i . . .  («)^ 
et  par  conséquent •..•....  j:=:7j^— «  iil. 

.      ^  ^  1                         3o/  +  I               ,1+1 
L'équation  (a)  donne         j  =s  -:^ =19/4- j 

psianl  ■  =  /,  on  obtient  Véquation  i=   ai*  —  i , 

En  reportant  celte  \a1enr  de  j*  et  celle  de  I  dans  l'expressioii 
de  X  a  on  trouverait  x  =  56/'  —  27.  IVJais  cette  su1>slitution  est 
inulile;  car  puisque  N  est  l'inconnue  principale  du  problème 
{Xf^jrm  sont  ici  que  des  inconnues  auxiliaires)  et  que  Ton  a 
B==56/'+  27,  il  suffit  de  remplacer  daus  cette  équation^  jr 
fsr  sa  valeur;  ce  qui  donne 

Hs56(3gi' — >9)  +  279  ou,  réduisant,     N=ai84^ — 1037. 

On  reconnaît,  à  Vinspcction  de  celte  formule,  que  f' peut 
iToir  une  valeur  positive  quelconque  ;  mais  il  ne  peut  èlre 
Béji^tir. 

Soit  /  =  I  j  il  en  résulte  N  =  2184  —  io37  =  1 147« 

Ce  nombre  1 147  est  le  plus  pelit  de  tous  les  nombres  entiers 
positifs  susceptibles  de  satisfaire  à  l'énoncé. 

Observons  d'ailleurs  que,  du  moment  où  l'on  a  reconnu  quo 
H47  satisfait  à  l'énoncé ,  on  est  certain  que  toutes  les  autres  va* 
lltrs  de  N,  correspondant  à  l'=s  2,  3,  4>*«*  y  satisfont  l'^a- 
kaent.  En  effet ,  dans  la  formule  N  ^=2184/'—  1037,  le  nom- 
Iire2i84  étant  égal  à  Sg  X  56,  les  bypolbëscs  /  =  2,3,4>  •  •  • 
ancrent  pour  N  des  multiples  de  21847  ^^  de  39  et  de  56, 

augmentés  de  1 147  ;  d'oji  it  suit  que  ces  valeurs  de  N,  divisées 
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respectivement  par  Sg  et  56  doWent  donner  les  mêmes  restes 
que  ii47- 

JV.  B*  Les  artiGoes  de  calcul  auiqueUnous  «Tons  ea  recours 
dans  la  résolution  des  questions  précédentes  supposent  de  Tliabî- 
tude;  mais  nous  ne  saurions  trop  en  rect^mmander  l'usage, 
parce  qu'ils  abrègent  beaucoup  la  détermination  des  ¥alco» 
de  jr  etdej*. 

ia8.  Si  l'on  compare  les  formules  propres  à  donner  tous  les 
systèmes  de  valeurs  de  x  et  de  j,  dans  les  diverses  questions 
que  nous  avons  traitées  jusqu'à  présent ,  au\  équations  de  ces 
problèmes  I  on  peut  facilement  reconnaître  qu'elles  jouissent 
de  cette  propriété  commune  :  Les  cocfficiens  de  rindélerminée 
qui  entre  dam  ces  formules,  sont  réciproquement  tes  mêmes 
(au  signe  près  pour  l'un  des  deux)  que  les  coejficiens  dont  les 
inconnues  x  ety  sont  affectées  dans  V équation  proposée j  desXr 
à-dire  que ,  dans  la  valeur  de  x,  le  coefficient  de  l'indéter- 
minée est  égal  au  coefficient  dont  y  est  affecté  dans  Téqua^ 
tion,  et  dans  la  valeur  déj^,  le  cocIEcient  de  l'indétermioée 
est  égal  au  coefficient  de  x  dans  V équation j  pris  en  signe  conr 
traite;  ou  réciproquement  (  quant  aux  signes  des  deux  coef- 
ficiens). 

Pour  démontrer  cette  propriété,  reprenons  l'équation  gé- 
nérale 

ax  +  bjr  =  c,...   (i), 

et  supposons  qu'après  avoir  appliqué  la  méthode  »  on  so!t  par* 
Tenu  aux  deux  formules 

jr=mi  +  A...  (a),  j^œnl+B.  .•  (3). 

.  Nous  observerons  d'abord  que ,  dans  ces  formules  »  les  cœf* 
ficiens  m  et  n  doivent  élre  premiers  entre  eux  ;  car  s'ils  avaimt 
un  facteur  commun , et  que  l'on  eût,  par  exemple ,  ntssm'if 
nssn'kfles  formules  deviendraient 

X  ==  m'k.i  +  A ,    jrss n'k.t+Bi 
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eteopoMot  i=r  j,  on  obtiendrait 

dP OQ  il  sniTrait  qu'à  une  Taleur  fractionnaire  t  de  l^  il  corres' 

pondrait  des  valeurs  entières  de  x  et  de  Xf  tandis  que,  d'après 

b  nature  de  la  méthode ,  toutes  les  indéterniinces  introduites 

diosie  €ours  du  calcul  ne  peuvent  recevoir  que  des  valeurs  en* 

tières.    . 

*  Cela  posé,  les  valeurs  (2)  et   (3)  devant   vcriGer  Péqoa* 

tioo  (i),  quelque  valeur  entière  qu'on  donne  ftr  f ,  on  a  né* 

OMairement 


tf  {ml  +  A)  +  &  {nt  +  B)î=5?  c , 
OBiCn  développant  et  ordonnant  par  rapport  à  /, 

{am  +  bn)  f  +  a  A  +  *B  =  c. 

I 

IbiSf  comme  la  supposition  de  /'=o  dans  les  formules  (2) 
cl  (3) ,  donne   x  =:  A  et  j"  =  B  ,    ces  valeurs  doivent  former 

j    u  système  particulier;  ainsi  Ton  n  8cpa**ément  aA  4*^Bs=;c; 

'  dooc  l'égalité  précédente  se  réduit  à 

{am  4-  bn)t  =  o. 

Or, pour  que  cette  égalité  soit  satisfaite  pour  toute  valeur  e/t« 
<(ffv  allribuée  à  /,  il  faut  que  l'on  ait 

am  +  ^n  =  o ,     d  ou     —  =  —  7-  : 

m  0 

et  puisqu'on  a  déjà  reconnu  que  m  et  n  sont  premiers  entre 
en, aussi  bien  que  a  et  ^,  on  doit  avoir  {Artih.,  n*  157} 

n=:zaf  mzzzi'^  b^ 

oabien,  n  =  — -n,         mz=zb. 


iS 


/ 


^28  ANALtSE  llfDÉTCBlfllCÉE. 

r»ff,  C+a,  C-i-aa^  C+Sa ...  1         ijr=C^a, C — 2a,  C-*3ii . . . , 
x=«, •—*,«— ai,  «—Si. . . /         CJp=«J+i,*+aft, «+3ft . ... 

lyou  l'on  TOÎt  que  toutes  les  solutions  entières ,  fosilives  ou 
négatÎTes,  de  U  proposée,  (orment.  deux  progressions  par  dî/- 
Jërence,  dont  la  raison  est,  pour  les  valeurs  de  t,  y  le  coefficient 
dont  y  est  ajffecté  dans*  l'équation,  et  pour  les  valeurs  de  y,  le 
coefficient  dont  x  est  affecté  dans  la  même  équation. 

i3i.  AUTRE  METHODE.  Il  résulte  cle  l'analyse  du  n*  1291 
(fuc  toute  la  dilticultéy  pour  résoudre  complètement  l'équa- 
tion aX'^;'  bjr^ssc,  consiste  à  trouver  une  première  solution, 
puisqu'on  peut  ensuite  obtenir  toutes  les  autres  au  moyen  des 
formules 

Cette  considération  conduit  à  une  seconde  méthode  pour 
résoudre  l'équation  indéterminée.  Elle  repose  sur  les  propriétés 
élémentaires  des  fractions  continues. 

Soit,  ix>ur  premier  exemple,  l'équation  (déjà  traitée  n*  124} 

.17X  — 49J-=r— 8. 

Si  l'on  GOUTertit  -p  en  fraction  continue  {jiritiuf  n?  167),  et 

qu'on  forme  les  réduites  {AritK^n*  >%)>  on  obtient  les  frao> 
tious 

o    I     I     8      17 

t   » 

Or  on  sait  (  Arith,  ,  u^  171  )  que  le  numérateur  de  la  diffi" 
rence  entre  deux  réduites  consécutives  est  égal  à  +  1  si  la  ré-' 
duite  de  laquelle  on  retranche  est  de  *rang  pair,  et  à  —  i  il 
cette  réduite  est  de  rang  impain 

DonCy.C9ii|me  -p  est  de  rang  impair,  on  doit  a?olr 
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(égalité  qui  peut  d'ailleurs  se  vérifier  îmniédiateiiieiit). 

Cela  posé  y  maUîpHons  les  deux  membres  de  cette  égalité 
iMfiée,  par  8  »  c^est^i-dire  par  le.  second  membre  de  la  pro- 
fnéefpn's  en  signe  contraire;  il  Tient 

17  X  (  23  X  8)  —  49  X  (8  X  8)  =  —  8, 
oa       17  X   184  —  49  X  64  =  —  8, 

^iplité  qui  est  encore  exacte,  et  qui  ne  difi^  de  lâ  ptfapoate 
qoFen  ce  que  184  remplace  jr ,  et  64  remplacej^  ;  d^M  P911  iFoit 
que  la  proposée  est  nécessairement  satisfaite  par  > 

/  =  64    et    jc  =i  184. 

Cette  première  sofûtîon  étant  trouVée\  on  a  (n*  i^S);  pott'r 
déterminer  les  autres,  les  formules 

j'  =  64+i7<,    x=i84  +  49^ 

Si  Ton  ne  Tcut  que  des  Taleurs  entières  et  positires,  il  faut 
apposer  /  positif,  ou  égal  ào,  —  i,— a,— .3-  L'hypo- 
thèse 1=— 3  donne  «  =  37,  jfr=i3;  c'est  le  plus  potît 
lystème  trouve  n**  ia4* 

i32.  Pour  généraliser,  supposons  que  l'équation  a  résoudre 

«it  .1^ 

ax — by=zc,,.     (0» 

■  • 

4  et  i  étant  deux  nombres  absolus 9  mais  e  pouvant  être  *  po- 
nUf  ou  négatif.      -  • 

GoDTerlissons  eu    fraction  continue  y,  qui,  par  sa  nabire» 

<k)il  être  irréductible  (n*  122),  et  formons  les  réduites  censé*- 


I 


t.  .     .      »    ■  '    \  -■ 
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—,  ; .  .  .  -■  - 

cutifes;  la  dernière  est  t>  et  raTant-demifarê  peut  éti*e  repfré- 

WÊÊ. 

sentoe  par  — ^  *,  ce  qui  donne  la  relation 


savoir  :  -f"  <  ^^  '^  réduite  -r  est  de  rang  pair,  et  —  i  si  cetta 

réduite  i^st  de  rang  impair. 

Adideltôns ,  pour  un  instant ,  qi?èlle  soit  de  rabg  pair  ;  on  i 

fégmliêé  éérifiée. . .  i .i.4..     m^CfnT  ^b  Xmsst+t; 

ÎQiiltIf  VîoBS  ses  deu  Bscmhrts  pat 

c;  il  Tient.  ...;....»•.:•;•.•»..«    m  Xm't^'^6y<,me:xto^ 

résultat  qui  ne  diffk*e  de  l'équation  ..    ax  *•  ^  =  c, 

qu'en  ee  que  x  et  jr  9pnt  remplacés  par  m^c  et  mc;  donc 
X  :£=  mfcf    j  =  me  forment  une  Moluiion  de  PéquatioQ. 

Si  la  réduite  t  est  de  rang  impair»  on  a  aX^n'— ^Xmas— i  ; 

d'pù,  multipliant  par  —  c,  «  X  ( — »»'0 —  *X  (— fwc)=sc. 

Compaf «nnl  cette  égalité  yérifiée  avec  l'équâtion     àx  — ^  bjr=Cf 

Si  réf|uation  est  de  la  forme    âX-4"^'=^^9 
if Mè^dtro  si  àei  dcttx  oostt^ .  • 

cieos  a  et  &  sont  de  même  signe , 
on  peut  la  modifier  ci  l'écrire 
ainsi  : ûi  —  Zr  X  (-%r)  =^- 

|>9xlors  I  eu  fiivinavti»  ûomniB 
ci-dessus ,  Tégalité aX  m'c — b  X  mçwc* 

oa  kiett  ooile--ci  :««....' <»X(— mV)— ^X(— wc):»  c» 

4MI  fiourim  oMaolttite  que  4P3cm'C|^:B-*-i»e,  ou 
jr:=— 'm'c|  jr=:mc  forment  une  solution  de  l'équaliop. 
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Ainsi,  quelle  qœ  soit  l'ëquation  proposée  i  on  peut  tou* 
joors,  an  moyen  des  fractions  continues ,  obtenir  une /première 
Mbrifeit  de  cette  équation;  et  les  formules  y=:S  +  aêf 
!=:«  —  bt ,    donnent  ensuite  toutes  les  autres.  '' 

l33.  Appliquons  cette  méthode  à  un  nouyel  eibittple. 

Soit  à  résoudre  Téquation 

agir  4-  i^=  256, 
bt  frêclion  -^,  boàlèrtie  en  fraction  cootiune  i  donne  (ioar 

Ici  rédliittts  eoâiéottlÎTes,  -•  -,  ?,  — •  -^. 

I     1     3     7      17 

•'•  '  '  ,■  ,    .  .   . 

lyok  rcatàlte  Végalité  vérifiée       2g  X7  —  17X13  =  — i» 

2Q 

[ici  h  réduite  "^  est  de  rang  impair  )• 

Multiplions  les  deux  membres  de  cette  égalité  pat  —  l96^ 
I  Tient 

î»9  X  ( —  1 750) —  i«j  X  (—  3ooo)  =:  260  j 

nuis  la  proposée  peut  être  écrite  ainsi  : 

2g  X  X  —  17  X  (— J^)  =  25o. 

D*oii  l'on  voit  que  x  =  ~^  i^5o  ,  jr  =  3ooo ,  forment  une 

Les  foirmules  deyiennont  alors    I  •^  000 -f- 2g/, 

l  x=z —  1750—  17/, 

Si  Pon  ne  Teot  tenir  compte  que  des  solutions  en  nombres 
entiers  et  iiositifs ,  il  faut  supposer  i  négatif;  ainsi,  changeant  le 
i^  de  l,on  a  j^=s3ooo-^2g/,  xz=s — 1750+17/;  et  il 
Mérident  que  les  Taleurs  de  x  et  de  ^  île  seront  po»i(ives 

•p'tStâiit  «oe  l'oit  aura    f  '  ''  S  ô  '        d'où  <  ,  ' 

^  l  29(  <^  3ooo,  j      ^  3ooo 
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OU  ,  efTectiiant  les  divisions,     I  ^  102  — ,  mais  ^  io3  — . 

17       .     >        39 


•  « 


Donc  /  =  io3  est  la  seule  valeur  de  rindéterminée  qui  reqdejr 
ctj'  positifs. 

Pour  t=  io3  ,on  trouTe  xz=:i  ^jrzsi  i3^  valeurs  fui ,  subs- 
tituées dans  Tëquation ,  donnent 

29  X  I  +  17  X  13  =  29+  ^^'  =25o. 

'  On  Toit  avec  quelle  précision  la  méthode  précédente  dotonc 
toutes  les  solutions  de  Téquiition. 

1 34*  Dans  quelques  circonslanècs ,  ]» première  sobuion  ^eâ 

s'obtenir  sans  que  Ton  soit  obligé  de  conrertir  j  enfraeim 

commue.  I**.  Si  l'un  des  doux  coefiiciens  a  et  &  est  un  soui' 
multiple  exact  de  la  quantité  toute  connue  c ,  l'équalkmHcloiiiK 
aur-!e*cbanip  une  première  solution. 

Soit ,  par  exemple^  l'équation  &r  +  Sjsr  78;  le  coeffickpt3 
divise  78  et  donne  pour  quotirnt  26. 

Donc ,  si  l'on  pose  x  =  o  et  j^  =  26 ,  l'équation  est  satisfaite; 

î 
car  elle  devient         6x04-3x26  =  78; 

/  X  ^^  3/ 
les  autres  solutions  se  trou\  ent  dans  les  formules  i     fù-Si 

Soit  encore  l'équation  1 7X  -f-  3Sjr  =  1 56. 

Le  nombre  i56  est  divisible  par  12,  et  donne  pour  quotient 
i3 }  ainsi ,  7-=:  o,  a:  =  1 3 ,  forment  un  premier  sj-s^èmej  et  Ton 
a  pour  les  autres ,    ^=:=i2/,  x=:i3 — 35/. 

2^  Toutes  les  fois  que ,  d'a|>rès  Tiuspection  de  Téqualiony  on 
reconnaît  que  la  somme  ou  la  dlOereiice  des  coefEciens  a  et  if 
multipliés  respectivement  par  deux  nombres  entiers  convens* 
blés  9  donne  un  sous-inultiple  du  second  membre  ,  la  preu^iire 
solution  s'obtient  encore  sur  le-cbamp. 

Soit,  par  exemple,  l'équalion  25ar—  i6f  ssn» 

Commeen faisant  .r=:2, ^=3,  on  trouve  25xîi— i6x3=a» 
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naltiplions  les  deux  membres  de  cette  égalité  vérifiée,  par  6, 
]iiotieot  de  12  par  2\  il  vient    a5  X  12  —  16 X  i8=s  12. 
Vok  l'oa  pent  conclure  que  x==  la,  j'ss  18,  satisfont  à  la 
proposée. 
Soit  encore  ré<|ualion  i3x  —  477"  =  oj 

illeest  évidemment  satisfaite  par  x  =  o,    j*  =s  o. 

iiosi,  les  formules  générales  sont  jr  =  ^'Ji^j'  =  i3i. 

An  reste,  ces  moyens  de  trouver  une  première  solution  ne 
ont  que  des  moyens  particuliers  à  certaines  équations  »  tandis 
loe  la  eonvereîon  en  fraction  continue  est  un  moyen  totijonirs 
xrtain  pour  y  parvenir.  ' 

Nous  engageons  les  commença ns  à  se  familiariser  également 
lîec  les  deux  niélliodes  que  nous  venons  d'exposer,  pour  ré— 
oodre  l'équation  ax  -^  ùysatcm 

i35.  Â  la  seule  inspection  des  signes  dcréuualion  ax-i^bjrz^^Cf 

m  a  1  * 

m  reconnaît  si  1e  nombre  des  solutions  eu  nombres  entiers  et 
ootitifs  est  limité  ou  inCuî. 

l^  Toutes  les  fois  que^^  est  positif  (  /i  peut  toujours  être  sup- 
posé td  )  >  le  nombre  «fes  solutions  est  limité, 

c  "■•  bv 
En  effet,  on  déduit  de  l'équation  ,  x^=z • 

Cela  posé, si  c  est  négatif,  quelque  valeur  positive  que  l'on 
JûQDe  à  j", la  valeur  de  x  correspondante  sera  négative;  ainsi, 
dans  ce  cas  ,  féquation  n  admet  aucune  solution. 

Si  c  est  positif,  ou  ne  peut  donner  à  jr  des  valeurs  positives 

c 
plnsgrandes  que  j,  autrement  x  serait  négatif  *,  d'ailleurs,  à  ta 

plos grande  valeur  dej^  correspond  la  plus  petite  pour  x,  et 
réciproquement  ;  donc ,  etc. 

^.  Toutes  les  fois  que  b  est  négatif,  quel  que  soit  le  signe 
fcc ,  le  nombre  des  solutions  est  illimité* 

En  effet ,  les  formules  x  =  «j  —  bty  jrzizQ  -j^at  deviennent , 

lorsqu'on  met  le  sicne  de  b  en  évidence,  <  -    .        * 

^  ^  \  jr  z=z  C  +  at. 
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Gr,  en  admettant  le  cas  le  plus  défavorable i  celui  o&  «et 
sont  deox  nombres  négAtifs ,  il  'suffit  »  pour  que  x  eiy  êti 
positifs^  de  supposer  à  /  des  valeurs  positives ,  numériqi 


plus  grandes  que  celtes  de  y  et  -.  Ainsi ,  Ton  peut  donner  k 

des  valeurs  entières  quelconques  au-^dessns  de  ces  deux  qoo 
tîebs. 

Dans  l'hypothèse  oim»  6,  c,  sont  positifs  ji  la  fois , en  pea 
toujours  fixer  les  limites  entre  lesquelles  doivent  étrA  oonsprîae 
les  valeurs  de  Tindétermioée  f.  Il  suffit,  pour  cela  t  de  poi«i 
dans  les  deux  formules  qui  sont  alors 

les  inégalités     S  +  al'^  Oy      «— -6l^o, 

<  e  à 

d*oJi  Pon  déduit  (n^  io5)     i  > ,     mais    '  <  j- 

lorsque  ces  deux  in^alités  ne  s^acooifdènt  paai  c^  vm 
preuve  que  l'équation  n'admet  aucune  ^ution  en  n^fM^nH 
entiers  et  positifs;  mais  si  elles  s'accordent,  le  nombre  des  va- 
leurs entières  qu'on  peut  attribuer  &  I  entre  les  deux  liisitei 

C      « 
-*-  -  et  T  >  exprime  le  nombre  total  dés  solutions. 

N.  B,  Comme  la  différence  entre  la  limite  supériènre  v  el 

,,...-,,  C  tf«j  -4-  &•         c    .  -  I 

la  limite  mferieure ,    est    -. —  ou  -v  (a  cause oo  a 

a  ab  ao 

relation  am'\'bZ'±±c)y\\  s'ensuit  que  -^  oii  j  +  i ,  (f  «xpri* 

mant  la  partie  entière  du  quotient  de  c  par  a6  ),est  If  MUi- 
MUM  du  nombre  total  des  solutions. 
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5  n.  Des  ÈquaM0ns  et  pmblèmes  à  tpois  ou  un  plus 

grand  nombre  dinconmms. 

|36.  Gpn$îdéron9  d'abord  le  cas  de  deux  équations  à  Uvis 
inconnues. 
Soit,  pour  premier  exemple  j  k  système  de  deù  équations 

8i?  +  9^  +  3i  =  656. . .  (aj, 

dans  Tune  desquelles  Tinconnue  z  est  affectée  d'un  coe£Scient 
i^al  \  Pbtiite.  Commençons  par  l'éliminer. 

Pooi-  cèU ,  multiplions  la  première  équation  par  3  ;  et  retifàn- 
tbons  la  kèbônclb  chi  résultat  ;  H  Tient  'jx  +  ijrt:^  t66...  (S) , 
iquaUbû  qui  peut  remplacer  l'èqtfatibn  (i). 

AppliqQant  a  l'équation  (3)  la  première  méthode ,  on  trouve 

•  •  •      •  s 

les  deux  formules <      ""»'     • 

Reportant  œs  deui^  expressions  da  ar  et 
dej^  dans  la  première  équation  >  on  obtient 
5^1 -r  30  +  4(  5i  +  ^0  +  *  =  27a  >  oo 

fiàiiÊ^Ui..,^.. • ct»s63-^l3<.. 

Les  trois  inconnues  se  trouvent  actuellement  exprimées  en 
fonction  entière  de  l'indéterminée  t.  Ainsi ,  en  donnant  à  I  des 
valeurs  entières  quclconi|ttes,  on  fen  obtiendra  de  semblables 
pour  Jt,  J'y  z  ;  et  ces  valeurs  satisferont  aux  deux  équations  pro- 
posées; eàr»  d'après  ce  qui  tient  d'être  4li| ,  le  système  des  troif 
A»riiiules  é^uiy^aui  aux  deux  équations. 

Si  Ton  ckuaoïle  des  valeurs  entières  et  positives  pour  x,jrt  ^« 
il  est  évident  que  I  ne  peut  être  positif,  car  x  serait  négatif;  mais 

5i 

oa  peut  siipposer  /teo,  — i,   —».•.,  ftié^'à  i ià  —  — 

SI 

on  —  7  -. 
7 
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Fa!sant4lonc<  =  0|  —  i,  —2,  — 3,  — 4>  •~5,  —6,-71 

f*=    »>     4>     7»     '<>'     '^»     ?6,     19,     aaj 

on  troaTe...<^=r  5i ,  44»  ^79     ^^f     ^^*     '6»       9»       ^î 

[z^63f  76,  89,   io2y   ii5y   128,   141 9  iS4; 

d'où  Ton  Toît  que  le  problème  est' susceptible  de  huit  soluiiom 
différentes. 

137.  Soient^  pour  nouvel  exemple  >  les  équations  - 

6-^  +  7^"  +  4^  =  122...  (0, 
iix  +  Bj*  —  6z  =  145...  (2). 

Pour  éliminer  z  entre  ces  deux  équations ,  mulliplions  la  pre- 
mière par  3  et  la  seconde  par  2.,  puis  ajoutons  les  résultats 

membre  à  membre  ;  il  vient ^ox  -f-  37jr  =  65G. . .  (3), 

équation  pour  laquelle  on  trouve,  d'après  la  première  mè;- 

thode, \'^V*V' 

.  ,  )^  =  8-4oi. 

Reportant  ces  e^c pressions  de  jt  et  de  j*  dans  l'équation  (i),  on 

obtient 6(37/4-9)+  7(8  —  4^0  +  4^=  "2, 

ou  ,  eflectuant  les  calculs  et  réduisant ,     22  —  29!  =  6 . . .  (4). 

Ici  l'inconnue  z  n'est  pas,  comme  les  deux  autres  xeiy, 

exprimée  en -fonction  entière  de  l'imlrterminée  f.  Ainsi,  îi  faat 

encore  appliquer  à  l'équation  (4)  l'une  des  deux   méthodes 

connues. 

(  <  =  2/^ 
Oo  a  pour  les  formules  relatives  à  cette  équa  tion ,  <    \     ^ 

Comme  d'ailleurs ,  toute  valeur  entière  de  t ,  substituée  dans  les 
expressions  de  x  et  de  jr,  en  donnera  de  semblables  pour  ces 
iàcoDnues ,  il  s'emuit  que,  si  Ton  j  met  21*  à  la  place  de  < ,  on 

obtiendra  Içs  deux  formules. j       'q     ^^  gV  v 

qui ,  réunies  à  la  suivante z  s=  291^  +  3, 
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oomprendront  tous  les  sjrsihrnes  de  valeurs  entihreê  ie  Xyjr^  x, 
propres  à  yérifier  les  équations  proposées. 

Si  l'on  ne  Teut  que  des  solutions  directes,  W  est  visible  que  f  ne 
pent  être  pasitîf ,  puisqu'alors j*  serait  négatif;  et  f  nepeat  être 
négatif,  puisque  r  et  x  seraient  négatifs.  Maïs  rhjpoth&se/^=o 
donne  xsg^j'rziSy  x  =  3;  donc  ce  système  est  le  seul  qui 
satisfasse  aux  deux  équations. 

En  résumant  la  marclie  précédante ,  on  en  conclut  cette  règle 
généraie  :  Éliminez  l'une  des  inconnues  entre  les  équations 
proposées,  et  cherchez  pour  Féquation  résultant  de  cette  éli~ 
mination,  les  formules  qui  donnent  les  deux  inconnues  qui  y 
entrent,  en  fonction  entière  d'une  indéterminée  t.  Substituez 
cet  expressions  dans  l'une  des  équations  proposées,  ce  qui  donne 
une  nouvelle  équation  ne  renfermant  plus  que  t  et  l'inconnue 
(pie  ton  avait  d^abord  éliminée.  Déterminez,  pour  cette  nouvelle 
équation,  les  deux  formules  qui  donnent  les  expressions  des  deux 
inconnues  qui  jr  entrent,  en  fonction  entière  (tune  seconde 
indéterminée  t'.  Substituez  enfin  l'expression  de  t  dans  celles 
dts  deux  premières  inconnues.  Les  râleurs  des  trois  inconnues 
se  trouvent  ainsi  exprimées  en  fonction  entière  de  t'  ;  et  il  ne 
s'agit  plus,  après  cela,  que  de  dcicrniiner  pour  t^  les  limites 
entre  lesquelles  ces  valeurs  doivent  se  trouver  pour  que  celles 
âetincouiiaes  principales  soient  entières  et  positives. 

N,  B.  Toutes  les  fois  que  l'une  des  inconnues  a  pour  coeffi-* 
cient  riinitédans  Tune  des  équations /  il  est  plus  simple  d'éli- 
miner cette  inconnue,  parce  qu'après  avoir  exprimé  les  deux 
airtres  en  fonction  entière  d'une  même  indéterminée,  si  l'on  re« 
porte  ces  valeurs  dans  l'équation  où  la  troisième  inconnue  est  af* 
lectée  d'un  coeDioient  égal  à  l'unité ,  on  obtient  immédiatement 
celte  troisième  inconnue  en  fonction  entière  de  la  même  indé- 
terminée', ainsi ,  dans  ce  cas ,  une  seule  opération  est  suffisante, 
^deux  équations  du  n^  i36  en  ont  offert  un  exemple. 

i38.  Voici  la  marche  qu'il  faut  suivre  pour  trois  équations  h 
^oatre  inconnues  :  j4près  avoir  éliminé  lune  des  inconnues,  on 
^rime,  à  Faide  des  deux  équations  résultantes,  et  diaprés  ce 
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qfd' Vient  éCêtrc  dit,  le$  troiê  atiuw  incêmmtot  en  fonctiom  bk- 
Tfim  ^*Mnâ  T^^ma  hdéiermnfhi  ^  Fif^  $ifbsiii^^  m^  v^^n 
dans  tune  des  équations  /nvfmée^.  Si'm  dans  U^  f^^iie^c  équa^ 
tien,  les  cœjficifens  des  ^eux  inconnues  quij  entrent  sonâd^f' 
fireins  de  l'unité,  on  établit  deux  formules  qui  donnent  ces  in- 
cpnanes  en  foztLTioN  f^Tiins  d*wtç  seconde  i^idéterminéef  puis 
Ofi  remplace  j,  dans  les  expressions  des  trois  premières  incpn^ 
nues,  la  valeur  de  la  première  indéterminée  en  fonction  de  la 
seconde ,  et  ton  obtient  ainsi  les  quatre  inconnues  primitives 
en  FONCTION  SNTiiftB  de  la  seconde  indéterminée, 

J^éino  raisonoement  pour  quatre  équations  à  çjnq  îqqoo- 
nuesi  etc.      ^ 
li^çtts  proposeroi^fi  pour  exercice,  lef  questiouf  9^iYaot^. 

•  TaoïsifacE  QimBTioir.  Un  monnayeur  a  trms  saxics  dttrgwi* 
Sitr  8  oftce^  ou  i  marc,  la  premikre  cantienl  7  onceâ  dar^^sk 

fin,  la  seconde  5*  -^  etla  troisième  4"  -.  //  veut  faire  un  al- 

Hage  dû  3o  marcs  pesant,  qui  contienne  6  onces  étargnmi  sur  8. 
C^mhitn  (en  nombres  entiers;  doii^il prendre  de  nuuxs  éc 
sjuaquc  sorta? 

IX  =  10,     la,     i4t     i6f     18» 
jr  «¥  30,    i5,    10.,      5t     o» 
«  =?    o,      3,      6,      9,     la» 
c'e$l-à*4|re  cin^  solutions,  en  admettant  o  pour  Taleurs  de 
^etde;8. 

QvAVBièm  QnnsTXOK.  Trouver  trois  nombres  entiers  tels,  que 
la  somme  de  leurs  produits  respectifs  par  les  membre^  3^  &,  7, 
soit  égale  à  S60,  et  que  la  somme  de  leurs  produite  peur  ks 
carrés  g,  %S,  49/  ^oii  égale  à  2920  P 


f*  =  «5,  5o  1  \ 

j  cm  9^^  4^  >|£^^H-dire<fe<»rsolottpn<.  | 
z  =  i5,  3o  J  / 

CiJsnfaksmgaesKum^  Traituet  un  nombre  entier  Ji  qftis  é^ant 


lier;  en  sorte  que  \ 
isoln  qni  satisfait     ] 
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divisé  pur  1 1  ^  donrm  fe  reste  S ,  diviêépar  1 9  y  donne  le  resté  f / 
^fUnsép^  29,  donne  le  reste  10? 

Rép.  N  =  4f^B  +  6o6if,(  étant  entier 
4198  est  le  plus  petit  nombre  entier  absoli 
à  renoncé. 

Spjba  QUSSTiON.  Trousser  pour  \  un  nombre  tel,  j^te  Içs 

3x — 10     iix+8     i6r — I  , 

apressions ,  y  — x — ,  soient  des  nombres 

entiers? 
{Rép.  x  =  2ii  +595^.) 

139.  S*,  dans  la  sixième  question,  on  désigne  par  j*,  ^»  et  f,  les 

3jp — 10     iix+8     i6j:— i  ,     , 

fooliens — ,  — -  — ,  g — f  onapourkséqiiaUons 

dn problème,  Sx— 10=7;^,    iiJr+8     =17^,    i6j?— 1  rsSt^; 

oobien,....  3x— yj^io,   iix— 17S=— 8,   iGx^Svsat. 

Il  faudrait  donc  appliquer  à  ces  équations  la  marche  indiquée 
4iai  le  nuttéro  précédent  pour  trois  équations  k  quatre  în^ 
ooonues.  Mais  nous  allons  dcrelopper  un  moyen  beaucoup  plus 
simple  de  déterminer  la  valeur  de  x  qui  est  ici  Tinconnuc 
inrincipale.  Ce  moyen  est  d'ailleurs  applicable  à  toutes  les  ques- 
tions du  mérae  genre. 

D'abord,  si  nous  considérons  la  troisième  expression ,  — s--— , 

X  ^^  I 

dic  rerient  à  Sx  H = —  ;  ainsi ,  pour  qu'elle  soit  entière, 

il  faut  el  il  suffit  que  x  -»  i  soit  un  multiple  de  5. 

Posons  donc  — = —  =  '  ;     il  en  résulte    x=:  i  +5t. 

o 

Toute  valeur  entière  de  t,  su1)stituée  dans  cette  formule, 
doonera  pour  x  .un  nombre  qui  satisfera  à  la  troisième  condî- 
«on  de  l'énoncé. 

Substituons  maintenant  cette  valeur  de  x  dans  la  premij*re 

m^     '         3X—  10       .,      .  i5/ — 7  / 

ttpreiston,   '  ;   il  vient =  ,    ou     9.1  —  1  «1.  ^ . 

7  7  7* 


d'où  l'oD  voit  qae  cette  nouvelle  expression  sera  entière  si  Pod 
suppose  <=  7<'  ;  d^aîlleurs,  cette  oondition  est  nécessaire.  Ainsi, 
pour  que  la  première  et  la  troisième  des  expressions  proposées 

soient  entières,  il  faut  et  il  suflit  que  Ton  ait    x  zzz  i  -|-5/, 

I  étant  de  la  forme  /  =  •jt'  ;  ce  qui  donne. ....     x  =  i  +  35/. 

'  Portons  cette  nouvelle  valeur  dans  la  seconde  expressioo» 

iix+8       .,    .     ^    335/'+ 19  ,.^    _L  2(1-30 

;     il  vient ,     ou     23/  +  i  +  -^ •• 

17     .  17  ^    ^         17 

Ov,  a  est  premier  avec  17  ;  donc  ,  pour  que  la  seconde  ex- 
pression soit  un  nombre  entier,  il  faut  et  il  suflit  que  1  —  3/ 
soit  divisible  par  17. 

1  — 3/'        ^        .      ^.  .       I — 171* 

Posant     ■  =  /  ,  on  en  tire r  =  — —^  « 

17  3 

/*4«i 
Qu , eflectuant la  division» c'  ss— 6/*-^ — r-. 


Soiti^-~  =  r,     on  obtient tT  =      3l*— 1, 

d'où  l'on  déduit  /'=— 6(3/*— i)  +  r,  ou  /  =— 17^+6. 

Reportant  cette  valeur  dans   l'expression  .r  r=  i  -4-35f^, 
on  obtient,  toute  réduction  faite, 

X  =  211  —  SqSi*, 

Telle  est  la  formule  propre  à  donner  toutes  les  râleurs  dex, 
susceptibles  de  satisCaire  Fénoncé. 

Soit  l*  =  o,  on  trouve  xr::  21 1  :  c'est  le  plus  petit  de  tous 
les  nombres  cberchés.  En  supposant  à  i*  des  valeurs  négatives 
quelconques,  on  obtiendrait  les  autres  solutions. 

A^  B,  Nous  remarquerons  que  SgS,  coetTicient  de  f  dans  la 
formule,  est  le  produit  7  X  17  X  5  des  dénominatenrs  des 
trois  expressions  proposées.  Il  serait  aisé  de  se  rendre  compte 
de  cette  propriété  qui  se  modifie  lorsque  les  dénominateors  ne 
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mi  pas  premiers  entre  eux  ;  car,  dans  ce  cas,  le  coefficient  est 
épi  an  muliiple  le  plus  simple  des  dénominateurs» 

jfo.  Il  nous  reste  encore  à  parler  des  problèmes  à\\^plus 
ju'iiuléierminés ,  c'est- à- dire  pour  lesquels  le  nombre  des  ôqna- 
tioDs  est  moindre  de  deux  ou  plusieurs  unités,  que  le  nombre 
do  inconnues. 

Soit  d'abord  l'cqualion  à  trois  inconnues,  ax^bjT'-i^  cz:=zd. 
Si  Ton  fait  passer  le  terme  cz  dans  le  second  mcmbi'e ,  il  vient 

aX'{"bjr=sd'^cz,    ou     €ix  +  bjrss€f  ^ 

(c  désignant  la  quantité  ^—cjs,  qu'on  regarde  pour  le  moment 
comme  connue  ). 

Ceb  posé  9  Von  établit  pour  V équation  ax  +  by  =c',  les 
eux  formules  x  =  ee  —  bt ,  j  =  C  -f-  at.  Après  quoi ,  ¥on 
remplace  dans  et  et  C,  c'  par  sa  valeur  d  —  cz  /  alors  xetjr 
«trouvent  exprimés  en  fonction  entière  de  F  indéterminée  t, 
et  de  la  troisième  inconnue  z. 

Soit  pi-oposéy  par  exemple  >  de  payer  187  francs  avec  des 
fi^cet  de  5  fr.,  6  fr.,  et  20  fr. ,  sans  aucune  autre  monnaie, 

I)(»ignons  par  x,jr^z,  les  trois  nombres  de  pièces  qu'il  £ftu 
donner  de  chaque  sorte;  on  a  l'équation 

5x+6jr  +  20Z  =  187 , 
l^i  revient  à  5ar  -f-  6/-  =  187  —  ao;B=c'. 

Tirant  de  cette  équation  la  valeur  de  x^ 

<>abien, x  =  — j-+        ^ 


5 


Posant  ^-^  =  r,  Ton  en  déduit      r  =  c^  —  5l, 


X  =  —  c'  +  6«. 

Remplaçant,  dansées  deux  formuleS|C^  par  sa  valeur  1 87—20X1 

«•trmecpfin p=      ^?T^°*T?' 

Tant  qoe  l'on  admettra  poar  x  et  ^  des  nombres  entiers  po- 

16 
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sîtifs  OU  négatifs ,  on  pourra  donner  kzeta  t  des  râleurs  toot 
fait  arbitraires;  mais  si  Ton  veut  satisfaire  directement &l'énoD 
la  forme  même  de  l'équation  proposée,  5j:-f-6;^-|-  aox=i8 
prouve  que  X  ne  doit  pas  receToir  de  valeurs  au-dessus 

— '  ou  9  -^ ,  car  autrement ,  a:  ou  j*  serait  négatif, 
ao  20  ^ 

Posons  donc  successivement  x c=  o,  i ,  2,  3, 8|  c 

Si  l'on  fait  x  =:  o ,  les  valeurs  de  x  et  dej 

deviennent. <  «       t  ' 

l  J  =       187— &î 

formules  qui  prouvent  que  t  doit  être>-7T2,  maif  <-t 

I  2 

<ni^3i  ^,  mais  ^377.  Donc  l  peut  recevoir  ftis  valein 

savoir  :  32,  33,  34,  35,  36,  et  37. 

ft  =  32,33,34,35,36,37, 
0:==  5,11,17^23,29,35, 
j  =  27,22,17,12,  7,  a. 

(  X  =:  —   i6n   +  6/, 

Soit  X  =  I  ;  on  trouve <  /?  #- 

l  j-  =  167  —  5/; 

»  ,      .     167  5  .    ^  167  2  .  , 

d  ou  t  >  —Tç-  ou  27  7; ,  ranis  ^  -p^  ou  33  7,  ce  qui  donne  en 

corc  les  six  valeurs  28,  2g,  3o,  3i ,  32,  et  33. 

If   =  28,2g,3o,3i,32,33, 
X  =     I,  7,i3,ig,25,3i| 
jr  =  27,22,17,12,  7,  a. 
f  t    =  25,26,27,28,39, 
Pour  x  =  2,  on  trouverait.. .  •<   x  =    3,  9,15,21,37, 

'  J  ==  22,17,12,   7,  2. 

Pour  z=3 


ft  =  22,23,24,25, 
X  ==  5,11,17,23, 
jr  =  17,12,    7,   2. 


• 


Pour  xss8,  les  formules  se-f  a:  =  —  27  -f"  6/, 
raient t  ^  =        27  —  5*. 
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d'où  />  Ç  OU  4  i,  mais<  ^0tt6|.  Ainsi  i  qo  peut  recc- 
▼oîr  que  la  yaleur  I  =  5  ^  ce  qui  donne  «sa 3,  j-isa  a. 

Enfin ,  â  r  hypothèse  ^=9,  H  ne  correspond  aucune  solution, 
car  les  formules  deviennent    x=a —  ^  -^  6/,    r  =  9 5/ 

d'où  /  >  2  ou  1  g,  maïs  «  <  |ou  ig  j  résultats  contradictoires, 

i4i.  Onvoîlassezcequ'ilfaudrait  fairepourdeuxëqualîons 
à  quatre  inconnues,  trois  équations  à  cinq  inconnues.  Ccpcn- 
(lant ,  nous  donnerons  encore  la  résolnlîon  complète  d'une  ques- 
tion de  ce  genre ,  pour  faire  voir  comment,  à  Paîdc  de  quclqtiss 
considérations  particulières,  on  parTÎeni  sbuvenl  à  siitiplirier 
les  calculs. 

SEPTiàttE  QiTESTitilî.  Un  fermier  achète  ic^o  pièces  de  bêlait 
peut  100  louis,  savoir:  des  bœufs  à  10  louis  la  pVece ,  deè 
vaches  à  5  louis,  des  veaux  à  2  louis ,  et  des  moutons' à  un 
demi^ouh.  Combien  a^t^il  acheté  d'animaux  de  chaque 
espèce  ? 

Soient  or,  j-,  ^,  «,  les  nombres  cherchés;  on  a  les  équations 
x+jr+^+    u=iooc  r     x+    a+z+u^ioo 

IOX+57'42JS+*U=10oj         ^"         j 

a  l  t2ox+ioj-+4i;+thss=2o0. 

En  retranchant  la  première  équation 

de  la>conde,  on  obtient ï9*+8Lr*f  3x=ioo> 

équation  qu'il  faudrait  traiter  comme  dans  le  n*  y^récédent. 
Mais  ayant  tout,  obsrrYons  qtf  il  est  préférable  d'exprimer^  et  t 
en  fonction  entière  de  x;  i».  parce  qu'il  est  évidéiil  que  x  ne 

doit  pas  aToir  de  valeurs  au-dessus  de  —  ou  5  ~  •  a»    naro- 

que  les  coefficiens  de j-et  de  z  ont  un  facteur  commun;  ce  qui 
entraînera  nécessoirement  une  condition  propre  à  détermitiei* 
les  valeurs  convenables  de  X», 
D'après  ces  considérations,  transposons  le  terme  igx  ;  il 

16.. 
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vient97^  +  3;B=ioo-r-i9x,  ou  bien,  ôjr+zs= 3~^* 

Or,  puisque  l'on  demande  pour  x^j^z^u^  des  nombres  entiers 

el  positifs ,  il  faut  que  ^       ■  soit  entier  et  positif;  mab  il 

n'y  a  évidemment  que  xss  i  et  x=::4>  qui  puissent  satbfaire  ï 
cette  double  condition.  Ainsi  déjà  ^  x  ne  peut  avoir  pour  yalenrt 

que  X  =  I  et  jr  s=  4* 
Soit  ar=  I,  il  en  résulte 3j^ +  «  =  27,  ou..,  x=27 — Zjr, 
Substituant  ces  valeurs  de  x  et  de  x  dans  la  première  des 

'    équations  proposées,  on  trouve.. 11=  7a  +  2f . 

La  1"  de  ces  deux  formules  montre  que  jr  ne  peut  pas 
être  >  g  ;  ainsi 

fjr  =  o,  1,  2,  3,  4>  5,  6,  7,  8,  9. 
Z  =  27,24*211  lS>>5»12|  9,  6y  3,  0, 
Il  =  72,74,76,78,80,82,84,86,88,90. 

Soit  :r=  4  ;  il  vient  3j-  +  »=8,     d'où    x  =    8  —  3j, 

et  II  ==  88  +  2j^. 

L'expression    de  z  prouve  que  jr  ne  peut  pas  être  ^  a  ; 


ainsi  pour  ^  =  4f  on  trouve 


(^=  o,  I,  2, 
j  X  =  8,  5,  2, 
l  II  =  88,  90,  92. 


D'où  l'on  voit  que  la  question  proposée  n'est  susceptible  que  de 
treize  solutions,  et  de  dix,  si  l'on  excepte  les  solutions  o. 

i\r.  B^  Le  moyen  de  simplification  qui  vient  d'être  indiqué 
devientquelquefois  une  modification  indispensable  à  la  méthode 
exposée  n®  i4o. 

C'esf  ce  qui  aurait  lieu ,  par  exemple ,  pour  l'équation 

fir  -f  lojr  —  i5x  =  11, 

dans  laquelle  on  reconnaît  que  les  trois  coefficiens  considérés 
deux  à  deux ,  ont  un  facteur  commun. 
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T/fa.  Le  but  de  V Analyse  indéterminée  du  second  degré  est , 
eoame celle  du  premier  degré , de  résoudre  en  nombres  entiers 
Itf  problèmes  qui  donnent  lieu  à  un  nombre  d'équations 
Boindre  que  celui  des  inconnues.  Mais  comme,  en  général, 
vue  équation  du  second  degré  h  deux  inconnues  donne  l'une 
felles  en  fonction  irrationnelle  de  l'autre ,  il  s'ensuit  que  la 
question  consiste ,  i®.  à  déterminer,  pour  Tune  des  inconnues , 
des  valeurs  rationnelles ,  qui  aient  la  propriété  d'en  donner  de 
Kmblables  pour  la  seconde  ;  2**.  à  choisir  parmi  les  valeurs  de 
Il  première  inconnue ,  les  valeurs  entières  qui  en  donnent  de 
lemblables  pour  la  seconde.  On  conçoit ,  d'après  cela,  que  l'Ana- 
Ijfse  indéterminée  du  second  degré  doit  offrir  de  plus  grandes 
difficultés  que  celle  du  premier  degré.  Cest  en  effet  une  des 
théories  les  plus  difficiles  de  l' Analyse  algébrique  ;  et  elle  sort 
tonl-À-fait  des  élémens.  Nous  renvoyons,  pour  cet  objet,  à  la 
Théorie  des  nombres  de  M.  LiCgeudre,  et  à  Y  Algèbre  de 
H.  Lhuillier,  ouvrage  dans  lequel  nous  avons  déjà  puisé  les 
énoncés  d'un  grand  nombre  de  problèmes,  et  où  se  trouve  trai- 
tée une  série  de  questions  du  second  degré  à  deux  inconnues, 
doDt  les  équations  ne  renferment  que  le  rectangle  ou  produit 
des  inconnues. 


CHAPITRE  V. 

Formation  des  Puissances  et  extraction  des  Racines 

d'un  degré  quelconque. 

Introduction.  De  même  que  la  résolution  des  équations  du 
second  degré  suppose  connus  les  procédés  de  l'extraction  de  la 
facine  carrée,  de  même,  la  résolution  des  équationsdu  troisième, 
<|ualrième.  • .  •  degré,  exige  qu'on  sache  extraire  la  racine  troi- 
sième, quatrième.  • . .  d'une  quantité,  soit  numérique  »  soit  al- 
gébrique. {F'ojrez  le  n®  2,  pour  la  dcHnition  du  mot  puissance 
ctdumotraciW.) 
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L'élération  aux  puissances,  l'extraction  des  racines  de  de- 
gré quelciinqucy  et  le  calcul  des  radicaoi  feront  l'objet  princi- 
pal de  ce  nonyeau  chapilrc,  qui,  ayec  le  premier  et  une 
partie  du  troisième,  constitue  l'ensemble  des  opérations  que 
l'on  peut  aToir  à  effectuer  sur  des  nombres  exprimét  algébri- 
quement. 

Quoiqu'une  puissance  quelconque  d'un  nombre  puisse  s'ob* 
tenii;^^après  les  règles  de  la  multiplication,  soit  arithmétique, 
soit  algébrique,  cependant  cette  puissance  est  assujettie  à  une 
loi  de  composiiian  qu'il  faut  connaître. lorsqu'on  veut  revenir 
de  ta  puiiiance  à  la  racine.  Or,  comme  la  loi  de  compost lioa 
du  carré  d^une  quantité  numérique  ou  algébrique  est  fondée 
(n*  86)  sur  l'expression  dn  carré  d'un  binôme,  de  même  la 
loi  rclatire  a  une  puissance  de  degré  quelconque  se  déduit  de 
Texpression  d'une  puissance  de  même  degré  d'un  binôme.  C'est 
donc  par  la  détermination  dn  déi/eloppement  éPune  puissance 
quelconque  dtun  binôme  que  nous  devons  oommeneer  celle 
nouTcllc  théorie. 

S  !•'.  Binôme  de  Newton^  et  conséquences  qui  en 

déris^ent. 

143.  Si  l'on  fait  le  produit  de  plusieurs  binômes  égaux  a 
:r  4-  ^9  on  parvient  aux  résultats  saivani  ( 

(  X  +-  n)^ = x^  +  3tfx*-f-     3fl«x  +  d>, 

(or  +  fl)*  =^  +  ^cix^  +  ioa*a:*+  lofl^ar*  -f  5fl^x+  a*. 

En  jetant  les  yeux  sur  ces  diflPérens  dérelopperaena,  on  re- 
connaît nis'^ment  une  /ityi  suivant  laquelle  ils  procèdent,  qnaal 
aux  exposans  de  x  et  de  a\  il  n'en  est  pas  de  même  pour  les 
coefficiens.  Cependant  Tïcwton,  célèbre  géomètre  anglais,  est 
])arvenu  à  en  découvrir  une  au  mo^en  de  laquelle,  {e  degré 
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d'aii6  pnisMiice  dNin  binôme  étant  donné,  ou  peut  former 
cette  puissance  sans'  être  obligé  de  passer'  d'abord  par 
toutes  les  puissances  inférieures.  Il  n'a  laissé  aucune  trace  des 
raisonnemcns  qui  avaient  pu  l'y  conduire;  mais  depuis,  on  a 
oonslatc  d'une  manière  rigoureuse  l'existence  de  cette  loi.  De 
tontes  les  démonstrations  connues,  la  plus  élémentaire  est  celle 
qui  se  troure  fondée  sur  la  Théorie  des  combinaisons.  Toute- 
fois >  comme  elle  est  encore  assez  compliquée,  nous  commence- 
rons, pour  en  simplifier  l'exposition,  par  résoudre  quelques 
problèmes  relatifs  aux  combinaisons;  d'où  il  sera  facile  ensuite 
de  déduire  la  formule  du  binôme,  ou  le  développement  d'une 
puissance  quelconque  d'an  binôme. 

i44-  Votions  préliminaires.  On  sait  déjà  {jtrilh,,  n^  la^)  que 
le  produit  d'un  nombre  n  de  fadeurs  a,  IffC^d. ..  ^  ne  change 
pas,  dans  quelque  ordre  qu'on  effectue  leur  multiplication. 
Or  on  peut  se  proposer  de  déterminer  le  Membre  Mal  djBS 
manières  dont  ces  différentes  lettres  sont  susceptibles  d'étré 
disposées  les  unes  à  la  suite  des  autre».  Les  résultats  qui  cor- 
respondent à  chaque  disposition  que  l'on  fait  subir  à  ces  lettreSf 
M  jiOiùmtni  permutations. 

C'est  ainsi  que  deux  lettres  a  et  ^  donnent  un  produit  unique 
ak  I  mais  fournissent  les  deux  permutations  ab  et  ba. 

De  même ,  les  trois  lettres  a,  6 ,  c ,  donnent  un  produit  unique 
abCf  mais  fournissent  les  six  permutations  a6c,  acb^cab^  b^c^ 

bea^  cba» 

Soit  maintenant  un  nombre  m  de  lettres  m,  b^  Cf  d^  e,,,i 
M  OD  les  dispose  les  unes  k  la  suite  des  autres,  2  a  a,  3  à  3, 
4  à  4*  '  •  f  ^<^"'  ^o^^  Ic'  ordres  possibles ,  de  manière  toutefois 
que,  dans  chaque  résultat,  le  nombre  des  lettres  soit  moindre 
que  celui  des  lettres  données,  on  peut  demander  l'expression  du 
nombre  total  des  résultats  que  l'on  obtient  ainsi.  Ces  résultats 
sont  ee  qu'en  appelle  des  arrangemens. 

Ainsi ,  ab,  acy  ad,  ,*ba^  bc,  bd^ . .  •  ca,  t'6 ,  cd^ . .  sont  ^w 
arnmgemens  2  à  a  des  m  lettres* 

De  même,  abc^  abdf  •  •  baCj  bad^ . .  acb^  acd^.  •  sont  des 
%rrangemens  3  à  3  • .  • 
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Enfin,  lorsqu'on  c{is(K)se  ainsi  les  lettres  les  unes  k  la  suite 
AcB  autres,  2à2,3à3,4^4"'i^>^  P^"^  exiger  que  deux  quel- 
conques (les  résultats  que  l'on  forme  ne  soient  pas  composés 
(les  mêmes  lettres,  c'est-à-dire  qu'ils  diffèrent  entre  eux  au 
moins  par  l'une  des  lettres  ;  et  l'on  peut  demander  alors  le 
nombre  total  des  résultats  qu'on  obtient  ainsi.  Dans  ce  cas ,  les 
résultats  prennent  le  nom  de  combinaisons. 

Ainsi  ^abfaCf  ùc^, .  ad^  bd^ . .  sont  des  combinaisons  2  à  2, 
en  tant  que  deux  quelconques  des  résultats  différent  au  moins 
par  l'une  des  lettres. 

De  mêmCi  abc^  abd^ . .  acd^  bcdy . .  sont  des  comliinaispDS 
w  a  o  •  ■  • 

Il  existe  donc  une  difiPcrence  essentielle  dans  la  signification 
des  mot^  permutaUon ,  arrangement,  et  combinaison. 

On  donne  le  nom  de  permutations  aux  résultats  qu'on  àb^ 
tient  en  disposant  les  unes  à  la  suite  des  autres  ,  et  dans  tous 
les  ordres  possibles ,  un  nombre  déterminé  de  lettres,  de  manière 
que  toutes  les  lettres  entrent  dans  chaque  résultat,  et  que  cha* 
aune  n'jf  entre  qu'une  fois. 

Le  nom  d'ARRANOBMENs  s'applique  aua;  résultats  qu'on  ob* 
fient  en  disposant  les  unes  à  la  suite  des  autres,  et  dans  tous  les 
ordres  possibles,  aà2^3à3,4^4****  '*à'*|Un  nombre  m 
de  lettres  ;  m  étant  ^  n ,  c'est-à-dire  le  nombre  des  lettres  qui 
entrent  dans  chaque  résultat  étant  moindre  que  le  nombre  to- 
tal  des  lettreis  considérées.  Si  cependant,  on  supposait r= m, 
les  arrangemcns  n  à  n  deviendraient  de  simples  permutations. 

Enfin ,  on  appelle  combinaisons  les  arrangemens  dont  deux 
quelconques  diffèrent  entre  eux  au  moins  par  Tune  des  lettres 
qui  jr  entrent. 

Il  est  important  que  les  élëyes  se  pénètrent  bien  de  ces  défini- 
t:ons,  pour  entendre  la  résolution  des  problèmes  suiyans. 

145*  Pksuier  pnoblème.  Déterminer  le  nombre  total  des 
FERMVTATioNS  dont  n  lettres  sont  susceptibles. 

D'abord,  deux  lettres  a  et  6  donnent  évidemment  les  deux 
permutations  ab  et  ba.  Ainsi ,  le  nombre  des  permutations  de 
deux  lettres  ejl  2^  ou  i  X  2< 
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Soient  aclucHcnient  3  lettres , a,  &,c.  Mettons  h  part  une 
quelconque  de  ces  lettres ,  c  par  exemple,  et  écrivons  à  la  droite 
lies  deuic  arrangemons  ab  et  ba  que  donnent  les  deux  autres , 
h  lettre  c;  il  en  résulte  les  deux  permutations  de  trois  lettres^ 
abcy  bac.  Or,  comme  on  peut  ainsi  mettre  h  part  chacune  des 
trois  lettres^  il  s*ensuit  que  le  nombre  total  des  permutations 
de  trois  lettres  est  égal  a  2  X  3 ,  ou  1  X  a  X  3  (*). 

En  général^  soit  un  nombre  n  de  lettres^  a,  bj  c^  d. . .  y  et 
supposons  déjà  connu  le  nombre  total  des  permutations  de 
(q  —  1)  lettres,  nombre  que  nous  désignerons  par  Q, 

Considérons  a  part  une  des  n  lettres ,  et  écrivons  celte  lettre 
à  la  droite  de  chacune  i\e$  Q  permutations  que  donnent  les 
(n—  i)  autres  lettres,  il  en  résulte  Q  permutations  de  n  lettres  1 
terminées  par  la  lettre  que  Ton  avait  d'abord  isolée.  Or» 
comme  ou  peut  ainsi  mcthe  à  part  chacune  des  n  lettres,  il 
s'ensuit  que  le  nombre  total  des  permutations  de  n  lettres  est 
égala QX  n. 

Soit  71  =  a,  Q  désigne  alors  le  nombre  des  permutations 
qu*ane  seule  lettre  peut  donner  ;  donc,  Q  s=  i,  et  il  vient ,  dans 
ce  cas  particulier,  Q  X  n=  1X2. 

Soit  n= 3 ,  Q  exprime  alors  le  nombre  des  permutations  de 
(3^  1)  ,  ou  de  2  lettres,  et  est  égal  à  i  X  2.  Ainsi,  Q  X  n 
se  réduite     iXaX3. 

Soit  encore  71  =  4»  Q  désigne,  dans  ce  cas,  le  nombre  des 
permutations  de  3  lettres, et  est  égal  à  i  X  2  X  3.  Donc  QX n 
devient     i  X  2  X  3  X  4' 

On  voit  donc  que  la  formule  Q  X  n  renferme  tous  les  cas 
particuliers  du  problème  proposé.  Ainsi,  en  reprenant  les  rai- 


(*)  La  plaos  que  noas  atoqs  assignée  &  la  lettre  c  par  rapport  aux  arran- 
gemeni  ab,  ba,  têt  de  pure  eonvenUon,  Nous  aurions  pu  également  con- 
venir «le  faire  occnpcr  à  la  lettre  o  la  première  place  è  gauche,  ou  même  de 
.IVcrire  entre  les  lettres  a  et  &  ou  &  et  a  ;  mais  cette  place  une  fois  assigner, 
elle  doit  rc»tcr  invariable  ponr  toutes  les  permutations  à  exécuter {  sans  quoi 
il  en  résnlteratt  dca  répétitions. 
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sonnemens  ci-dessui,  on  peut  résoiulre  immédiatement  ]e  cas 
général  y  sauf  à  en  déduire  ensuite  tous  les  cas  particuliers. 

146.  Second  PROBLàMr.  Vn  nombre  m  de  leltres  a^  b,  c, 
dy  • .  étant  donné,  déterminer  le  nombre  total  des  ^RRAKOKiiEb'f 
n  à  n,  que  Von  peut  former  avec  ces  m  lettres,  m  étant  supposé 
plus  grand  que  n  ? 

Pour  résoudre  sur-le-champ  cette  question  générale ,  suppo- 
sons déjà  connu  le  nombre  total  des  arrangemens  (/i — i)  à  (n— î) 
que  Ton  peut  faire  avec  les  m  lettres*,  et  désignons  ce  nombre 
par  P. 

Considérons  on  quelconque  de  ces  arrangemens  et  écrÎYons  à 
sa  droite  chacune  des  lettres  qui  n'y  entrent  pas  et  dont  le 
nombre  est  nécessairement  m  —  (it — i)  ota  m  —  ji  -f-  i  ;  il  est 
évident  que  Fou  formera  ainsi  un  nombre  m  — n+  1  d'ar- 
rangemens  de  n  lettres^  différant  tous  entre  eux  parla  derniiTc 
lettre. 

Considérons  un  nouvel  arrangement  de  n —  1  lettres,  et 
écrivons  à  sa  droite  les  m — n-4-  i  lettres  qui  n'eu  font  pas 
partie;  nous  obtiendrons  encore  un  nombre m«^ii-f- 1  d'arran- 
gemens  de  n  lettres  >  différant  tous  entre  eux  et  différant  des 
précédens,  au  moins  par  la  disposition  d'une  <les  n  ->—  i  prfr* 
niëres  lettres.  Comme  d'ailleura  on  peut  considérer  à  prt 
chacun  des  P  arrangemens  (n— i)  à  (n— 1)  ,  et  écrire  saoees- 
sivement  à  sa  droite  les  m  — n-f-i  antres  lettres ,  il  s'ensuit 
que  le  nombre  total  des  arrangemens  de  m  lettres  n  à  r  ,  est 
exprimé  par 

P(to  — «+  I  J. 

Veut-on  maintenant  trouver,  comme  cas  particulier»  le 
nombre  total  des  arrangemens  de  m  lettres  a  à  a,  3  a  3, 
q.  a  /|.  •  • .  r 

Faisons  Fi=a,  d'où  m — n-j*  ^  =ns—  i  ;  P  exprime  dans 
ce  cas  le  nombre  total  àe%  arrangemens  (1—1)  a  (2*-«i)y  ou  1 
il  I ,  et  est ,  par  conséquent  y  égal  à  m  ;  donc,  la  formule  devient 
m(m  — I). 

Soit  71  =  3,  d'où]  m»n+i=m— -2^P  exprime  alors  le 
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■ombre  des  arrangemens  a  ù  a ,  et  est  égal  à  m  (m  —  i)  ;  donc, 
la  formule  devient  m  (m  —  i)  (/» — a  ). 

Soit  encore  n=4>  d'où  m  —  71+  1  =  '» — 3;  P  exprime 
koombie  des  arrangemcns  3 à  3 ,  ouest  égal  à  m(m — i)  (m— a); 
donc  la  jbrmuTc  devient  vi  {m  —  i)  (m — 2)  (w — 3).  Et  ainsi  de 
nitc 

iY.  B,  D'après  la  naanière  dont  les  cas  particuliers  ont  été 
dédails  de  la  formule  générale,  P(w  —  n  +  ï)  ,  on  peut  coa- 
dnre  que  cette  formule  développée  revient  à 

m{m  —  0  (m  —  2)  (m  —  3)     . .  (m  —  n  +  i  )  ; 

^ot-i-dire  qu'e/fc  se  compose  du  produit  des  n  nombres  cori' 
fieuiifi  et  décroissons ,  qui  se  trouvent  compris  depuis  m  m* 
(hsivement Jusqu'à  m  —  (n  —  1),  ou  m —  n+  i,  aussi  inclu^ 
tinment. 

Cela  posé,  il  est  facile  dedcduircdcccttc  formule  développée, 
'  k  formule  du  n"  précédent ,  c'esl-â-dirc  la  valeur  de  Q  X  1 
tuisi  développée. 

Eo  effet,  on  a  vu  (n®  i44)  H"c  les  arrangemens  deviennent 
des  permulalîons  lorsqu'on  suppos<;  le  nombre  î\e%  lettres  qui 
entre  dans  chaque  arrangement ,  égal  au  nombre  total  des 
lettres  considérées. 

Ainsi,  pour  passer  du  nombre  total  des  arrangcmens  de  n% 
lettres  n  à  /t ,  au  nombre  de  permutations  de  n  lettres ,  il  n'j  a 
<|a'à  faire  dans  le  développement  ci-dessus,  m  =s  n  j  ce  qui 
donne 

/i(ii—  i)  (n  —  2)  («  —  3)..,.    I. 

'  Icnvcrsanl  l'ordre  des  facteurs  et  observant  que  le  dernier 
beteur  étant  i ,  Tavant-dernier  est  a  ,  le  précédent  3 .  • . ,  on 
okient ,  pour  le  développement  de  Q  X  « , 

i.a.3.4 (/»  —  2t)  (n —  I  )  n, 

expression  dont  les  facteurs  ne  sont  autre  chose  que  les  nom* 
krcs entiers  consécutifs,  compris  depuis  1  inclusivement  jus- 
<|aa  n  inclusivement. 
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i47*  TkoisiIlme  problème.  Déterminer  le  nombre  total  de^ 
combinaisons  différentes  que  Von  peut  former  avec  m  fettr» 
prises  nà  t\. 

Désignons  par  X  le  nombre  total  Ac^  arrangcmens  n  à  n  que 
l'on  peut  former  avec  m  lettres ,  par  Y  le  nombre  des  permu* 
tations  dont  n  lettres  sont  susceptibles,  enfin ,  par  Z  le  nombre 
total  des  combinaisons  différentes  nh  n,  nombre  qu'il  s'agit  de 
déterminer. 

II  est  évident  que ,  pour  obtenir  tous  les  arrangemens  pos« 
sibles  de  m  lettres  /i  ù  n,  il  suffirait  de  faire  subir  aux  n  let- 
tres de  cliacune  des  Z  combinaisons  toutes  les  permutations 
dont  ces  lettres  sont  susceptibles.  Or  une  seule  combioaisoii 
de  n  lettres  donne,  par  hypotbèsc,  Y  permutations;  donci 
Z  combinaisons  de  n  lettres  doivent  donner  Y  X  Z  arrange- 
mens  n  à  n  ;  et  comme  on  a  d'ailleurs  désigné  par  X  le  nombre 
total  des  arrangcmens ,  il  s'ensuit  que  les  trois  quantités  X ,  T| 
Z,  sont  liées  enti^e  elles  par  la  relation  X  =  Y  X  Z;  d*oii  foa 

déduit  Z  =  ^. 

Mais  on  a  trouvé  (n^  i46) 

X  =   P(W  —  71+  0, 

et  (n»  i45)  Y  =  Q  X  w. 

Tx  rr,        V(m  —  n+i)       P         m  — n  +  i 

Donc  enbn,     Z  =  — >--7r —-^  =  ft  X ^^« 

QXn  Q  n 

Comme  P  exprime  le  nombre  total  des  arrangeraens  (n^i)t 
(n-^  i)^  que  Q  exprime  le  nombre  total  des  permutations  de 

(n-^i)  lettres,  il  s'ensuit  que  —  exprime  le  nombre  des  comb»- 

naisons  différentes  de  m  lettres  {n —  i  )  à  (n —  i  ). 

D'après  cela,  soient  demandes,  comme  cas  particuliers,  1^ 
nombres  de  combinaisons  2à2,  3à3,4^4*-* 

Faisons  /i=2,  auquel  cas,  —  exprimant  le  nombre  des  combi- 
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Misons  (i —  0  a  (^  —  i) ,  ou  i  à  i  ^  est  égal  ;\  m  ;  la  formule 

m  —  I        m{m  —  i) 
o-dessi»  devient  m  X  — - —  ou — . 

2  I  «2 

P 

Faisons  n= 3 1  auquel  cas  TT  exprime  le  nombre  des  corn- 

binaîsoDS  2  à  2y0u  est  égala  ;    la   formule   derient 

iR(ffi —  i)  (m — 2) 

1.2.3 

m{m — i)(m — 2)  (m— 3) 

On  trou?eraîl  de  même 5—7 pour  le 

I .2.0.4 

■ombre  des  combinaisons  4  ^4'  etc.  ^  et  en  général ,  pour  le 
Bombre  des  combinaisons  n  à  /i  >  on  a 

m{m — 0  (m — 2)  (m— 3). ,  .(m — n+\)  ^ 
i.2.3.4*â** .  •('» — ^)n  ' 

crest  1  expression  — pr— dercioppee. 

N,  B.  Gïltc  dernière  expression  n'a  aucune  signification  lors- 
qu'on y  suppose  71=  i  ;  et  cela  tient  à  ce  qu'elle  ne  donne  un 
certain  nombre  de  combinaisons  inconnu  qu'en  fonction  d'un 
^uire  nombre  de  combinaisons  déjà  déterminé  ;  or  les  combî* 
luisons  les  plus  simples  sont  les  combinaisons  une  à  une  dont 
k  nombre  est  m.  Ce  n'est  donc^qu'à  partir  de  n  =  2  que  la 
formule  est  applicable. 

rijS.  Démonstration  de  Informulé  du  binôme.  Pour  découvrir 
plus  aisément  la  loi  du  développement  de  la  puissance  m''*"' 
du  binôme  a:  -f~  ^  »  nous  commencerons  par  observer  la  loi  du 
poduît  de  plusieurs  binômes  x+a,  x  +  ô^x-^c,x  +  d, , . , 
ijint  un  premier  terme  commun,  et  dont  les  seconds  termes 
MQt  différens.  (  Cet  artifice  a  pour  but  d'empêcher  la  rédaction 
des  termes  seoibiables.  ) 
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X  +  b 
i"  produit., .  j:*  +  a 

j:  +  c 


IfDc 


+  b 
X  4-  rf 


X  '{^  ab 


j^-^  ab 
-{-  ac 
+  bc 


X  4-  ûAc 


r*-t-  a 

x»+  nA 

X*-+-    tf&C 

+  b 

+  «c 

+  abd 

+  c 

+  ad 

+   tfCrf 

+  rf 

+  *rf 

+  cd 

+  ^cr/ 

4-  iih:^ 


Ces  multipUcatîons  étant  effectuées  d'après  les  règles  ocdi" 
naires  de  la  multiplication  algébrique,  on  reconnaît  surhi 
trois  produits  qui  précèdent,  la  loi  suivante: 

i*.  Par  rapport  aux  exposatis ,  l'ei  posant  de  x  est  d^abord  cgal 
au  nombre  des  binômes  multipliés.  G:t  exposant  diminue  ensuite 
d'une  unité  d'un  terme  au  suivant^  jusqu'au  dernier  terme, oo 
il  est  égal  à  zéro. 

2**.  Par  rapport  aux  coelTicIcns  des  diverses  puissances  de^i 
le  coeflicient  du  premier  terme  est  l'unité  ;  le  coefficient  dn  se 
cond  terme  est  égal  à  la  somme  des  seconds  termes  des  bi* 
nomes;  le  coelTicicnt  du  troisième  terme  est  égal  à  la  somiM 
des  produits  différens  de  ces  mêmes  seconds  termes ,  malli* 
plies  deux  à  deux;  le  cocificient  du  quatrième  terme  est  épi 
à  la  somme  des  produits  difTércns  trois  à  trois.  En  nous  lait* 
gant  conduire  par  Y  analogie,  nous  pouvons  dire  que  le  coefr 
cient  d'un  terme  qui  en  a  n  avant  lui  est  ^al  à  la  sotanne  to 
produits  dificrcns  n  à  n  des  seconds  termes  des  binômes.  Enfiot 
le  dernier  terme  est  égal  ou  produit  des  seconds  termes  des  bt* 
nomes. 
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Pour  nous  assurer  si  celte  loi  de  composition  est  générale  | 
supposons  qu'elle  soit  déjà  reconnue  vraie  pour  le  prmiuit  d'un 
nombre  m  de  binômes ,  et  voyons  si  elle  a  lieu  lorsqu'on  intro- 
duit un  nouveau  facteur  dans  le  produit. 

Soit  donc 

le  produit  de  m  facteurs  binômes  ÇSx^"*  représente  un  ternie 
qui  en  a  n  avant  lui ,  et  M^r***"**"'  celui  qui  le  précède  imm^ 
diateraent). 

Soit  d'ailleurs  jr  -f-  K  le  nouveau  facteur  introduit  ;  on  à  pour 
le  produit  ordonné 


+kI    +AK 


+BK 


+UK. 


Déjà ,  la  loi  des  exposans  est  évidemment  la  même. 
Quant  aux  coelTicIenSy  i^  celui  du  premier  terme  tf^/  F  unité f 

2*^.  A  +  K ,  ou  le  coefEcient  de  x*",  est  aussi  la  somme  des  se^ 
conds  teimes  des  (m'+  i)  binômes. 

3^  B  est ,  par  bypollicse ,  égal  à  la  somme  des  produits  dlfië- 
rens  a  à  a  des  seconds  termes  des  m  premiers  binômes  ;  AK  ex«* 
prime  la  somme  des  produits  de  chacun  des  seconds  termes  des 
m  premiers  binômes  y  multiplié  par  le  nouveau  second  terme  K; 
donc  y  B  -f-  AR  est  encore  la  somme  des  produits  différens  deux 
à  deux  des  seconds  termes  des  (m-f-  0  binômes. 

En  général ,  puisque  N  exprime  la  somme  des  produits  n  à  n 
des  seconds  termes  des  m  premiers  binômes  »  et  que  MK  repré- 
sente la  somme"des  produits  (n— i)  à  (n — i)  de  ces  seconds  ter- 
mes, multipliés  par  le  nouveau  second  terme  K ,  il  s'ensuit  qnc 
^  N+MK,on  le  cocITicIent  qui,  dans  le  polynôme  de  degré  (m+i), 
en  a  R  avant  lui ,  est  égal  à  la  somme  des  produits  dijférens 
n<kn  des  seconds  termes  des  (m  -f~  0  binômes.  Le  dernier 
terme TJR,  est  d^atlicnrs  égal  au  produit  des  (m -f-  i)  seconds 
termes. 
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Aîusî  la  loi  de  composition ,  supposée  irraîe  pour  le  prodoit 
d'un  nombre  m  de  binômes,  l'est  aussi  pour  un  nombre  (m+i); 
donc,  elle  est  générale. 

Concevons  actuellement  que ,  dans  le  produit  effectué  de  m 
facteurs  binômes,  a:  +  a,j:4-^»^  +  <^i  x  +  rf, ...,  on  fisse 

a-=zbz=sc=sd ,     l'expression    indiquée  de  ce  prodoit 

(x  +  à)  (x-{^b)  {x  +  c)  (x+  d)...  se  cbange  en  (x+fl)*. 

Quant  à    son  développement,   les  coeiGciens  étant 

fl-|-t-î-c+rf  +  ...,  fli+flc+a^Z-f-- .  •  tobc-^abd+acd-^,, 

1**.  le  coefficient  de  x"*"* ,  oua  +  A  +  c-f- >  dcrient 

a  -j-  a  +  a  + . . . ,  c'est-à-dire  a  pris  autant  de  fois  qu'il  y  •  Je 
lettres  a,  6,  c. . . ,  et  se  réduit,  par  conséquent,  à  ma, 

a®.Le  coefficient  dcx'^'^ouaA+ac -}-...,  se  réduit  àa' +<»*+«'- 
ou  bien ,  à  autant  de  fois  a'  que  l'on  peut  former  de  combinaisons 
difTcrentes  avec  m  lettres  multipliées  2  à  2,  ou  bien  enfiu  (n*  i47)i 

a  m . a  . 

2 

3°.  Le  coefficient  de  x^"^  se  réduit  au  produit  de  d^  mullî- 
pUé  par  le  nombre  de  combinaisons  différentes  de  m  lettres  prises 

3  à  3  ,  ou  bien,  à  m.  .  — ^ — -  a\  et  ainsi  de  suite. 

2  O 

En  général ,  si  l'on  désigne  par  Na:'"'"*  le  terme  qui  en  a  un 
nombre  n  avant  lui,  le  coefficient  N  qui ,  dans  l'bypothèse  ok 
les  seconds  termes  des  binômes  sont  diflférens,  est  égal  •  h 
somme  de  leurs  produits  n  h  n,  se  réduit ,  lorsqu'on  les  suppois 
tous  égaux,  à  a"  multiplié  par  le  nombre  des  combinaisons dif' 
fércntes  que  peuvent  donner  m  lettres  prises  n  k  ru  Ainsif 

QX  n 
Donc  enfîn ,  l'on  a  la  formule 

2 

2  3  Q./i 
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i49*  Pour  peu  que  Fou  jette  les  yeux  sur  les  differens  termes 
de  ce  développement,  on  reconnaît  une  loi  simple  d'après  la« 
quelle  un  coefiicicnt  de  rang  quelconque  se  forme  au  moyen  du 
ooefBcient  précédent. 

Le  coefficient  éPun  terme  de  rang  quelconque  se  forme  en 
multipliant  le  coefficient  du  terme  précédent  par  V  exposant  de  x 
dans  ce  terme  ,  et  divisant  le  produit  par  le  nombre  des  termes 
qui  précèdent  celui  que  Von  considère. 

En  effet,  prenons  le  terme  général,  — ^ — ^r — -  i^x^^* 

(on  l'appelle  terme  général,  parce  qu'en  faisant  successivement 
ns=3y3j^4«  •  '  ^^  P^^^  ^^  déduire  tous  les  autres)  ;  le  terme  qui 

•  .  P 

le  précède  d*un  rang  est  évidemment  rr  fl"""*x"*"""'*"* ,  puisque 

F         . 
(a*  147)  Y\  exprime  le  nombre  de  combinaisons  (n — i)  à  (n — i). 

Or  on  voit  oue  le  coefficient  — ^ — ^r ^  est  ecal  au  coef- 

*  Q./i  .  ^ 

P      . 

Ccleut  pr  qui  le  précède ,  multiplié  par  (m — 714-1)  j  exposant  de 

X  dans  ce  terme,  et  divisé  par  n ,  nombre  des  termes  qui  pré- 
cèdent celui  que  l'on  considère.  C'est  dans  cette  loi ,  due  a  New* 
ion,  que  consiste  principalement  la  formule  du  binôme.  Elle 
sert  a  développer  une  puissance  particulière,  sans  qu'on  soit 
obligé  d'avoir  recours  à  la  formule  générale. 

Soit,  par  exemple,  proposé  de  développer  (x  -f-  a)^  On  trou^ 
Tera ,  d'après  cette  loi , 

(x  +  û)^  =  j:*  -{-  6ax* +i5a'x*+aoa^x'+i5a<x*-f"6a**+fl^- 

Après  avoir  formé  les  deux  premiers  termes ,  ce  qui  n'offre 
aucune  difficulté,  d'après  les  termes  de  la  formule  générale 
x^+max''''^ + • . . ,  on  multiplie  6,  coefficient  du  second  terme, 
par  5,  exposant  de  x  dans  ce  terme,  puis  on  divise  le  produit  par 
2,  ce  qui  donne  i5  pour  coefficient  du  troisième  terme.  Pour 
obtenir  celui  du  quatrième,  on  multiplie  i5par  4i  exposant  de 

'7 
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X  dans  le  troisième  terme,  et  on  divise  le  produit  par  3,  nom- 
bre des  termes  qui  précèdent  le  quatrième,  ce  qnî  donne  20;  et 
ainsi  de  suite,  pour  tous  les  autres  termes. 
On  trouverait  pareillement 

(x  -{-  û)*»  =  x^^  «4-  1 0£iar9  -}-  45^*^*  4*  ï  aoa'x'  +  2 1  oa^x^ 

Nous  reyiendrons  plus  loin  sur  la  manière  de  développer  les 
puissances  des  expressions  algébriques. 

Conséquences  de  lajormule  du  binôme  et  de  la  théorie  des 

combinaisons, 

i5o.  Première  conséquence.  L'expression  (ar+c)"»,  étant 
composée  de  la  même  manière  en  a  et  en  x,  la  même 
chose  doit  avoir  lieu  pour  son  développement;  donc,  si  ce 
développement  renferme  un  terme  de  )a  forme  Ka'x'*"*, 
il  doit  en  avoir  un  autre  égal  à  Kx"fl"*"»  ou  Ka^—'x*.  Ces 
deux  termes  y  sont  évidemment  à  égale  distance  des  deux  ex- 
trêmes :  car  le  nombre  des  termes  qui  précèdent  un  terme  quel- 
conque étant  marqué  par  l'exposant  de  a  dans  ce  terme,  il 
s'ensuit  que  le  terme  Ka"x'"~'"  en  a  n  avant  lui ,  que  le  terme 
Ka'"'""x"  en  a  un  nombre  m  —  n  avant  lui ,  et  par  cooséqucnt 
n  après  lui  (  puisque  le  nombre  total  des  termes  est  m  4- 1  ). 

Ainsi,  dans  le  développement  de  toute  puissance  dunbi* 
nome,  les  coefficiens  à  égale  distance  des  deux  extrêmes  sont 
égaux  entre  eux, 

N.  B,  Dans  les  termes  Kû^x""""",  Ka"""x*,  les  deux  coeffi- 
ciens expriment  les  nombres  de  combinaisons  diflPérentes  nï  n 
et  m— »  a  m— n,  que  Von  peut  formeravec  m  quantités;  ainsi, 
l'on  peut  encore  conclure  que  le/iombre  de  combinaisons  diffé- 
rentes de  m  quantités  n  ài},  est  égal  au  nombre  de  combinai- 
sons  (m  —  n)  Àr  (m  —  n)  de  ces  mêmes  quantités. 

Par  exemplje,  douze  quantités  combinées  6  à  5  donnent  le 
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mime  nombre  de  combinaisons  que  ces  douze  quantités  combi- 
nées (la — 5)  à  (12 — 5),  ou  7  à  7.  Cinq  quantités  combinées  2  à 
3 ,  donnent  le  même  nombre  de  combinaisons  que  cinq  quantités 
combinées  (5  —  2)  k  (5  —  a) ,  on  3  à  3. 
i5i .  Seconde  conséquence.  Si ,  dans  la  formule  générale 

(x  -f"  ^)"  =  J?*"  +  max"^^  +  m  — ^ a'.r""*  -f"  clc. , 

on  suppose    xsi,  ^=1,     elle  devient 

(1  +  j)"»  ou2"  =  i  +'w  +  m f-m , — h  etc.; 

2  2  3 

c'est-à-dire  que  la  somme  des  cœjfficiens  des  dijjférens  termes  4e 
la  formule  du  binôme  est  égale  à  une  puissance  de  2,  d'un  degré 
marqué  par  m. 

Ainsi  ,  dans  la  formule  particulibre 

la  somme  i-f-5  +  io  +  io  +  5+i  des  coefiîcicns,  cst^»gale 
à  2^  ou  32.  Dans  la  dixifeme  puissance  développée  n^  ^499  ^^ 
somme  des  coefliciens  est  égale  à  2'®  ou  1024* 

i52.  Troisième  conséquence.  «Si  Fon  a  une  suite  de  nom-' 
bres  décroissant  dune  unité  dtun  terme  à  Vautre,  dont  lèpre-" 
mier  soit  m  et  le  dernier  m  —  p  (  m  et  />  sont  des  nombres 
enliors  ) ,  que  l'on  fasse  un  seul  produit  de  tous  ces  nombres, 
ce  produit  est  dis^isible  par  le  produit  de  tous  les  nombres 
entiers  depuis  i  jusqu^àp  -f-  i.  C'est-B--dire  que  Pon  a 

m{m —  I  )  (m  — 2)  (m  —  3).  «.(m — p) 
1.2.     3       .    4 (/'+  Ô 

égal  à  un  nombre  entier.  En  cITet,  il  résulte  de  ce  qui  a  été  dît 
«a  numéro  1479  <tue  cette  expression  représente  le  nombre  des 
combinaisons  diiFérenles  (p+O  ^  (/'+  i)  ;  qu'on  peut  former 
avec  m  lettres.  Or,  ce  nombre  de  combinaisons  doit  être  y  par 

17.. 
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sa  nature,  un  nombre  entier;  donc  l'expression  cî-dessns  est 

nécessairement  un  nombre  entier. 

Nous  eogageons  les  élères  à  rccbercber,  de  celte  pro]tricté, 

une  démonstration  indépendante  de  la  Tbéorie  des  oombioit- 

sons  ou  de  la  formule  du  binôme,  en  les  préyenant  toutefois 

que  la  question ,  asses  facile  à  traiter  pour  les  premières  ex- 

m(m  — i)     TO(m— I  )  (m  — a)      -.      i      jjf 
pressions—^ ^,  — ^ = ,  offre  plus  de  dif- 

ficulté  dans  le  cas  général. 

§  II.  Extraction  des  racines  des  nombres  particuliers. 

Les  procédés  particuliers  de  l'extraction  de  la  racine  carrée 
et  de  la  racine  cubique  d'un  nombre  ayant  été  exposés  avec 
détail  dans  notre  Ariihméiique,  nous  nous  contenterons  de  dé- 
velopper ici  le  procédé  de  l'extraction  des  racines  eu  général, 
procédé  qu'il  sera  ensuite  facile  d'appliquer  aux  cas  particuliers 
de  l'extraction  de  la  racine  4%  5*,..» 

i53.  Procédé  de  la  racine  n"*'  dun  nombre  entier  (*). 
Désignons  par  N  un  nombre  entier  quelconque,  et  par  n  le 
degré  de  la  racine  qu'on  Tout  en  extraire. 

D'abord,  comme  la  n*'"'  puissance  de  lo,  ou  lo*,  est  expri^ 
mce  par  l'unité  suivie  de  n  séros  et  représente  le  plus  petit 
nombre  de  n  -f-  i  chiffres,  il  s'ensuit  que,  si  N  n'a  pas  plus 
de  n  chilTres,  sa  racine  n'a  qu'un  «euZ  chiffre  ;  et  pour  l'obte- 
nir, il  suiEt  de  former  les  n"""  puissances  des  dix  premiers 
nombres  i ,  a,  3,  • .  • ,  g,  lo  ;  le  plus  petit  des  deux  nombres 
dont  les  /i'^"''  puissances  comprendront  N,  sera  la  racine  de* 
nuindée. 

Mais  lorsque  N  est  composé  de  plus  de  n  chiffres,  sa  racioe 
a  plus  d'un  chiff*re  et  peut  alors  être  regardée  comme  renfer- 
mant des  dixaines  et  des  unités.  Or,  en  représentant  par  a  les 


{*)  Pour  bien  comprendre  ce  proci'dë ,  it  faut  s^^tre  déjà  reoda  compte  (Wf 
detix  pfocétléi  de  la  mcine  cnrrre  et  de  la  racine  cobiqae. 
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uiocs  et  par  b  les  unités ,  on  a  (  n^  148  ) 


H  =^  (a  +  *  )"  =  a«+  /la— •*  +  n  2 La*-»6^+  . .  .5 


Fcit-à-dire  que  le  nombre  proposé  contient  la  n""'  puissance 
kf  dixaines,  plus  n  ybii  /e  produit  de  la  (  n  —  i  )''*'  puis^ 
MÊce  des  dixaines  par  les  unités,  plus  une  suite  d'autres  par- 
ts qu'il  est  inutile  d'énumérer. 

Cela  posé  y  la  ra''*'  puissance  des  dixaines  ne  pouTant  donner 
f mités  d'an  ordre  inférieur  a  l'unité  suivie  de  n  zéros  ]  les  n 
faniérs  chiffres  k  droite  n'en  peuvent  faire  partie  ;  il  faut  donc 
fti  séparer,  et  extraire  la  racine  de  la  plus  grande  n''*'  puis-' 
imee  contenue  dans  la  partie  à  gauche  :  cette  racine  exprime 
bucuiMiES  de  la  racine  cherchée  (*). 

Si  cette  partie  à  gauche  renfermait  encore  plus  de  n  chiffres, 
userait  conduit  à  en  séparer  les  n  derniers  chiffres  à  droite, 
et  à  extraire  la  racine  de  la  plus  grande  n'^"'  puissance  conte- 
m»  dans  la  noux^elle  partie  à  gauche;  et  ainsi  de  suite. 

Après  ai^oir partagé  ainsi  le  nombre  N  en  tranches  de  n  chif» 
fin  (la  dernière  tranche  à  gauche  n'ayant  que  n  chiffres  au 
fias  ),  on  extrait  la  racine  de  la  plus  grande  n"*"'  puissance 
mtenue  dans  cette  première  tranche  à  gauche,  ce  qui  donne  le 
diffre  des  unités  de  Tordre  le  plus  élevé  de  la  racine  totale^ou 
kéhiDre  des  dixaines  de  la  racine  du  nombre  formé  par  les  deux 
frcmières  tranches  à  gauche.  Retranchant  la  n''""  puissance 
ie  ce  chiffre,  de  la  première  tranche  à  gauclie,  on  obtient  un 
Me  qui,  suivi  de  la  seconde  tranche,  contient  encore  n  fois 
k  produit  de  la  (n  —  i)'^"»*  puissance  du  chiffre  trouvé  (lequel 
cA censé  exprimer  des  dixaines)  par  le  chiffre  suivant,  plus 
me  suite  d*autres  produits.  Mais  ce  premier  produit  ne  peut 

évidemment  donner  d'unités  d'un  ordre  inférieur  à   lo"""'; 

ainsi  les  (n— i)  derniers  chî lires  de  la  seconde  tranche  n'eu  sau- 


n  f^o)'«:  la  dcnionsirniUm  de  ce  prinripc,  poar  la  racine  carrcc  cl  la 
r«ciiie  cubiqnc  {j4rith,  ii«'  i8a,  iqS,  11*  vditioii}j  tous  gcm'ralitercz  ensuite. 
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raient  faire  partie.  II  suffit  donc  ai  abaisser  à  c6lé  du  reste  cor- 
respondant à  la  première  tranche,   le  premier  chiffre  de  la 
seconde;  et  si,  après  avoir  formé  wfois  la  (n  —  i)*^'^' puissance 
du  premier  chiffre  de  la  racine,  on  divise  par  ce  résultat,  le 
reste  suivi    du  premier   chiffre  de  la  seconde  tranche,  le 
quotient  exprimera  le  second  chiffre    de   la  racine,  ou  un 
nombre  plus  grand.  Pour  éprouver  ce  chiffre,  on  l'écrira  à  la 
droite  du  premier,  puis  on  élèvera  Vensemble  de  ces  deux 
chiffres  à   la  n*'"*'  puissance,   et  Von  retranchera,  si  cela 
est  possible ,  la  puissance  obtenue,  de  r ensemble  des  deux 
premières  tranches  (*) ,  ce  qui  donnera  uu  nouveau  reste  à 
côté  duquel  on  abaissera  le  premier  chiffre  de  la  troisième 
tranche,  puis  on  divisera  le  nombre  ainsi  formé  par  n  foi* 
/a  (  Il  —  1  )*'""  puissance  de  l'ensemble  des  deux  chiffres  déjà 
trouvés  à  la  racine;  ce  qui   donnera   le  troisième  cbiffrc  de 
la  racine. 

On  continuera  cette,  série  d'opérations  jusqu'à  œ  qu'on  ait 
abaissé  toutes  les  tranches. 

iS/{.  Soit  proposé f  pour  exemple  |  d  ex  traire  la  racine  cin- 
quième de  550731 776. 

5507.31776  1    5 
3i25  J    3i25 

03823 

Apres  avoir  séparé  les  cinq  derniers  chiffres  h  droilCj  du 
nombre  proposé,  on  reconnaît  que  (S)^»  ou  3ia5y  et  (6)^,  ou 
7776,  comprennent  55o7;  donc  5  exprime  les  dixatnes  de  la 
racine  cherchée. 

Retranchant  3i25  de  5507,  on  obtient  le  nombre  2382  pour 
rcsiCi  à  côté  duquel  on  abaisse  le  cbiffrc  3  de  la  première  tranche 
«H  droite^  ce  qui  donne  23823,  nombre  que  l'on  divise  par  5  fois 


(*)  ^ODS  n*ttvons  [»a8  besoin  de  dire  que,  si  la  sou&traciion  ne  pcat  se  faire, 
r^Cftt  que  le  mcoikI  chiffre  trouic  h  la  racine  est  trop  fort;  et  alors  on  le 
tiiminue  d'un€  ou  de  plusieurs  uêiités ,  jusqu^h  ce  que  ia  sonttraciiou  poi«c 
•Vffcducr. 
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Il 4*  Puissance  de  5,  ou  par  3 126.  Le  quotient  est  7  ;  mais  eu 
âefaot  5^  à  la  5*  puissance,  on  obtient  601692057,  nombre 
plus  fort  que  le  nombre  propose.  Essayant  56^  on  trouTe 

(56)5  _  55073, „6; 

ainsi  56  est  là  racine  demandée. 
On  obtiendrait  pareillement 

5 


1/924055  =  i8,  avec  le  reste  200887  ; 

5 

V/11167913618807  =  407  exactement; 

7 

1/9493 1877 1 33  —  ^7  exactement. 


i55.  Remarque,  Toutes  les  fois  que  le  degré  de  la  racine  à  ex- 
traire est  un  nombre  multiple  de  deux  ou  de  plusieurs  autres, 
oomine  4,  6. . . . ,  la  racine  peut  s*  obtenir  par  une  suite  dex-^ 
tractiàns  de  racines  de  degrés  plus  simples. 
Poor  nous  rendre  compte  de  ces  modifications;  remarquons  que 

(ay  =  a'^Xa'^Xa^X,a^  =  a^^'-*'^  =  a^^^=a'\ 

el qu'en  général,  (tf"')"=a«Xtf'*Xa'"Xa'"...=fl"'^"  (n"  16). 
Donc,  la  n''"*'  puissance  de  la  m^^"** puissance  dun  nombre  est 
égak  à  la  mn'*"*  puissance  de  ce  nombre. 

Réciproquement,  la  racine  mn»'"*'  d'un  nombre  est  égale  à 
k  racine  n*'*'  de  la  racine  m*'*"'  de  ce  nombre,  ou  algébrique- 


fi 


ment 


,  je  dis  que  Ton  a. ^/a  =  y  V^^* 


II 


En  effet ,  soit y  (/«=  «' ; 

âevonsles  deux  membres  à  la  n"*"'  puis- 


ai 


«ance;  il  vient {/a  =  a" ; 

[car, d'après  la  définition  d'une  racine 

ln(*2),ona(V/K)-=K]. 
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EleTant  de  nouveau  les  deux  membres 
à  la  m'*''"»  puissancei  on  obtient tf =(</■)"=  a ""j 

J9IB 

d'où,  extradant  la  racine  mn^**^*  des  deux  membres,  \/a=sa\ 


II 


maïs  on  a  déjà  y  |/a  r=:a  ;  donc. ...    ^/a  =  y  \/a. 
N.  B.  Comme  («"*)"  et  (a")""  donnent  également  «"»,  on  pcat    "' 


I»»  Il 


en  conclure  que  y  |/rt  =  y  ^/a. 
On  trouvera,  d'après  ce  principe, 


i 


4 


|/256=  \/v/a56=  v/i6  =  4; 


V/ 2986984  =  \/v/ 2985984  =  V/Î72S  =  la; 


t/i77i56i  =  VV^i77i56i  =  11; 


1/1679616=  V^  v/v/i6796i6=  V^V/ 1296=1/35  =  6. 

.V.  ^.  Quoique  les  racines  successives  puissent  s'extraire  daoi 
un;  ordre  quelconque,  il  est  préférable  d'extraire  d'abord  la  ra- 
cine du  degré  le  plus  faible ,  parce  qu'alors  l'extraction  de  la 
racine  du  degré  le  plus  fort,  qui  est  une  opération  plus  compli- 
quée, porte  sur  un  nombre  ayant  beaucoup  moins  de  clnfircs 
que  le  nombre  proposé.  Cest  ce  que  nous  avons  fait  dans  le 
seoond  et  le  troisième  des  exemples  ci-dessus,  {f^ojret  d'aillears 
le  premier  N.  D,  de  ce  numéro.) 

Extraction  des  racines  par  approximation, 

]56.  Lorsque  le  nombre  entier  dont  on  demande  la  racine 
/i*'""  n'est  pas  une  puissance  parfaite  ,  le  procédé  du  n*  iS3 
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ne  donne  que  la  parlîe  entière  de  la  racine,  on  la  racine  à  une 
unité  près.  Quant  à  la  fraction  qui  doit  compléter  la  racine, 
elle  ne  peut  être  obtenue  exactement  ;  car  on  sait  {Anihmé' 
tique,  n"  i34>  ii*  édition)  que,  a  eX.  b  désignant  les  deux 

termes  d'une  fraction  irréductible  ▼ ,  a'  et  &"  sont  aussi  pre* 
miers  entre  eux;  ainsi  f  ?  j   ^^  77  ^^  P®^^  produire  un  nom- 


n 


bre  entier  N,  c'est-à-dire  que  V^N  ne  saurait  être  exprimée 


a 


par  un  nombre  fractionnaire  exact  j.  Mais  on  peut  déterminer 

la  racine  aTec  tel  degré  d'approximation  que  l'on  vent. 

Soit»  en  général ,  proposé  d'extraire  la  racine  n'^""'  d'un 
nombre  quelconque  y  entier  ou  fractionnaire,  a,k  une  frac- 

tien  près»  -i  c'est-à-dire  de  manière  que  l'erreur  commise 

soit  moindre  que  -• 

P 

Obsenrons  que  a  peut  se  mettre  sous  la  forme J^^  Si 

Ton  désigne  par  r  la  racine  de  ap^  obtenue  à  une  unité  près» 

le  nombre  — ~—  ou  a  est  alors  compris  entre  -—•  et  ^ — --^  ; 
/>*  ^  P  P 

.     R 

donc  aussi  »  ^a  est  compris  entre  les  racines  de  ces  deux  der- 

niers  nombres  »  c'est-à-dire  entre  -  et •  Donc  enfin  •  - 

P  P  P 

est  la  racine  demandée,  à  une  fraction  près»  -• 

Règle  générale.  Pour  extraire  la  racine  n*'"*  tfun  nombre 

quelconque   à    une  fraction  près,  -»  multipliez  le  nombre 

par  p"y  extrayez  du  produit  la  racine  n""'  à  une  unité  près, 
puis  divisez  le  résultat  par  p. 

Nous  ren?ojons  pour  les  applications  de  cette  règle  géne'ralc» 
^  mitre  Arithmétique ,  où  nous  ayons  exposé  avec  tous  les 
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détails  convenables  les  diiïércns  modes  d'approxiiiiaUon,tant 
pour  la  racine  carrée  que  pour  la  racine  cubique* 

Mais  il  nous  paraît  utile  de  donner  ici  quelques  dêreloppe- 
mens  sur  la  manière  d'évaluer  en  décimales  les  cxpretfioBi 

m 

renfermant  des  radicaux  qui  se  recouvrent  j  tels  que  ^i/a^ 


n 


^a  -f-  i  A  ,  etc. 

157.  Soit  d'abord  propose  iV extraire  la  racine  sixième  de^i 
à  o  y  0 1  près. 

En  appliquant  à  cet  exemple  la  règle  du  n°  iSS,  il  fiiutnuil- 
tiplier  23  par  (100)^,  ou  écrire  douze  zéros  à  la  droite  dea3t 
puis  extraire  la  racine  sixième  du  nombre  résultant ,  k  une 
unité  près ,  et  diviser  cette  racine  par  100^  ou  séparer  2  chiSrei 
décimaux  vers  la  droite. 

Maïs  on  a  (n*»  i55)  v/23  x  (100)*»  =  V  V^23  X  (loo)*; 
ainsi,  après  avoir  extrait  la  racine  carrée  de 23  X  (i00)^à  nue 
unité  près,  on  extraira  la  racine  cubique  du  résultat  ;  puis  on 
divisera  le  nouveau  résultat  par  1 00 ,  ou  l'on  séparera  deux 
cbiiTres  décimaux  vers  la  droite. 

On  trouve  ainsi   f/23  =  1,68  à  0,01  près. 


Prenons ,   pour  second    exemple  j  l'expression    1/29,4^7 

ou  V  V^29,437»  dont  on  demande  la  valeur  à  0,001  près? 

Gomme,  d'après  la  règle  du  n^  i56,  on  doit  multiplier  2943*} 
par  (1000)^,  cela  revient  à  supprimer  d'abord  la  virgule,  puis  • 
écrire  neuf  zéros  à  la  droite,  ce  qui  donne  29437000000000. 

Extrayant  maintenant  la  racine  carrée  de  ce  résultat  à  une 

unité  près,  on  trouve  5425587 ,  nombre  dont  il  faut  extraire 

de  nouveau  la  racine  carrée;  et  l'on  obtient  2329. 

4  

Donc  enfin  V^ 29, 437  =  2,329  à  0,001  près. 

j4utr€ment.  Extrayons  d'abord  la  racine  carrée  de  29,4 3' 
a  0,000001  près;  il  vient  5,425887. 
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Extrayant  encore  la  racmc  carrée  de  ce  résultat^  on  ob- 


4 


Cent  3>32g;  donc  V^ 29437  =  2,^2^  à  0,001  près. 

s  

Soit  maintenant  propose  d'évaluer  V^5-f-  i{/2  a  0^01  près? 

On  pourrait  i^  multiplier  5  -f-3v^a  par  (100)^;  2°.  éyaluer 
e  produit  à  une  unité  près  (  n?  gi)  ;  3°  extraire  la  racine  cu- 
)îqae  du  résultat  à  une  unité  près;  4°  enfin ,  diviser  ce  nouveau 
«snltat  par  100. 

Mais  il  est  plus  simple  d'opérer  du  la  manière  suivante: 

D'abord  3{/2  ou   v/18  évalué  en  décimales  et  à  0,000001 
près,  donne  pour  résultat  >  4)^4^64o; 
l'oii  5  +  3  t/a  =  9,242640. 

3  

Mais   V^9,24264o  =  2,09  ;  donc  enfia 

V^5-}-3v/2=  2,09  à  0,01  prè.s. 


Prenons  pour    dernier   exemple,  l'expression  1/7 — 

dont  on  demande  la  valeur  à  0,1  près? 

D»abord     ,    ^  ,     revient  (n»  91  )  à       ^     T    *^     ; 
4  —  y  2  14 


Or,  1®.   20V/3,  ou  V/i2oo  =  34,041     à  0,001   près; 

2\    5^/6,  ou    V^i5o    =  12,247     ^  0,001  près. 

^      .  ,  2ot/3+5v/6        46,888        ,  ,, 

Ce  qui  donne  — - — ; — ^-  =  -^—^ —  =  3,349* 

3  

Donc  y  .Jy—^  __.^/3^3^y--  i,6ào,i  prcs. 

(U  valeur  Cil  ici  en  plus,) 


I 

i 

I 
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§  III.  Formation  des  puissances  et  extraction  des  nh 
cines  des  quantités  algébriques.  Calcul  des  radicaux. 

Considérons  d'a]x>rd  les  quantités  monômes. 

i58.  Soit  à  former  la  cinquième  puissance  de  2a'i*  ;  00  a 

(2fl^A*)5==  9.n^h*  X  2a  b^  X  2fl'A*  X  2«^*'  X  2tf '*•  ; 

d'où  Ton  voit»  i^  que  le  coefficient  2  doit  être  5  fois  fiicteor 
dans  le  produit,  ou  doit  y  être  élevé  à  la 5''"'  puissance;  2*.  qM 
chacun  des  exposans  des  lettres  doit  être  pris  5  foiS|  ou  multi- 
plié par  5. 

Donc  enfin,     (îa^^*)»  s-a^.u^xs^axs    =3mi5ôip. 
De  même,       {8a'b^cy=:8^.a^^W^^c^=:5i2cfib9c\ 

Ainsi ,  pour  élever  un  mcnome  a  une  puissance  donnée,'/ 
Jaui  élever  le  coefficient  à  ceiie puissance , puis  multiplier  cha- 
cun  des  exposans  des  lettres  par  l'exposant  de  la  puissance. 

Donc  réciproquement,  pour  extraire  une  racine  de  degré 
quelconque  d'une  quantité  monôme,  il  faut,  i^.  extraire  k 
racine  du  coefficient ,  2®.  diviser  V exposant  de  chaque  kttrt 
par  rindice  de  la  racine. 


s 


Ainsi ,       y^6^asù'c^  =  ^a'bc%  [/  i6fl«^"c*  =  2a*&-c. 

On  voit,  d'après  cette  rè^lc ,  que ,  pour  qu'un  monôme  soit 
une  puissance  parfaite  du  degré  de  la  racine  à  extraire,  il  faut 
que  son  coefficient  soit  une  puissance  parfaite  de  ce  degré,  d 
que  les  exposans  des  lettres  soient  divisibles  par  l'exposant  oa 
\ indice  de  la  racine  ù  extraire.  Nous  verrons  plus  loin  comment 
on  simplifie  l'expression  de  la  racine  d'une  quantité  qui  n'est 
pas  une  puissance  parfaite. 

iSg.  Jusqu'à  présent,  nous  n'avons  pas  eu  égard  au  signe 
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dontpeat  être  affecté  le  monôme;  maïs  si  l'on  obserye  qae  le 
carré  iTun  monôme  est  toujours  positif,  quel  que  soit  le  signe 
de  œ  monôme^ et  que  toute  puissance  de  degré  pair  an,  peut 
être  r^ardée  comme  égale  à  la  n''"*'  puissance  du  carré,  c'est- 
à-dire  que  a'*  :=:  C^*)"»  on  .peut  conclure  que  toute  puissance 
de  degré  pair  d'une  quantité  ,  soit  positive ,  soit  négative,  est 
essentiellement  positive. 

Ainsi  (±:  aa*éV)^  =  +  i6<i»*"c<. 

Comme  d'ailleurs  ^  une  puissance  de  degré  impair  (an  -f-  0» 
est  le  produit  d'une  puissance  de  degré  pair  2r  ,  par  la  première 
puissance,  il  s'ensuit  que  toute  puissance  de  degré  impair  d'un 
moname  est  affectée  du  même  signe  que  le  monôme. 

Donc ,      ( +4fl' A)'  =  +  6^a^b\     (—  ^a'b)^  =  —  64^^01 

II  est  évident  d'après  cela ,  i®.  que  toute  racine  de  degré  im^ 
pair  dune  quantité  monôme  doit  être  affectée  du  même  signe 
que  la  quantité. 

s  5    5 

Ainsi  K +8a*=+2fl;V/— 8û^=— 2a,  VZ—Sia «•**»— ao**. 

2*.  Que  toute  racine  de  degré  pair  d*un  monôme  positif 
peut  être  affectée  indifféremment  du  signe  -{-  ou  du  signe ''^. 

4    6 

Ainsi,  yi\aW^*^±Liab^j     y^^=±L1la\ 

3'.  Que  toute  racine  de  degré  pair  dun  monôme  négatif 
est  une  racine  impossible;  car  il  n'existe  aucune  quantité  qui, 
élevée  à  une  puissance  de  degré  pair,  puisse  donner  un  résul- 

A   6    S   

tat  négatif.  Ainsi,      \/ — a,    V^— ô,    t/— c>  sont  des  sym- 
boles d'opérations  inexécutables-,  ce  sont  des  expressions  imagi^ 

noires  comme  V^— a,   y/ — ô...   {Voyez  v!^ %5.) 

Considérons  actuellement  les  polynômes. 

i6o.  Nous  avons  déjà  vu  comment  on  élève  on  binôme  x  -f-  ^ 
à  une  puissance  de  degré  quelconque  ;  mais  il  peut  arriver 
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que  les  termes  du  binôme  soient  affectés  de  cocOiciens  et  fei* 
posans. 

Soit  proposé,  pour  exemple,  de  développer  (afl^+3?'!)' 
posons  pour  le  moment ,  2a*  =  x ,  3ab  r=  jr  ;  ï]  vient 

(aa*  +  3fl*)3  =  (X  +  j^)3  =07^  +  3xy  +  3xr»  +j^. 

Remettant  actuellement  2a*  et  3ab  au  lieu  de  x  et  de  j^; 

(2a'+  3ab)^ = (îifl*)^4-  3f  2/ï^)* .  {3ab)  +  3  (2a*) .  {3aby+  {Mf 

ou,  effectuant  les  calculs  d'après  les  rëglei  du  n?  i58  et  de  I 
multiplication  des  nionomes , 

(2a*  +  3fl*)5=  8a« +36fl*6  +  5^M*  +  2'j(^b\ 
On  trouvera  de  même 

(4fl'* — 3^i*c)  «  ==  (.r+J-)*  =  xî +4jr>+ 6<r'+ 4Tr^+/« 
=  i^a'by  +  4(4a*i)^(  —  3abc)  +  6(4a«^)*(—  3iïic)* 
+  4(4^"*)  (—  ^obcf  +  (—  Zabc)K 
= 256flW — 768a7i4c + 864a«*  '  c'^  —  432a5*4c' +  8 1  fl 'i  T«. 

(  Les  signes  sont  alternativement  positifs  et  négatifs.  ) 
Soit  maintenant  à  développer  (^ -Kt" -f~  ^)^  »  posons  d'abor 
a:-f-j^  =  Mj  il  vient 

(u + zf =1/3  +  Zzu^  +  3x«tt  +  2"», 

ou ,  remplaçant  u  par  sa  valeur  x  -^j', 

iX'^'J  +  zy  =  ix+jr)^+3zix+j'y+3z'lx+y)  +  i\ 
ou  ,  développant  de  nouveau  les  calculs  indiquais, 

(.r+,r  +  ->'=a:'*  +  3x>-+3x;^»+^  +  3ar'2  +  6*?x  +  3/ 

+  3xt^+3yt*  +  z\ 
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Cette  expression  se  compose  des  cubes  des  trois  termes  ,plus 
des  triples  carrés  de  chaque  terme  par  les  premières  puissances 
des  deux  autres ,  plus  du  sextuple  produit  des  trois  termes» 
Celle  loi  serait  (a**  86)  facile  à  vérifier  pour  tout  polynôme. 

Pour  appliquer  la  formule  précédente  au  développement  du 
cul)ed'un  trinôme  dont  les  termes  auraient  des  coefficiens  et 
(les  exposans,  il  faudrait,  comme  pour  les  Linomes,  désigner 
chaque  terme  par  une  seule  lettre,  développeir,  puis  remplacer 
par  leurs  valeurs  les  lettres  introduites,  et  effectuer  tous  les 
calculs  indiqués. 

On  trOQTera  par  ce  mojen ,  tout  calcul  fait^ 
{2a*—^ab+  3&*)3=  8a«— 480^6+  iSaoi*»— 2o8a^i'4.i98ia«é4 

On  développerait  par  des  procédés  analogues ,  les  puissances 
quatrième,  cinquième^  etc.,  d'un  polynôme  quelconque. 

161.  Passons  à  V extraction  des  racines  de  degré  quelconque 
iïes  polynômes. 

Appelons  P  le  polynôme  proposé ,  et  concevons  ce  polynôme 
ordonné  par  rapport  aux  puissances  descendantes  d'une  même 

lettre  if.  Désignons  d'ailleurs  par  x+j--f-*+ la  racine 

cherchée,  que  Ton  peut  cgaleraent  supposer  ordonnée  par  rap- 
port à  a. 

En  élevant  .t+J^+«  +••••  a  'a  wi^'""  puissance,  et  regar- 
dant pour  le  moment,  J'-f-^  "h comme  ne  formant  qu'un 

seul  terme ,  on  aura 

P,  ou  (x  +J'  +  2  +  • .  .)•"  =x"  +  mx"-'(jr  +  z  +. .  •) 

2 


+ 

+ 


Or  n  est  bien  évident  d'abord ,  d'après  1rs  principes  de  la 
multiplication  algébrique , que  le  terme  x"*  du  scco.id  membre 
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de  cette  égalité  doit  reafcrmer  uii  cxpoiant  de  a  plus  Seté 
qu'aucun  des  autres  termes  de  ce  second  membre»  et  ne  peutie 
réduire  avec  ceux-ci.  Donc  x*"  est  égal  au  terme  de  P,  iflcdë 
de  la  plus  haute  puissance  de  a  ;  et  par  conséquent,  si  l'on  a- 
trait  la  racine  m""'  du  premier  terme  de  P,  on  obtiendra  ïntoet 
sairement  le  premier  terme  x  de  la  racine. 

Retranchant  x^  dv.V,  et  appelant  R  le  reste  y  on  trouve 

R ,  ou  P  —  x*  ss=  mx"»-*  (j'  +  i+u  +  ...) 

w — I         .,       . 
+  m ar^-'C^  +  z  +. . .) 

*^«  •  •  • 
i"  •  •  •  • 

nouvelle  égalité  dans  le  second  membre  de  laquelle  le  terne 
mx'^''*jr  ne  pourra  subir  de  réduction  avec  les  autres. 

En  effet ,  les  termes  j'y  j*y  j^^ qui  font  partie  des  d- 

pressions  affectées  des  parenthèses,  renfermant  respectivement 
un  exposant  de  la  lettre  a  plus  fort  que  les  autres  termes  da 
expressions  correspondantes ,  il  suffît  de  faire  voir  que  le 
terme  mx^^'y  contient  un  exposant  de  la  lettre  a  plus  élete' 
que  le  terme  général  x*^*"*^"  (dont  il  est  d'ailleurs  inutile  de 
considérer  ici  le  coefficient  ). 

Mais  en  comparant  les  deux  quantités 

jpm-ij^       et      a:'""""j*, 
que  l'on  peut  mettre  sous  la  forme 

on  Tolt  qu'elles  ont  un  facteur  commun ,  et  que  des  deux  fac* 
teurs  non  communs  jp*"*,  J'*""'*»  le  premier  contient  a  avectttt 
plus  haut  exposant  que  le  second.  Donc  le  terme  moif^^J^ 
peut  se  réduire  avec  le  terme  en  x'""""j^'',  et,  à  plus  forte  rti* 
son,  avec  les  autres  termes. 
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Atnri  le  terme  mx'^^y  est  égal^  sans  réduction,  au  terme 
(le  R  affecté  de  l'exposant  le  plus  éIcTé  de  la  lettre  a  ;  et  si  l'on 
divise  le  premier  terme  de  R  par  mx^'^^y  on  aura  nécessairement 
pour  quotient  »  le  second  terme  j*  de  la  racine. 

Retranchant  de  P  la  m'"'  puissance  dex^^-jr,  et  désignant 
par  R'  le  restç  de  cette  soustraction ,  on  dénrontrera  |  comme 
précédemment,  que  le  premier  terme  de  R',  on  de  P—»  (J^^f)"*» 
représente  la  taleur  de  iitx"~~iz;  ainsi^  en  diyisant  ce  premier 
terme  par  mx*"',  on  aura  le  troisième  terme  de  la  racine;  et 
ainsi  de  suite. 

De  là  résulte  le  procédé  suivant  : 

Après  avoir  ordonné  le  polynôme  P  par  rapport  a  Tune  des 
lettres  qui  y  entrent  y  exirajez  la  racine  m'""'  du  premier  terme 
de  ce  polynôme  j  vous  obtenes  ainsi  le  premier  terme  de  la 
racine.  Retranchez  dePia  m'^"*'  puisêuncc  de  ce  premier  terme, 
puiscfcnWjS  aud-essousde  la  racine  trousse,  rnfois  /a(m— i)""' 
puissance  de  celte  racine. 

Divisez  ensuite  par  cette  dernière  expression  le  premier 
terme  du  reste  obtenu;  tous  obtenes  ainsi  le  second  terme  de 
la  racine. 

Formez  la  nt^^*  puissance  de  la  somme  des  deux  termes 
déjà  O'ouvés  à  la  racine,  puis  soustrajrez  de  P  cette  mf^^puis^ 
sance. 

Divisez  le  premier  terme  du  nouveau  reste  par  m  fois  la 
(m—  lY*^* puissance  du  premier  terme  de  la  racine;  vous  ob- 
tenez ainsi  le  troisième  terme  de  la  racine  ;  et  ainsi  da 
suite. 

Il  est  facile  d'appliquer  ce  procédé  aux  cas  particuliers  de 
Peitraetion  de  la  racine  3*,  4%  ^*' 

Calcul  des  radicaux. 

162.  Lorsque  la  quantité  monôme  ou  polynôme  dont'  on  de- 
mande une  racine  d'un  certain  degré,  n'est  pas  une  puissance 
parfaite ,  on  ne  peut  qu'indiquer  l'opération  ,  en  faisant  (q®  a) 
précéder  du  signe  ^  la  quantité  proposée,  et  plaçant  en  dedans 

18 
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de  ce  signe  le  nombre  qui  marque  le  degré  de  la  raciiM)|C9(- 
traîrc.  Ce  nombre  t'appelle  Vindice  du  radical.  .1    . 

Souvent ,  on  peut  faire  subir  à  Vexpression  radicale  qaelqm 
simplîiications  fondées  sur  un  principe  analogue  à  cdai  U 
^^  84  î  c'est  que  la  racine  n'^"'  dun produit  est  égale  mprMi.  \ 
des  racines  n'^"*"  des  dijférens  facteurs. 

En  termes  algébriques, 


^abcd. . .  =  V^ûX  i/ft  X  i/cX  V/rf. • . 

En  effet ,  élevant  chacune  de  ces  deux  expressions  à  la  0"" 
puissance^  on  trouve  pour  la  premièrci 

■ 

(  y^abcd.  •••)"  =  abcdf 

et  pour  la  seconde  1 

(V/aX  (/*  X  \/c. .  .)•=  (V/«)"-(V*)'.(i/c)». . .  =  abed... 

Donc»  puisque  les  n''""  puissances  de  ces  expressions  sont 
égalesyles  expressions  doivent  Fétre  ellefr-mémei  (f^qjres  a'i6^ 


Cela  pose,  soit  Tex  pression  V^54a4^^c\quinepeutètreiÊar 
placée  par  un  monôme  rationnel ,  puisque  54  n'est  pas  us 
cube  parfait ,  et  que  d'ailleurs  les  cxposans  de  à  et  c  ne  sont  pu 
divisibles  par  3  ;  on  a 

3    .  s  3 s  ■  

V/54a»6V  =     y/^'jà'b^.  Ç^2ac*  s=  3a*  V^mc*. 


De  même,  {/^a^  =:^\/a-',    i/4tta^*«c«  =  aafrV  ]/3a?; 


V  192a?  V  =  V/64fl6c'»  X  l/3fl*  =  2IIC*  l/3«6. 

3 s  ^  4 

Dans  les  expressions    Zab  yiLac*^  ^V^*%  2ii*V|/3ac«,to^ 


i 
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qttDtStéi  qai  sont  en  avant  du  radical ,  auquel  ellei  servent  de 

Baltiplicatîon  ,  sont  appelées  les  coefficiens  du  radical. 

ttô.  Le  principe  démontré  n°  1 55  donne  lieu  à  une  auti*e 

pj^tiat  de  simplification. 

fi ^ 

Que  l'on   ait,  par  exemple,  l'expression  radicale  V kP^^.\ 

6  /    I» 

oofflinei  en  vcirtu  de  ce  principe,  v  4^*  =  y  V ^9^  i  et  que  la 

quantité  soumise  au  radical  (/>  est  un  carré  parfait ,  on  peut 
dectoer  cette  extraction  de  racine  carrée ,  ce  qui  donne 

fi    3 

De  même,  v/3BâT-  =  V^T^^  css  l/gSî. 


m 


"y—      \/    /- 

En  général,  v  a»=  V  V^û''=  V^«;  c'est-à-dire  que,  lors- 
que l'indice  d'un  radical  est  multiple  d'un  certain  tiombre  n, 
et  que  la  quantité  sous  le  signe  radical  est  une  puissance  vt*^* 
exacte ,  on  peut ,  sans  changer  la  valeur  du  radical,  dMser 
«on  indice  par  n,  et  extraire  la  racine  n*^"'  de  la  quantité  sous 
k  signe. 

Cette  proposition  est  P inverse  d'une  autre  non  moins  impor- 
tante, qui  consiste  en  ce  que  l'on  peut  multiplier  l'indice  d^un 
radical  par  un  certain  nombre ,  pourvu  que  Von  élève  la  qumn^ 
tité  sous  le  signe  à  une  puissance  d\in  degré  marqué  peur  ce 
nombre. 


Ainsi,  V/a  =  V^a'*  En  eOet ,  a  est  la  même  chose  que  V^a*  ; 


m 


do 


me 


Ce  dernier  principe  sert  à  ramener  deux  ou  plusieurs  radi- 
caux à  avoir  le  même  indice,  ce  qui  est  souvent  utile. 

Soient,  par  exemple,  les  deux  radicaux V^aa  et  ^a  -J-  b, 
]ue  Fon  veut  réduire  au  même  indice. 

i8.  • 


I 
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Si  IW. multiplie  l'indîoe  du  premier  par  4i  iadtce  da  second, 
et  que  l'on  clëve  la  quantité  2a  à  la  quatrième  puissance;  si, 
de  même  9  on  multiplie  l'indice  du  second  par  3,  indice  da 
premier,  et  que  l'on  élève  a  +  b  au  cube,  on  ne  cbaïq^era 
pas.  les  valeurs  des  deux  radicaux;  et  il  viendrai  par  ces 
opérations,'' 

Riou»  (^iniaAUS.  Pour  rédnm  deux  ou  plusieurs  radicaux 
au  même  indice,  multipliez  F  indice  de  chaque  radical  par  le 
produit  de  tous  les  autres  indices,  et:  élevez  la  quantité  sous  h 
signe  à  une  puissance  dun  degré  marqué  par  coproduit. 

Cette  règ)e^  qui  a  beaucoup  d'analogie  avec  la  rédaction  des 
fractions  au  même  dénominateur,  est  susceptible  des  mêmes 
modifications. 

Soient,  par  exemple,  les  radicaux  ya^  k  5t»  r  <**+*'> 
que  l'on  veut  ramener  au  même  indice. 

Comnae  les  nombres  4»^)  8>  ont  des  facteurs,  communs,  et  qae 

34.  est  le  multiple  le  plus  simple  de  ces  trois  nombres»  il  suffit 

évidemment  de  multiplier  le  premier  par  6,  le  second  par  4i  ^^ 

.  le  troisième  par  3 ,  pourvu  que  l'on  élève  les  quantités  sous 

.  chaque  signe  radical,. aux  puissances  de  degrés  marqués  res- 

peetivemeut  par  6 , 4  et  3,  ce  qui  donne 

A  i4  S  »* S  >i 

i/û  =  y7j  i/56  =  y 54&4,  yà"  +  *•  =  »/(«•  +  *•)*• 

Ces  notions  établies ,  proposons-nôns  d'exécuter  sur  les  radi- 
caux ,  les  opérations  de  l'Arithmétique  qui  sont  maintenant  10 

nombre  de  six,  en  y  comprenant  la.  fbctnation  des  puissances  et 

^     *    ■    «  • 

l'extraction  des  racines. 

164.  Addition  et  soustraction  des  radicaux.  Deux  radiesai 
sont  dits  semblables  \otsf{\]r^s  ont  le  même  iodice,  et  que  la 
quantité  sous  le  .sîgiic  e»t;  aussi  la  même. 

Cela  pobé,  i>our  ajoul«i^4eux  radicaux  smnblables  ou  pour 
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les loustraire  Tun  de  l'autre,  il  faut  opérer  simplement  sur 
fgun  coeffieiens,  et  placer  la  somme  où  la  diJU^renee,  comme 
coefficient,  en  avant  du  radical  commun. 

4  4'  4 

^a{/b  ±  2c^A  =  (  3a  ±  2c)  ]/b. 

SonTeiit»  deux  radicaux  ne  sont  pas  d'abord  semblables; 
mis  ik  le  deviennent  lorsqu'on  leur  a  fait  subir  les  simpli- 
ications  des  n^'  162  et  i63.  Par  exemple, 

•4K*=  +  &|/765=4éV/3S  +  5*1/35=  96  i/3S; 

ï .1  3 .1 

V6à'b  +  i6a*—  v/6>  +  20^3  =  2aV/*  +  aa  —  ftv/é  + 211 

s  

s=(2a — b)  )/b  +  :ia; 

fi  ___.  ,?  __  3  3 s 

3  v/4tf*  4- a  V/m  =  3  l/sa  +  2  V^aa  =  5v/2a. 

SI  les  radicaux  ne  sont  pas  semblables,  on  ne  peut  qu'in- 
diqaer  Padditton  et  la  soustraction,  en  interposant  les  signes 
+et— . 

i65.  Multiplication  et  division.  Considérons  d'abord  le  «as 
où  les  radicaux  ont  le  même  indice. 

n  n 

Soit  |/a  à  multiplier  ou  à  diviser  par  \/b.  Je  dis  que  Pon  a 


l/a'X\/b=yaby  et  v/û  !  ^Z*  —  ^g- 


En  effet  (n*  162),  si  Ton  élève  V/«.  V^b  et  \/ab  a  la  w*'"" 
puissance,  on  trouve  cgalement  pour  résultat,  a&;  donc  ces 
^x  expressions  sont  égales. 


3^8         "  CAMVh  H^U  I4DICM7X. 

j  ;  aÎDsi  tes  deux  expressions  sont  égales. . 

D'où  l*on  voit  qite  ,pÔur  hiunipRerou  diviser  VunpaS^  tûnirt 
deux  radicaux  de  même  indice ,  il  faut  multiplier  ou  diviser 
Tune  par  Vautre  lès  dêltx  quantité  'iota  le  sf^he,  et  aJfttUtf 
le  résultat  du  signe  radical  commun.  S'il  y  a  des  ooef&ciens, 
ol)  conimeace  par  lés  mûlliplier  ôii  \és  dliVisér  ^éparéài^nt. 

Ainsi,  .  :  .  ;;>,    ........     .  . 


VLa 


y/^^^^'U  ^^Sl^n'àfe-^Bà^^ifl^', 


ipiifiant,  -  =1 3  . 


OU  sim^ 


s s      3^ 

V       8* 

'  ^î les  râaîi^iix  n'ont  pasïe  iiiémc  }hJn(fe;'irîâilt'l'csV  rëduîrc 
(n"  1 63),  et  opérer  comme  H  viètoï  d'^t-é  dit  '    ^'  ' 

/  1-.  '•■••,.  .'•,  'îl  /':  /  •*'  "6  •"   '  /•      .  S'il.::-      *.  !  «   mt*.  * 
Par  exemple,  Saj/fr  X  56  V^ac=  i5a6  V^85»?. 

< 

4 

i66.  Fùt^ftioB  ^è^  pui^^ances  et  extrflfiiipn  dçs  racines, 

m 

Soit  d'abord  \/a  à  élever  à  la  n''**'  puissance,  on  a 

J(V?«)"^K«<^  *^^^  k^tj- J.Ff  V^?»  4Ws,.jù  .règle  qui 
vient  d'être  établie  pour  la  umltiplipati^n^ 


T'-       '•        a  f'\ 


0 
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Dùhc  ,  pour  élevef^  une  quantité  radicale  à  une  puissance 
doMnée^ilJjiMU$.  éfet^  fa  iguqAiUé' ^0u$  le  \sigHê  ft  iktiepum- 
tance,  et  affecter  le  résultat,  du  signe  radical  avec  son  indice 
primitif.  S\\  j  a  un  coefficient ,  on  élèye  séparément  ce  coSffi^ 
cieot  &  la  puissance  donnée.   '         . 


î« 


Ainsi   (\/4â»)'a=l/(4a')*=v/i6a«  =  a«v/a*; 

liOrsqueTindice  du  radical  est  un  mù)tSpte,<ie  Pèxpos^Vit  dç 
la  puissance  que  IVn  a  a  former^  on  peut  simplifier, 

'  Soit,  pai  exemple»  |/a«  à  élé^rau  dalréircmat^uoiik  ^psà- 

•  «  •     .    ^^^^^  • j^^^lfSBt   .»••«'  ,^     fh  -  •  ■  ^    •♦ .   t  ♦  «  •♦  • 

(a'i55)V/^a::p  Vl/arf.  Or.  poui:  élèyer  celte  quantité  au 

•  /  *•?'  îcaV''*'  ■■  •••"  ■  V  ^'•^"  *  ''  '-^^  '•  '»  T'^'  *v^  ■'*^  '«V  * 
carré ,  il  suffît  de  supprimer  le  premier  sisne  radical;  am^i  1  on 

S»  • 

Soit  encore  i/oï  a  élever  au  carré .  cette  expression  revient 

•  •      •*     '  '  ■  M  joO  I  r'"  ï 

/"jT^^"^"  S     ■  S      '  ■'! 

i  V  K3*:  doncTi/l?)?  =  l/3Î,  C'est-àrdire  quc/«  /'wi- 

dîdr  4<<  radiff^i'Cs^^  divisible  p^  Fexpo^an^  de  l^pHi^ç%cfC^'ifi\ 
peut  effectuer  cette  division,  en  laissant  là  qidqntfU'S^^i^.f^ 
radical  telle  quelle  était.  ,*    * 

'Quanta  l'extraction  des  racines,  il /(tut  multiplier  Tindice  du 
radical pqr  r  indice  de  la  racine  à  ex  traire ^  ^^r^^f^^.^Jtama^,-^ 
/û^  ww*  /ic  signe  telle  qu'eue  était.      .  ,        ..      *   . 

,  '   '■  .  Y  -    -         -  •  "        t 


I 


..      .  .  ,  j;       •••»•;)     I.    '   '*••' 


Cette  r^le  n'est  autre  chose  que  le  principe  du  n^i^S, 
énoncé  dans  un  ordre^inversc.  ....     '  ... 

Si  la  quantité  sous  le  signe  est  une  puissance  parfaite,  de  même 
degré  qvipJa  trtcinw  «^ extraire  y  iV  y.^  UeU  à  sioiplifioUiQa»     > 


aSo  DS  LA  XOLTIPUCITÉ 


▲inst    V  V/So^  étant  (n»  i55)  ^1  à  V  l/fti*,  se  réaml  i 

4 

A     5      ^ 

De  même,       V  ï/g^'  =  V  V^g^*  =  yî^. 

Remarques  sur  les  valeurs  algébriques  des  radicaux,  Consi* 
quences  qui  en  résultent  dans  le  calcul  de  ces  expressions, 

167.  Les  règles  qui  Tiennent  d'être  établies  pour  le  calcul 
des  radicaux  sont  fondées  principalement  sur  le  principe  qne 
la  racine  n'*'"'  du  produit  de  plusieurs  facteurs  est  ^ale  au  pro- 
duit des  racines  n''""'  de  ces  dilTérens  facteurs;  et  la  démoo»- 
tration  de  ce  principe  repose  (n®  162}  sur  ce  que,  êiles puU' 
tances  de  même  degré  de  deux  expressions  sont  égales,  les  ex* 
pressions  sont  aussi  égales.  Or  cette  dernière  proposition,  qnl 
est  Traie  en  tant  que  Von  ne  considère  que  des  nombres  d>sqlwi 
ne  l'est  pas  toujours  pour  les  diverses  expressions  auxquelki 
peut  conduire  l'Algèbre. 

Pour  vérifier  l'exactitude  de  cette  assertion,  nous  prouveroni 
qu'un  même  nombre  peut  avoir,  algébriquement,  plusienri 
racines  carrées,  plusieurs  racines  cubiques,  plusieurs  racinet 
quatrièmes,  etc. 

Désignons,  en  effet,  par  x  l'expression  générale  de  la  raciiM 
carrée  d'un  nombre  a ,  et  par  p  la  valeur  numérique  ou  arith' 
métique  de  cette  racine  carrée  ;  on  a  l'équation  j;*  =  a ,  00 
x^  =  /?•,  de  laquelle  on  tire  x  =  it/^.  D'où  l'on  Toît  que,  de 
quelque  signe  qu'on  affecte  la  valeur  arithmétique  p  de  la  ra- 
cine carrée  de  a,  son  carré  donne  également  a,  résultat  con- 
forme à  ce  qui  a  été  dit  au  numéro  85. 

Soit,  en  second  lieu,  x  l'expression  générale  de  la  racine 
cubique  de  a,  et  désignons  par/;  la  valeur  numérique  de  cette 

racine  cubique;  on  a  l'équatiçn        .t*  =  a  ou  ar'  ^s^pK 


DES  tlLEimS  û'CTT  HàDICAL.  '    oBt 

Cette  éqtnBon  est  d*iibord.sali8fkîte  par  x^=sp. 

4 

i        .  ■ 

Obserroos  maintenant  que  l'on  peut  mettre  x^  ^^p^  sons  la 

Qr  on  a  tii  (n^3 1  )  que  Pexpression  x^  -^jfl  est  diyisible  par 
X  — /7,  et  donne  pour  quotient  exact,  x'+Z'^  +/'*  >  1  équation 
ci-dessus  p^t  donc  être  transformée  ainsi  : 

■    ..     ^  .     .  ■       . 

équation  à  laquelle  on  satisfait , 

soit  en  posant      "x  — /?  =  6,     d'o&    xz^p^ 


loit 


itenposant  ^+/?*+jP*:=o,  d'oà  *:;=:— €±1/-:  3^^ 


ou  bien,.,, ^.^^. jr=s^^-i-^ ). 

On  Toil  donc  que  la  racine  cubique  de  a  admet  ïrois  valeurs 
algébriques  dijgréhinîês;tair6\rr\'^''  '     ''     ''       * 


<  '  •  ".  I 


Syit  eocorç  a  résojxdrc  réquaf  Ion    :^  =c  a    ou    x^  i::^  d<  , 

/(/>  désignant  la  Taleur  arithmétique  de  ^a). 

Cette  équkCôn  peut  lie  misttrfi  sopSi  Ik  Arme  x^-^pi  =  o; 

4  * 

•«  *  « 

or  FexpreMion  x*— p^  revient  (n*  19)  i  («'  — ^»)  (x*  +/>*  )  ; 

'  I 

donc  réqnatiofi  rwieiit  «Ile-oiéfli^  à  (ii^— »/•)  (^•-^j?*)  =5:0  j, 
et  Pou  peut  7^  satisfaire  y  .      —   • 

ioit  en  posant  x^-^-^^pao^.  d^oi  ir=T;^/i, 


a^,  .  DE  I^  M0LT»UÇIT1^ 

Oa  obtient  donc  atnii  pour  la  racine' quatrième  daminikeir^ 
quatre  expressions  algébriquement  différentes. 

Proposons-nous  de  résoudre  la  nouvelle  équatioa    tt^ss^jf^ 
qui  peut  se  mettre  sous  la  forme  jr'-^j^so. 

Or  jfi  — p^  revient  (n®  ig)  à         (jr*— />^  (*'+/''); 
ainsi  Féquatîon  devient  (x'  — p^  (x' ^p*)  =  o. 

Déjà,  Téquation  or^— /7^=o , résolue  précédemment ^  adonné 

p  ■■■■.■■ 

xc='/^    et    j?=/?f — -^^ j. 

Gbhsidérons aotuéllement l'équation  jt^-^p^m'o^  et olmenàài 
quQr si  l'on  remplace i  pour  le  moment,/;  par  — /^^  elle  devient 

«»—/>'»  =  o ,  d'ot  l'on  déduit  X  =/  et  X  =/  (""'^J      ^  ; 


■  > 


ou,  remettant  à  la  place  dep'  sa  valeur  r-^,p^ 

x  =  — p    et    y==— /?('"' "^^""^^ 

Ainsi  f  l'équation  ofi — p^  =  o ,  et  par  conséquent  la  racine  6"" 
de  a\  admet  six  valeurs  :  /;,  «/?,  •/?,  ""/^>  ■ — '"pî  -—*'/'» 
en  posant  y  |K>ur  simpliGer 


'     ■  ■  ■    ■■■■       I  .    ■ 


I^ous  pouvons  conclure,  iwr  analogie  (  ce  qui  sera  d'aillems 
déùibntrè  par  la  suite ,  d\ine  manière  plus  cofteplfcte) ,  qnlè  tM^ 
équation  de  la  forme  x'^ —  a  =  o ,  ou  x'" — p'^T^  o ,  est  soiospn 
tible  de  m  solutions  différentes  ;  c'est-à-dire  que  la  racine  m''^ 
d'un  nombre  admet  m  valeuts ,  àlgébriqlièhieni  dffftftekiëi. 

\G8*- Première  irm0rque^  Sî,  dan^4ei  équationa  préoédoM 


DES  VALEOIS  D*Olf  HÀ9ICAL.  stfS 

e(  les  résultats  qui  leur  correspondent^  ùà-  suppose  ootaiMte  «as 
pirticiilier^  a=  i ,  d'où/7=  i  j  on  obtiendra  les  racines  carrées, 
eobiqaes,  quatrièmes^  etc. ,  de  runitc.  Ainsi  |,  -4^  i  et  •—  i  sont 
les  deux  racines  carrées  de  runilé  :  car  l'équation  x*  -«  i  =  o 
donne  f  =  dbi.  ••,•■ 

De  même ,  +  i , • ] j ,^nlIcltroîè 

nèmes  bnbiqués  de  Uunité  ^  on  lés  racines  de  x^  —  1  iss  o. 

+ 1 ,  —  ï ,  +  V^--^>  —  V—  ï|  sont  lcST[usiti'é  Aclif«if 
quatrièmes  de  Tunité,  où  les  racines  de ar*— i  t  iâ?d: ''    •:  •'  '*•* 

i6g.    Seconde    remarque,    Sotit,    en   général,  l'équation 
«■q:û  =  o.  '  * 

lEsicpons  pàr/>  la  valeur  arithméliaue  de  I4.  rafiine.m''^ 
de  a,  ce  qui  donne /?"*  =.^;  l'équation  ci*dessu8  derieiit. , 


If» 


.m 


.p*   ^i  0; 


ci  si  Ton  pose  x=^/'X',  j^  étant  une  nouvelle  içvcoim^,  il  ei^^ 
nwite /?■'/**  q; /?■•  =  o  ^  ou,  en  divisant  pai^  p*,~ 

■ .  *   .  .     "  ■ 

Ce  qui  prouve  que,  connaissant  toutes  les  valeurs  dç  \/'f  9M  dSf 

V^^i,  on  obtiendra  celles  fie  V^a  ou  de   V^-^^Vk^éh  ttittUi- 
pliant/?  par  les  différentes  racines  m"*""  de  +  i  ou  de  —  1. 

170.  Il  rclulle  de  l'analyse  précédenVe  \  ^de  les  règles  du 
calcal  des  radicaux ,  qui  sont  exactes  en  tant  que  l'on  opère 
tardes  nombres  absolus,  peuvent  être  susceptibles  de  quel-* 
ffes  modi^cations  lorsqu'on  opère  jsur  dçs  expressions  oy 
fjmboles  purement  algébriques,  Cest  surlout  quand  on  ap^- 
plique  ces  règles  aux  expressionflrhaginàires ,  que  ces  modi- 
b^nssont  nécessaires ,  comme  ^tant  une  suite  de  ce  qui  a,  été 
lilau numéro  167.  ,  ..-.  .■■..>...;;> 

On  demande,  par  exemple,  le  produit  de  V^ — a  par  ^  •*-«» 


a84  €48  milGUttBIUI 

la  rèfji^  du  naméro  i65  donne 

•     •         - 

Cette  doable  yaleur  du  produit  est  nne  réponse  eiacte  tant 

^ne  »  dai\s  l'expression  i/— aX  |/-i-fl,  les  deux  radicaux 
comportent  le  double  signe  dz;  mais  si  Ton  admet  que  les  ra- 
dicaux .soie^Lde  même  aigne ,  coinme  alors  i/^  a  X  V^— a 

veTieat  à,(l/r-«a)*^et  que  pour  éWer  |/inaa  carréj  il  suffit 
de  supprimer  le  f  adieal  «  ou  a  nécessairement 


'■} 


V/—  a  X   i/—  at=  —  a. 


«  »  

Sèit  y  en  second  lieu ,  îr  former  le  produit  j/— «  X  V^— *j 
on  aurait ,  d^aprb  la  Vëgfé  du  n®  i65, 


l/—  a  X  K  — T  T^  |/4-  ab. 

Or   y^^dtp  (n^  ^T)fP  dësSgmmt  la  valeur  arithmé- 
tique de  la  raéine  carrée  de'ab\  mais  je  dis  que  le  yérltâble 

résultat  doit  être  — '/?  ou  rr  Vf  ^j  m  tant  que  Tôa  considère 

les  deux  «adîcaux  V^— aet  y — à  comme  précédés  Pua  et 
rentre  du  signe  4*. 

-  Eu  effet  jOiLA    •  .  .        •    .  . 


«:  ■> 


On  trouvera ,  d'après  ces  priacîpés ,  pour  les  diverses  pois* 
aanoefl de  V^—  ?» 


<    ». 


DD  CALCUL  D£9  KADICAUX.  l85 

(i/=7)*=(ï/=:t)*.(  i/:;:t)-=-,  X- .  =+ .. 

Comme  les  quatre  puissances  suivantes  s'obtiendraient  en 
aoltiplîant  la  quatrième,  +i ,  respectivement  par  la  première, 
pir  la  seconde ,  la  troisième ,  et  la  quatrième ,  on  retrouverait 
encore  pour  ces  quatre  nouvelles  puissances, 

+  1/— I,  — «T  —  i/— I,  +i; 

donc  toutes  les  puissances  de  V^—  i  forment  des  périodes  de 
fuun  termes. 

*   - 
Soit  encore  proposé  de  déterminer  le  produit  de  (/ —  a  par 

4  i  

^—6 ,  qui ,  d'après  la  règle  ,  serait  V^+a6,  et   par    consé- 

foent  (  n*  167  )  donnerait  les  quatre  valeurs 

Ponr  déterminer  le  véritable  produit,  observons  que 

4  44  4  4       4  

y— a  =  \/a.  {/—  I ,      V^—  6  =  V^6 .  V/—  I  ; 

mils    /=7  X  V^^  =  (  V^^^  =  (  V'v/-^)"=l/^ 

4   4    4     

Appliquons  les  calculs  précédons  à  la  vérification  de  l'exprès* 

—  1-4-  i/_  3 
âoQ . , ^  comme  racine  de  l'équation  x^ —  1=0, 


cesl-i-dire  comme  racine  cubique  de  i.  (  Voyet  n*  i68.  ) 


on  a 


D'après  la  formule        (à  +  A)*  =  a^^  3a*6  +  3û**  +  6^, 

"~  ,8 

— ■  i"^  3  yd  ~  3  X^^  3 — 3  V^i:  8  _ 
= g g  -  «• 


On  férifei^àitde  même  la  leeondtf  taleur. 





§  lY  •  Théorie  des  e^xposahs  de  nature  quelconque. 
Nîqii^ns  génânl/as  sw  les  séries, 

171.  Cùst  ici  le  lieu  de  taire  connatlre  deui  tiouvelies  nota- 
tions d'un  usage  très  comtnode  dans  les  calculs  algébriques: 
pe.sont  ^s  eibpgsans  fraj^ctionnaires  et  les  exposans  négatifs)  ils 
tirent  leur  origine  des  règles  établies  pour  l'extraction  «les  ra- 
cines et  la  ditîsîoh  des  monômes. 

Que  Ton  ait  à  extraire  la  racine  a''"'  d'une  qitantrté  teik  que 
a"*.  On  a  vu  (n®  i58)  que,  si  m  est  multiple  de  n,  il  faut  cil- 
Kisep4*0Kposa9t  m  pac  l'indice  n  de  la  r4<4ne«-J^lai^  .#j  m  n'est 
pas  divisible  par  n ,  auquel  cas  l'extraction  de  la  racine  n'est 
pas  possible  algébriquement,  oii  peut  conrealr  d'indiquer 
celte  opération,  en  indiquant  la  division  des  deux  exposans. 


1  - 


Doncl^a**=â"i  d'après  une  convention  Â)ndée  sur  la  règle 
^ea.  Cf  pûsans  pour  l'extraction  des  racines  dfi9  qttaotités  mo- 
nômes. 

Ainsi,  y/a»=aitf3.      ^a^zrza^. 

De  même,  que  l'on  ait  à  diviser  a^  par  â".  On  sait  qu^il  faot 
(n*  aj)  retranplker  l'exposant  du  diviseur  de  celui  du  dÎTi- 

d;ende  toutes l«ts  foiaque  Tofi  a >»^n,.ce  qui  d^ne  -r^^^ 


DE  Nature  QOEtcdifQtm.  20^ 

Mais  é  m  est  ^  n ,  auquel  cas  la  diyîsioa  n'est  pas  possible 
algiSbriquemeût ,  on  peut  convenir  d'indiquer  céfte  dirlslon  en 
soustrayant  toujours  l'exposai^jt  du  diviseur  de  celui  du  divi- 
dende; ScA  p  k  diflÛrentie  àb^lue  entré  /i  et  m  ;  on  a  alofs 

par  )asnspressi9.n4Hfrc^ur  a"  pomivail  aM4euai.tamMî4a«c 


1  •    . .  t 


.,*»..  •»       ...       •  tA  '  ( 


Vexpression  aT^  est  donc  le  symbole  d'une  divîsîoq  q^ui  ^'^ 
pu  s'effectuer  ;  et  sa  vraie  valeur  est  le  ^Mçtient  fk  t  unité 
divisée  par  la  mime  lettre  a)  affectée  de  V exposant  p  pris 

posititfiemenu  Ainsi  iT^  sk  -^  i  « ""*  se  ^. 

«    "        •     .'  ... 

La  notation  de  l'exposant  négatif  a  l'avantage  de  conserver 

une  forme  entière  aux  expressions  fractionnaires. 

De  la  combinaison  d'une  extraction  de  racine  et  d'une  divi* 

siouy  impossibles  à  effectuer  dur  des  quantités  hidtioine.^)  résulte' 
une  autre  aotatiop  ,  c'éitVeseposantJraetiànfÈaire  négût(f,     . 

Soit  à  extraire  la  J^ciae  n''*'  de  ^ 

D'abord^  on  a  —  =!*"■•  ;  donc  1/  —  =^  V^ï^= ^i^J  ,    en 

remplaçant  le  sigpe  ordinaire  du  radical  par  un  exposant 
fractionnaire. 


•.V 


Les  expressions  a»  ,  a^j  a  ■,  sont  dop<^j  ^'^prcs  des  con-^ 
ventions  fondées  sur* les  règles  précédemment  établies,  dès 

notations  équivalentes  A  k«*»  "7>  V/"^^  Ainsi,  l'on  peut, 

suivant  Jbs  oûrconsUnces,  remplacer  les  premières  par  celles^ 
ci^et  réciproquement. 

Gmime  dans  le  discoure,  €f  s'énouce  a  pùissandè/',  /i  étant 


SSS  THÉORIE  DES  EXTOSASS 

m 

un  nombre  entier  positif,  de  mÂmey  par  analogie,  a",  ir^, 

a"  ^  ,  dénoncent  a  puissance  —  »    a  puiasanoe  ^Pt  o,  puis- 

«cnce«~«-;  ce  qui  a  engagé  les  algébristes  k  généraliser  le 
mot  puiêèaMû.^^im  il  serait  peut-être  plus  eMrrenable  de  n'em- 
ployer  que  les  dénominations  a  exposant  — ,   exposant  — /}> 

exposant  — -  — »|  en  consacrant  uniquement  le  micXpuUsanctt 

désigner  le  produit  de  plusieurs  facteurs  égaux  à  un  nombre 
donné.  (Fore*  n'a.)] 

i<ja.  Ces  notions  sur  l'origine  et  la  signification  des  quantités 
aflfeclées  d'exposans  quelconques  étant  établies,  nous  allons  dé- 
montrer que  le  calcul  (le  ces  sortes  de  quantités  est  soumis  aux 
'mêmes  règles  que  celui  des  quantités  affectées  d'exposans  entien 
et  positifs* 

Multiplication.  Soit  d'abord  <r  à  multiplier  par  a^  ;  je  dû 
qu'il  suffit  à! ajouter  les  deux  exposons,  et  que  l'on  a 

Encffel,  on  a  TU  (n»  171  )  quo 

aies  l/aS      ûiss  \/t^; 

donc  «txû»  =  V^?  X  ya^i 

ou  bien  y  effectuant  la  multiplication  d'après  la  r^gle  du  n*  i65, 

ûl  X  «^  =  V^?«  =^  fl^. 
Soit  encore i  multiplier  0"^  par  a*  ;  )e  dis  que  Ton  a 

a  4Xa'  =  «  i'^fcsa    «•^••s=<i't; 


»E  KATVRB  QpaCfffRQDl.  flQ^ 


•1  /T        4  •y-r 

en  eflSet,    •  *  =  V  5*        ™*  ^'^'^    '  ^^"^ 


4' 


X  «*=^^xv/5^^^xv?fl«*=y^=\/a=  «»', 


Soît|  plus  généralement  y  a*  *)i  multiplier  par  «f  ;  on  a 


•2        C        .Ï+L        :£=! 
a    •Xtf*  =  «  ■    ♦sa   "t  i 


^  /  •  m  it^9  mm  '^^Tl 


•■^x.'./ix.^WS-?' 


■faaii 


Doncy  /«yfo  générfde,  pour  moitîpiier  deux  monomea  aflëo^ 
tés  d'exposans  quelconques,  il  faut  ajouler  les  deux  expoimm 
£unc  même  lettre;  c'est  la  règle  déjà  établie  n*  i6,  pour  lea 
quantités  aflSectéea  d'exposaos  entiera  et  positifs. 

On  trouyera  »  d'après  cette  règle. 

Division.  Pour  diviser  Tune  par  l'autre ,  deux  quantité^  mo« 
noroes  affectées  dVxposans  quelconques,  il  faut  suivre  la  règle 
qui  a  été  établie  (n°  2a)  pour  les  quantités  affectées  d'ex{)osans 
entiers  et  positifs,  c'est-à-dire  qu'il  faut,  pour  chaque  lettre^ 
tctrancher  T  exposant  du  diviseur  de  celui  du  dividende. 

En  eSet,  Texposant  de  chaque  lettre  dans  le  quotient  doit 

*9 


^  «         HiàÈii  »i8  ÈïMM 

être  tel , ''qu'ajouté  k  celui  de  la  même  lettre  dans  le  diTisear,U 
comme  soit  égaleà  l'eipotôat  du  «lîfidehclts;  donè l'exppMnt  di 
quotient  est  égal  à  la  différence  entre  rexpbsànt  du  dl? idende 
et  celui  du  diviseur. 

On.tMufenÉ^  d'apits  cette  të^Ie^ 

Formation  des  puissances.  Pour  éljever  k  lant'^"*'  |>ui8saiice 
un  monôme  affecté  d'expesan?  qfielconques ,  il  faut,  écnibrmé- 
ment  à  la  r^gle  du  n*  iSS,  multiplier  Fexpoihnt  de  chaqut 
lettre  par  Vexposant  vu  dç  la  puissance;  car  élerer  ce  mo- 
nôme â  la  m''""  puissaucfe,  c'est  former  It  {iroUuit  de  m  ftc- 
leurs  '^ùx  il  ce  nioil«WQei  doinc,  ^'après  la  règle  de  la 
multiplication  ,  il  faut  faire  la  somme  de  m  exposans  égau 
À  œlui  de  chaque  lettré  i  du  muUîpU«Rr  «Waeun  déa  e&poAns 

^flSiC  99P» 

CîV       11      r  Kî     ^ 


'G«*^6*)=64éi-^i*,     (a"^y=fl- 


!• 


Extraction  des  tktcinëh  Fobr  eïtrait*è  là  i%cine  r^^'  d*iiii 
monôme,  il  faut,  en  suivant  la  règle  dn  n°  i58,  diviser  F  expo* 
sant  de  chaque  lettre  pàh  V^ifÊdice  ûëe  la  )^cM». 

En  effets  l'exposant  do  chaque  lettre,  dans  le  résultat ,  doit 
%ire  tel  que,  multiplié  par  VIndice  n  de  la  racine  à  extraire,  il 
reproduise  l'exposant  dont 'ta  lettre  est  aâectée  dans  le  monôme 
pi:6po$é;  donc  les  exposans^  dans  le  rés\iltat,  doivent  élre  re^ 
^ectîvement  égaux  aux  quotiens  de  la  division  des  exposans, 
dans  lè  monôme  proposé ,  par  ï*indice  n  de  la  Wcînîi. 


t 


•       «•    < 


**.•«'■.  .  ■  ' I 

Les  trois  dernières  règles  ont  été  facilement  aéduîtes  de  la 
rfgTé  rél^iveft  Ta  iiiutet>Hêilioii^;  hht^bit  pourhtH  lëi  SMYBii'i. 
trér  A*l*ècWiriêin  M  rémoèlâiit  1  l'ôr^inè  dés  q^aÀHKâl  affbo 
tfe^  cPéi^^atri  tfù&ftcA^qi^s.  '    *    -      •   -  •  ">      'ji        > 

Nôfif^  f^ihiM^i'oA^  t^ài-  àiiè  6{>éréftibtf  4Ô1  i'e»f«hÀé'ftt^T!^eé^ 

metft  Kà'^ëUS  ji^tcAfibtëé,  tjttâhC  ^  M  démonstrttfjofl.     "  *    * 

•  <•••.«.  '..'t. 

SbfU^  I'  élétév  i  »  ^issâncé  —  ?{  Sf  fetit  jliatffér  que 

/  -  A     '  X  —        —  — 

Ett  éffbf,  si  r<dik  t6»<lim  à  ]^m-lgfil«)d«  e«^  IMiftltié«MY't^ 
Irouye  que 


,v/>/ 


I  4I1.  •••«{    1*1 

i  1  V 

L^iTMift^  (|M  ]^ésiHlte  rMApM  à»'#»pèitofl8>dy^W<i*W<|Wii^ 

<*«(ai9,  ciMM»sl«  ]^iiiCf|yÉ(6nie«lr«hi  Miqtfwl^  «aïeul ^diWMrto 

'i^prlMêîèlMi'ii^ftii^  pM  d^a<i(ret:f4gfe!rq\ié'eèliès>if|ii  (hif  été 

*iMiei)>Mr  Is'èaiêol  (rfes^  cf  «snitilAs  Mhf:Cte  cl'^<()4iQia  tatièM^ 

lu  o«fii^j  ces  calcnaM  se  rM«ifâeill>à^«k  rf^fté»  dpéràtiMf^f«» 

Ih  fncti«ii«>i  é)îériiltiNMi«VM  fe^l|iiflM(MiflO«to  'eMiittét'dU)è  tei 

Wliâ^illll  -.".kl'  ;..'MV.;.>t    \.    '\  ^tt'it  ,#M!ic   :cqiui    .  k;  i:>;)(* 

»9- 


if^  %iPMlttMNl'MlJL 

(MU!if^'Mjt>c«be  b^Bten^étnt  3i  étmiii..37i.f«îsoiM^ 
formule  (i) ,  /i  =  3,x  =  27,  et  n  =  4>  ^  V^  Joom 

00  Diên  ,  en  eOectuant  les  calculs , 

23      ai87^53i44i 
Le  tenfié'^suÎTafit  /ol^enchràit,  â^aprtte  et  q^î H  M-iit  ibn 

changeant  lejisne,  ce  qui  donnerait—  -75—//? • 

ti^  (trouvèHiît  de  même,  pour  le  terioë  qui  suit  ce  demieri 

.   aS6o   4^—'  <^_    ^56o  ^''4'    -^»»64p  , 

•  43046721  ^  ,  5n  •  i~43o46^^T?^2f^i  7433922005  • 

I»" 

et  vijiiSrà^wàe.'  ^.  - ' 

Mais  ne  considérons  que  les  cinq  premiers  termes  de  la  série, 

et  réduisons  eB-dicimaltti  ;  nous  ob^enods  d'abord ,  pour  lei 

Urmes Afl^l£i,  ^^ "  .  .^  -     /\  -..  .  Il     "    .  "\  J   ^  ,      , 

"*       '         J  =  3,ooèoo     \  ^ 

_      ..  4  =  o,.48i5     (^3,14875, 

—  ^    ^^      /  330  ^ 

U^      ,,        =S    0,00060 

f  Sf444l   UO     .-..-V     ,  .     -.  .        ; 

étpott^'l^somme'fcr^^mesjpii^réctifsy ,  . 

,16  ^      ^ 

3|q3  ^  I  =  —  0,00737 

"'*|2560*  ié»  (  n     i  U  i>i     ilUil 

^-75—7^ — uc=— 0,00000       I 

43046721  '  .  Jl 


nous  prouTerons  tout  à  Theure  qae  ce  réiultat  est  e^f^ç\^  ^ 
0|0oooi  près. 

176.  Remarque,  Lorsque  l'expression  d'un  nombre  est  dé- 
veloppée en  une  suite  de  termes  dont  les  valeurs  numérianes 
vont  en  décroissant  indéfiniment,  on  conçoit  qu'en  général, 
plus  on  prend  de  termes  dans  la  série,  ptus  on'  approche  de 
la  vraie  valeur  du  nombre  proposé.  Si ,  en  outre ,  on  sup* 
]M>se  que  les  ternies  soient  aktmathemtfH  posMfi  et  riê-^ 
fûlifi  ;  oh  peut,  en  «'arrêtant  &  un  terarté  de  ran&  que1ëoi)que;" 
aétèfttiîiiéK'  d'tfne  manière  j^i^ise  le  éègfV  S^pnkéfmatfon 
obtenu,  -^        "• 

Erf  effet^t  une  suite  indéfinie  de  termes,  aJJi^jJk^e^fl^. . , 
dans  fâéuiétle  on  supposé  que  <i,  9,  ^9  d. .  v  Sôht^  dès  quhittitéî 
ibsohics  de  pins  en  plus  petifei  ;  et  dé4^<ioiis  pàv  x  le  riOiKbré 
représenté  par  èettè  série.  *  '  ''^    '      '    '  '     « 

Je  dis  d'abord  aue  la  Taleur  pumérinue  de  jç  est  comprise  en- 
tre deux  spmxnef  çonsficutl^i^  ^q^felc^rNjuMd». -termes  de  la 
série.  Car,  prenons  au  hasard  les  deux  sommes  consécutives 


considérMH^  l|i  pfe^Aîère ,  eC  observons  que  les  termes  qui  suivent 

-/,sont-f  ?^^^  +  f3j/+ . .-.  ;  mah- puîs^de  1tt  séVieesf 

ppsilifs;  d'où  il  suit  que.  pour  obtenir  la  valeur  cdtriptètè 
àex,  il  faut  ajouter  à  Ja  somme  a  «j— ^  ô -p  cJ^d-^-e — J/,' 

an  certain  nombre  positif.  On  a  donc  déjà 

, .  '     •      I      ,       .        •  »    '  !     .  ^  -  r         '  •         ^    i    *  • .  /     -  ■'  t 


Qdant  i  h  ieeboAci  "Ut  t«mies  <)«i  «ttiv«lH-f-  g/tentf)  ; . 


1Ê^  AVTLftATlOIf'DE  LA  FDRVnLB  DV  BlfToiÊS      ' 

A  donc 

Donc  X  est  compris  entre  ces  deux  sommes. 

Conséquence*  Comme  la  Taleur  numérique  de  la  différence 
entre  ces  deux  sommes  est  évidemment^,  il  s^ensuit  que  ter^ 
rrur  commise  lorsqu'on  prend  un  certain  nombre  de  terme» 
a  —  b+c— d  +  e  i^  pour  la  voleur  de  x^estiiivuiM.\QjowykYm 
moindre  que  le  t^rme  qui  suit  immédiatement  cel^i  as/quel  on 
s^est  arrêté. 

Ainsi  «  dans  l'applicatioa  du  numéro  précédent ,  tous  ies 
termes  étant  alternativement  positifs  et  né(^atifs,  et  «liant  en 
diminuant  à  partir  du  second ,  oi)  peut  conclure  que  la  valeur 
numérique  de  la  somme  des  cinq  premiers  termes» 

9.4         '6     .      320  a56o 

3  •4*-^^-i— g- +: 


*7      2187      53i44»      4304^7»'  * 

diljire  de  |/3i  d'une  ijuaatké   moindre  que  la-^valeur.du 

6*  terme ,  que  Ton  a  trouvé  (  n*  i  nS)  égal  à  — 7=^-^ ê  i  <>^f 

^  ...).....     '    17433999005' 

cefte  fraction  esl;^  d'après  sa  seule  inspectipki  ^  au-dessous  de 

— — ^:donc  V^i*  — '*ii4ï38  à  o.ftboôi  prêt';  ce  quel'on 
loooop  y       .         . 

pourrait  vérifier  par  le  procédé  ordinaire  ^  mais  par  des  cal- 
culs plus  laborieux  que  les  précédeps. 

177.  Voici  en  quoi  consiste  le  procédé  pour  extraire  ap* 
proximativement  la  racine  it*'""  d'un  nombre  N  par  le  mojen 
des  séries  :  Décomposez  N  en  deux  parties  p*  -4-  q  ,  p  étant  h 

raçinfi  de  N  oùien^e  à  une  unité  près  (n*  1 53}  ^etfaiie^^  dans  k 

ft  

dèvéhppement  de  V/x  +  a  (n*  175),  of  ^^p^^^  a  =±  q.  Effiscfntx 
les  calculs,  en  vous  arrêtant  au  terme  dont  le  Suivant  soit,  (ta- 
près  son  inspection ,  au-dessous  de  l'unité  de  Fordre  décimal 
qui  détérnune  tapproximatronf  convertissez  en  décimales  ttms 


A  L'EZTBACnOir.»^  KACIirn  MR  AfPROXIMATIOlV.  tQf 

U$  termes  dont  vous  avez  ienu  compte,  et  opérez  la  réduction 
des  termes  additifs  et  soustractifs. 

a 
Cette  méthode  n*est  bien  aTantagetise  qa'aQtant  qrie  ^  est 

one  fraction  assex  petite  ;  car  autrement ,  les  termes  de  la  ^rie 
ne  diminueraient  pas  très  rapidement  »  et  il  faudrait  on  grapd 
nombre  de  termes  pour  donner  le  degré  d'approximation  dé-* 
siré,  ce  qui  entraînerait  dans  des  calculs  extrêmement  laborieux. 

On  estmémeobKgcde  modifier  la  marche  précédente  toutes 

les  fois  que  Ton  à/T*  ^^;  car  alors  ^  ou  ^^  est  plus  grand  que 

P 

Panité ,  ainsi  qnè  toutes  les  puissances  de  -/qui  augmentent  de 

plus  en  plosi  nan|értqaeinent,à  mesnre  que  le  di^ré  delà  puis- 
sance augmente. 

Soit,  par  exemple»  56  le  nombre  dont  on  demande  la  racine 
y*';  27  étant  le  plus  grand  cube  contenu  dans  50;  on  aalnait 

a:=a7,     «  =  29;    d'où    -=5;^; 

et  les  termes  de  la  série  augmenteraient  au  lieu  de  diminuer 
(  nous  ne  ^rioM  pas  des  coefficiens  »  qui  smit  des  fnioti^na 
peu  différentes  de  l'unité).  Mais  observons  que  l'on  peut  anisî 

décomposer  56 en  64— *6,  ou  4^— Sj  ov^^  ou  g  est  une  très  pe- 


tite fraction.  D'un  autre  edté|  si,  dans  l'expression  de  ]/ x  -f-  a 
( n*  \^^)f6n  remplace  a  par  «—  a ,  il  Tient' 

■/ _^/      III       1  n-J-î  û»'     I  n— I  in — i  e?         \ 

K  *— û=*  l  1-^-.-.— -. —  .--—-. «—s — .— r.— .•.  1. 

\      nx      n    an   JT*      n    an      m    sr         / 

Posant  donc  jr  s=649  «  =^  8,  (»^-ebtiendrm  une  série  de  termes 
qui  décroîtront  très  rapidement. 

A  la  Tenté',  tons  les  termes ,  â  ^exception  dtr  premier,  sont 
négatâfii}  et  Foa  ne  peut  appliquer  à  la  série  ce  qui  a  été  dit 


Sg^  ABTM8  APfUCATlOm 

(n*  176)  sur  la  manière  de  fixer  le  degré  d'approxnnariKni  qw 
donne  la  somme  d'un  certain  nombre  de  termes.  Mais  alorti  ÎM 
tient  compte  d'un  nombre  de  termes  assea  grand  fioor  qu'os 
soit  bien  assuré  que  Tcnsemble  des  termes  négligés  n'inflw 
pas  sur  Pordre  décimal  auquel  on  vent  arrêter  l'approximaiica. 
On  pourra  s'exercer  sur  les  exemples  sniyans  : 

1/39    =  y  32.    -f-  7  =  2,0807    à  Oyoooi     près; 

3  3  

1/65    =s  V^64    4-  I  =?:  4»02073  k  P»009«i  prèfi 


l/a6o  =  y/a56  -j-  4  =  4i®*553  à  0,00001  près; 

,  7  

^to8  ss  I/128  -^20  SB  1,95x04  a  q^ooooi  près(t)> 

1 78.  Jtuins  appUcaUons  de  la  formule  du  bimn^e.  Ce^l^flr* 
mole  sert  aussi  à  dévçlopper  les  expression^  algébrique  en  tépmk 

Soit,  pour  premier  exemple,  l'expression ;  on  a 


Fosons  dans  la  formule  (x  +  <»)"  =  **  + "wa""*  + t 

«00:1,41  =  —  s,  iftts—- 1  ;  il  vient 

(I  — *)-=  I  —  I .  (— a)  —  I  .=-'^— ?.(—»)• 


—  1-^1     -*  I 
I. 


— .  (—  z^  •  •  •  f 


a        •         3 

00,  eBectuaut  les  calculs  et  obsery.ant4]ue  chaque  terme  se.QOV 
pose  d'un  nojobre  pair  de  facteurs  affectés  du  sig^e  —, 

(,_x)-'=—i—=i+x +*•  +  *'  +  *«  +  *' 

I  ^^  X 


(*)  FhymM  U  n*  5  d«  Is  première  nott  pltcéc  à  U  fin  da  64  cbipÎB» 


On  panriendraSt  an  même  résuUat  en  appliquant  le  procédé 
de  lat«iKM%  algAWi|v«  (o^^  9(6). 


Soit  encore  Tex  pression 


ou    a(i  —  j)"^. 


■>  .  >  I 


On  «,  en  ^éreloOTiant  (i — *)!"% 


•;    n 


«,eCi|ç|iWit  les  èaIcnU#K  ^^Uantj 


retient  a    V/'axTi — r/»     et  développons  '   C^— ^jT* 
En  poaant  dans  la  formule  (x  -f>  a)"  s=  ar"  -f- ma«"^'-|-« .  • . , 


X ss  I ,    a  =  —  —,  fn  =^  •;: t  on  a 

a 


î   '• 


3' 


+i^i)+J-*TK-D'H- 


•  '^i^^f=^ 


•  <   ikk 


ï 


.     y...' 


«-^ç«-3g^-r-qj^^r7rtc-; 


V-.   . 


donc,  y ?*-.«*  =^»/«  (,!  -8'-sf -^ '  r  *S- 


.  / 


«     • 


J  • 

Méthode  des  coefficiens  indéterminés.  Notbms 
sur  les  séries  récurrentes. 

1 79*  Les  algébristes  ont  inventé ,  pour  le  déreloppement  des 
expressions  algébriques  en  séries ,  une  autre  méthode  qui  est  en 
général  plus  simple  que  celles  dont  nous  venons  de  parler,  et 
qui  d'ailleurs  est  .beaucoup  plus  féconde,  en  ce  qu'elle  s^applîque 
à  des  expres^ioiualgebrique^r  d'une  nature  4{uelooiiq«e. 

Pour  donner  une  preniiëre  idée  de  cette  méthode ,  nova  nous 

proposerons  de  développer  l'expression    ,       ,,  ,  en  une  série 

qui  poocëde  suivant  Icts  puissances  entières  et  posU  ives  de  '• 

II  est  visible  que  ce  développement  est  possible;  car    ^      ,, 

vtvieift  ir  a{a*'^b'xy^  \  et,  en  appliquant  la  fbrMttle  du  bmome, 
on  obtiendrait  évidemment  une  suite  de. termes  procédant 
suivant  les  puissances  ascendantes ,  entières,  et  positives  de  x. 
Posons  donc 

"  r-  =  A4-B«4.Cx*  +  Dx'-HEar*+iF«*+ (i), 


a'  4-  b'x 


1 1 


A,  B,  C,  \D«««  étant  des  coe£Sciens ,  fonctions  de  a^ti^h\ 
maié  indépendans  de  jt,  coefficiens  qu'il  s'agit  d'ailleurs  de  dé- 
terminer, et  que,  par  cette  rifison ,  f  on  appelle  ctfeffUiieliiis  in- 
déterminés,  (Cette  dénomînalion  est  impropre  :  d'itprèa  le  sens 
attribué  îusqu'ici  au  mot  indéterminé,  il  vaudrait  pie«ix 
dire  cofficiens  à  .déterminer  ;  mais  nous  ndus  confôirmqrons  s 
l'usage.  ) 

/  Pour  parvenir  à  la  dét ermination -de. ces  coefficiens >  multi- 
plions les  deux  membres  de  l'équation  (i)  par  a'  -f-  b'x\  nous 
trouvons I  en  ordonnant  par  rapport  À  x,  et  transposant  le 
terme  a , 


-{ 


_«4.A&'      4.fi»'  1      ^Ctf  I     +D*' 


**+., .  .(i). 


DO  COirriQlBBfS   lIVDJÉTEBMIinÉS.  3oi 

Bemarquons  maintenant  que^  si  l'on  suppose  les  valeurs  de 
Â,  B,  CyD...   coiiTeiiablcuient  déterminées,   l'équation  (i) 
doit  te  vérifier^  quelque  valeur  que  l'on  donne  à  x  \  ainsi  il  en 
oi  de  même  de  Péquatiun  (2). 

Or,  lorsqu'on  suppose  x  =  o ,  celle-ci  défient  o=s Aa'—  a, 
MPon  dédait  la  Taleor  deÂ,  A  =  -7. 

A  étant  ,^al  à  -^  quand  on  a  j:=Oy  doit  conserver  la  même 

ulenr  lorsque  x  est  quelconque,  puisque ,  par  hypothèse,  A  est 
indépendant  de  x  ;  ainsi ,  quel  que  soit  x ,  l'équation  (2)  se  ré- 
daità 

{'bel  I  jp+G/  I  x*+Dtf'     x'+...^ou,diTisantparX| 
+AA'  I     +B6'  I      +C*' 

f     ^        +Ca'  I  * +Da'  I  x«+ (3), 

•"^l+AA'        +»*'  1      +a'  I 

Celte  équation  devant  encore  se  vérifier  pour  toute  valeur  de  x, 
fiûaoDS  X  =  o  ;  il  en  résulte  Bdt'  -f*  KV  =  o  ; 

fou  l'on  tire 

B=  — ,     ou  bien  9     B  =  --?X 7  = ?r, 

a  a  a  a* 

Comme  B  doit  conserver  cette  même  valeur,  quel  que  soit  x, 
npprimons  dans  (3)  le  premier  terme  Btf'  -f*  Ab'  qui  s'anéantit 
(tr  cette  valeur  de  B,  et  divisons  par  x\  il  vient 

_i       Cfl'  +  D6'  j  jp  +  Ea'     x*  + 

^-^  +Bft'  +  0/\      +Db' 

Faisons  de  nouveau  x  =  o  ;  il  en  résulte  Ca  -f*  B6'  =  o , 
aoaVoB  déduit  C  =  — -yr  t  ou  bien  C=a—  -r-  X  —  -7  sa  —, 
Ontrouyerait  de  méme»,,t«*«««      •     -  -v^^ ^'S^\^^^% 


'ou  D=-^,        ott       ï)  =  -j^X--yai— ;^; 

et  ainsi  de  suite. 

'  n  est  aisé  de  reconnaître  qà^un  coé^ient  quèloonque  se 
forme  aa  moyen  du  coefficient  ^qiiîl  précède j  eu  ni^aUi|liai[t 

celui-ci  par   —  -7  \  ainsi  Ton  a 


ir^s~'3~T^''^ln^  ~'7^^^m^^ 

i8o.  En  réfléchissant  sur  les  ratsoiinenieiis qui  pi;ëoèdent,on 
yoxi  que  te  principe  fondamental  de  1ii(  méllîoire  des  ço^tidens 
indéterminés  consiste  en  ce^quc,  si  une  équation  de  la  forme 

o=M+Njp+Pj!*+<3bc»-4-. . .  .(*l,  If,  P. . . .  élan**e$èoei5r 
ciens  indépendans  de  x)^  doit  sévévtfier^ipitique  vale^f  ^à  Von 
donne  àx^il est  nécessaire  que  chacun  des  co^ciens soù  se" 
parement  égal  à  o. 

En  effet,  puisque  ces  coefficiens  sont  indépéndaqs  de  x ,  s! 
l'on  parvient  à  les  déterminer  d'apràs  des  hypothèses  |)artica- 
lières  Mtes  sur  âr^^ ces  vaAeurs  seront  celles  qui  'feôr  conviennent 
lorsqu'on  suppose  x  quèloonque.  ôr,en  faisant  jp=o  ,  on  trouve 
Msso;  et  l'équation  se  réduit,  après  la  division  par  x ,  à 

faisant ,  dans  cette  nouvelle  équation ,  xs=  o ,  on  trouve  Y  =s  0  ; 
et  l'équation  settrdiiit ,  lorsqu'on  tf  diviképtfr x,  k  o=P-^Qr-f-..., 
et  ainsi  de  suite.  On  a  donc  séparétaieni 


*  •• 


«ir  oUlient  par  ce^ojen  âàlsoit  d'^qnations  qiiTil  7  à  d» 
ciens  A  »  B,  C,  D. .  • .  à  déterminer. 

CH  priÂèipé  s^éAonce  encore  d'une  atttré 


Stune  équaiian  de  la  formé 

doit  être  vérifiée  quelque  valeur  que  F  on  donne  à  x,  leitemuf 
affeclés  dune  même  puissance  dans  les  deux  membres,  sont 
respecttKmëfd  îÊff»kf  gm*^  éprëé  h  minspnsMoti  de  letts  Ua 
termes  dans  la  second  membre ,  Téquation  est  de  même  forme 
que  vT^desAtis;  éfiA  fk>û  ptfut  MMiite  wtiQl«fè 

d^— -HSSO,      i'  — *=BO,     c'  — c=o...., 

et  par  conséquent , 

efssza,     V^=^bj     l;'tts«^     ^es^d^^i 

On  donne  ( n*  4^)  1«  ■'om  inéquation  idemêique  ^  toute  équa- 
tion dont  les  termes  «ont  ordoapés  |>ar  n^>port  à  une  certaine 
lettre,  et  qui  doit  se  vérifier  pour  toutes  les  râleurs  attribuées 
à  cette  lettre,  afin  de  la  distinguer  d'une  dquaiiàfi  oréiêmire^ 
c^est-à^ire  d'une  équation  qui  ne  peut  être  satisfaite  que  par 
certaines  Taflenrs  attribuées  à  cette  iettre. 

i8i.  La  méthode  des  coejfficiens  indéterminés  exige  .encore 
que  l'on  connaisse  à  priori  la  forme  du  dcveloppcment  par 
rapport  aux  e^posans  de  JF*  Ordinairement,  on,suppose  que  le 
déTeloppeitifent  procède  sait^nt  les  dïrerses  [Hyissanêes  ascen- 
dantes, entières  et  positires  de  x,  à  partir  de  la  puissance  x*  ; 
mais  Quelquefois  Cette  forme  p'eit  pas  convenable  »  et  la  suîle 
des  caicnls  le  fait  t'econnattrc. 

Soit,  jMir  eiemple ,  à  développer  l'expression  g — -^— — ^* 
Posons       ^j^^  =  A  +  Bx  +  Cg'+Dx'4-,>^; 

«  • 

m  «dpAssiH^t  les  dénominateurs  at<>rdoaoant^  09  tconre 
os— i^-SAx  +  SB  I  i^  +  9fc  I  ict  +  SDlaï* +.../, 


3«4  PÉKOllinATIOII  WÊ  Là  VOIMUU  0V  BUNUIX 

d'oii  Pou  devrait  conclure  (n*  i8o) 

—  1=09     3ABsOy     3B  — A  =  o.,.t 

Or  la  première  équation  —  i  ?=  o ,  est  absurde ,  et  indique  qu 
la  forme  ci- dessus  ne  oonYÎent  pas  k  Pespression  r^ — -;; 

mais  si  Ton  met  cette  expression  sous  la  forme  —  X  9        »  il 
que  l'on  pose 

il  Tiendra,  toute  réduction  foite. 


3A  +  3B 
^=~i-A 


—  B  I      —    C 


ce  qui  donne  les  équations 

3A— 1=0,     3B  — A  =  o,     3C  — B=:o..., 
d*oii  Pon  tire  successivement 


A_5,      B_-,      C=-,      D-gj.... 

Donc   ,     '    ,    =l(l  +  lx  +  —  x^  +  ±x'+.  .  \ 
3x  — jp*      x\3      9         ay  81  / 

on  bien,  = r  =  -ar-'  +  -  x*+  —  x'+  —  «*  «f. . . . 

'  3x—  X'      3  9         27  81       ^ 

c'est-à-dire  que  le  déreloppement  renferme  dans  son  exprertioii 
un  terme  aflecté  d'un  exposant  négatif. 

182.  Démonstration  de  Informulé  du  binôme  pmr  Im  i*^ 
ihode  fies  cœjfficiens  indéterminés» 

Pour  faire  apprécier  la  fécondité  de  la  méthode  des  coeflkM** 


FAI  LA  MÉTHODE  DES  ÇOEFPIGIEIVS   INDÉTElUilNÉS  3o5 

indéterminés,  nous  atfons  donner  une  démonstration  complète 
de  la  formule  du  binôme ,  fondée  sur  cette  méthode. 
Âlin  desîmplifier  les  calculs,  nous  remarquerons  (.Vabord  que 

(*  +  fl)*  peut  se  mettre  sous  la  forme  J?"  T  i  H — J  . 

Si  Ton  pose-  ^=^J^  et  qu'on  dcTcIoppc  (i  4-J')'"i  îl  suffira 

SDsoile  de  multiplier  ce  déreloppement  par  or",  puis  de  rem* 

placer  j^  par  -  ;  et  l'on  obtiendra  le  développement  de  (x-f-  «)"*. 

(Cette  transformation  a  pour  objet  d'éviter  dans  le  calcul  les 
puissances  ar",  j:'"~*.  .  .  du  premier  terme  x,) 

Ceti  admis,  soit  d'abord  m  égal  ii  un  nombre  positif  -  (9  pou* 

Tant  être  égal  ai,  auquel  cas  l'exposant  ferait  entier). 

Posons    (i  +J-)*  =  I  +  Aj^+  Br*  +  C;r'+  i>r^+ . . .  (i). 

[  On  est  conduit  à  donner  cette  forme  au  déyeloppement,  par 
la  formation  des  premières  puissances  entières,  et  enob$ervant 
que  pour  j^=  o,  le  premier  membre  se  réduit  à  \\  d'où  îlsuit 
que  la  partie  indépendante  de^,  dans  le  second  membre,  doit 
être  égale  à  1 .3 

Pour  déterminer  les  coeffîciens  A, B,  C,  D. . .  .^  remplaçons  1 
dans  l'équation  (i),  J*  par  %  \  il  Tient 

(1  +»)^=i  +  Az  +  B5»  +  Gb5  +  Dz4  +  ..  .  (2), 

A,B,C...  ayant  ici  évidemment  les  mêmes  râleurs  que  ci-dessnS| 
puisqu'ils  sont  îndépendans  de  toute  valeur  attribuée  ii^. 
Retranchant  ces  deux  équations  l'une  de  Tautre ,  on  obtient 

+D(^t~*i)  +  ...(3). 

Faisons  pour  le  moment (1  4-j^)»  =  ii,     {^\J^z^^=^v\    îl  en 

20 


résulte?  4- J•=;="^  i+z^=^\  d'Quj^— *=wf  — fcWjctré- 
quation  (3)  devient 

ou ,  divisant  le  premier  membre  par  w»  —  p^,  et  le  second  par 

Or,  d'après  le  théorème  ( n°  3 1) ,  m''  —  i^  est  divisible  par  u^v, 
et  donne  pour  quotient  > 

De  m^iiie,  u'  —  v^  1  m  —  i',  donne 

D'un  autre  côté,  jr—^fj-" —**»J^— «NJ**  — *^--- ^  ^»^î«^ 
par  J"  -**  s>  donnent  pour  quotieos , 

ainsi,  Téqualion  (4)  revient  à 

Faisons  maintenant ,  dans  cotte  dernière  équation ,  js  =  s, 
tfoii  l'on  déduit  «5=  t',  d'après  ks  équations  (i  +  j')^  =  ii, 
^  I  -^  i)«s=i/j  le  premier  membre  djevii^pt  'r-r-,c:;  ou  -.  jj;. 

Si  l'on,  rcfnet  à.  la  pbc|e  de  wf ,  sa  valeur  i  i  +-?;}*;  ou 
,  l\^Aj'  +B/* +C^  +• . .^et  à  la  place  de  m«  sa  valeur  i+jr^ce 

premier  membre  devient  encore -» T+r ' 


n 
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D'ailleurs ,  le  second  membre  se  réduit  à 
ou  a  donc  la  nouTelIe  équation 

1  'TV 

f OÙ, chassant  le  dénominateur  i-f;7'>  et  effectuant  les  calculs, 

^+^. ky-^P.  Br+^. 0^+?.  Dr«+. .  .  = 
îî  1  î  9 


i+iB 


-f  aB 


+  3C        +4D 


Comparant  (n°  i8o)  les  deux  membres  de  cette  équation  idcU' 
tifie,  terme  à  terme ,  on  obtient  les  ^tgaUlcs  SMÏ-vantca 

^  =  A ,  d'oi'i  A  =^  ; 

1  9 

a(^-.) 

°A=2B+A,     2B=a(^— iV  doncB=— ^?- — i  ; 


P 
î 


B(^ 
fB=3C  +  2B,     3C=b(^^2V  d.onçC=— ^ 


Ci-») 


*C=4n+3C,     4D=Cr^  — s);  doncD  =  — ^^^ :  ; 

et  ainsi  de  suite. 

La  loi  de  formalLou  des  coeûiciens  successifê  est  mapife^te. 
Soit  S  le  coefficient  qui  en  a  n  avant  lui ,  et  M  celui  qui  le  pré- 
ccle;  OD  aurait  éridemment 

^M«Nn+(n— i)M;     d'où    N=:— ^^ .. 


3o8  DÉM017STRATI0!!   DE  LA  FORXOLC  DU  BUTOMS. 

En  reprenant  la  démonstration  précédente^  on  a^assurerait  b- 
cilement  qu'elle  s'applique  au  cas  oh  l'on  a  g=:  i,  c'est4-din 
au  cas  ou  Texposant  est  entier. 

Quant  au  cas  où  m  est  égal  h  un  nombre  Iractionnaire  né' 

gatify— '^  y  on  suit  absolument  la  même  marcbeqne  précédem- 
ment; mais  y  parvenu  à  l'équation  qui  correspond  à  Péqaatlon 
(4)  y  savoir  : 

1         1       Vf — îi'  m'  — i# 

ou  remarque  que  m"' —  ît-f^z r=  — —-—  =s—  — -—  ; 

^      ^  uF      vf        ufvf  y^vf 

ainsi,  en  divisant  le  premier  membre  par  uf  —  i^,  et  leteooai 

par  j^  —  s,  qui  est  égal  à  ii^  —  i^y  on  a 

i_  uf^  —  i^_  Mx-z)  +  Rfj^«  — z«)  + .,. 

ou  ,  supprimant  le  facteur  u  —  i'  et  le  facteur  j^—  z, 

faisant  ensuite j^  =  z^  d'oIi  u  =  i'^  on  obtient 

-r,-|SS=-|-?='^+»'!r+3<^+ 

Le  reste,  du  calcul  est  absolument  semblable  à  celui  du  cas  pr^ 

4 

cèdent. 

Maintenant  y  puisque  l'on  a ,  quel  que  soit  m  y 

m—  I 
(i  +  J")*"  =  1  +^jr  +  rn y»  -f. f 

2 

remplaçons  J*  par  -  et  multiplions  par  x^;  il  vient 

X 

*  +"•  )  yOu(x+fl)'"=x"*+mar'"~»-f  m !!'*■••+••• 

Ainsi  la  formule  du  binôme  est  démontrée  généralement 


ironoifs  SUR  les  séries  ri^currentes.  Sog 

i83.  Des  séries  récurrentes.  Le  ilcveloppement  des  fractions 
Algébriques  ralîonnelles  d'après  la  méthode  des  coc^iBciens  in- 
déterminés,  donne  lieu  à  des  séries  d'une  nature  particulière ^ 
cooDues  sous  le  nom  de  séries  récurrentes . 

Nous  avons  déjà  vu  (n"  1 79)  que  l'expression         .,    ,  a  pour 

développement,  -7 7;  ^  H ;j  ^ 77  ar^+«  •  •  •  >  s<^*ri« 

dans  laquelle  on  forme  chaque  terme  au  mojen  du  précédent, 
ea  multipliant  celui-ci  par  -7^. 

Celte  propriété  n'est  pas  particulière  à  la  fraction  proposée  ; 
die  appartient  à  toutes  les  fractions  algébriques  rationnelles, 
et  elle  consiste  en  ce  que,  toute  fraction  rationnelle  en  x 
réduite  en  série,  donne  lieu  à  une  suite  de  termes  dont  cha^ 
cun  est  égal  à  la  somme  algébrique  d'un  même  nombre  de 
termes  précédens,  mullij/liés  respectivement  par  certaines 
quantités  qui  sont  constamment  les  mêmes  dans  toute  l'étendue 
de  la  série. 

L'ensemble  des  quantités  constantes  par  lesquelles  on  doit 

multiplier  un  certain  nombre  de  ternies  précédens    pour  foe** 

mer  un  terme  quelconque ,  s'appelle  Véchelle  de  relation  de  la 

série. 

if 

Dans  la  série  précédente ,  Véchelle  de  relation  est   —  —•«  ; 

a 

et  la  série  est  dite  une  série  récurrente  du  premier  ordre. 
Soit  à  développer  en  série ,  l'expression    ,     .;         ,  ^^^,,'  ^* 

^'^\'^ltt^Xd'x^  =  A+Bx+0.+Dx3+Ex>+...; 
o^OD ,  chassant  les  «Icnominaleurs  et  transposant, 


ka'   +  Ba 
+  A 
—  b 


,A, 
_1— a    4-  Ai' 

~v 


X  +  Ca'    I  **  +  Dfl' 


+  i\c 
—  c 


+  Br' 
+  kd' 


a?+lLa' 
+  D4' 
+  Cc' 
+  Bi/' 


x«-f... 


âl6  NOtlONS 

ce  qui  donne  lés  équations 

Aa'  —  a  =3  0 y  J'où    A  =  -7, 

a 

.      '  a  a  a 

^      ab*-  —  ia'b'  —  aa'cf  +  cd^ 

ou  G  = TTÎ , 

Da  +Cy  +  Bc'+A£f'  =  o,     t)==  — ^C— ^fe— ~  A, 
'  a  fl  a 

Ea'  +  Dô'  +  Cc'  +  Brf'  =  Oj     E=: —  ^D— ^'c— ^  B, 

a  a  a 


î)'oti  Ton  Voit  que  tes  trois  premiers  coèiBcîens  s'obtien- 
nent d'âbôi*ci  sails  aucune  loi  ;  mais  â  partir  du  quatri&tiiei 
chaque  coeflicient  se  forme  de  la  somme  des  trois  coéfficiens 

qui  le  précèdent ,  multipliés  respectivement  par  — *  -^9  "~*  7  * 

à!  V 

— •  —,  9  savoir^  -—  -7  pour  le  coe£Bcient  qui  précède  immédiate^ 

c'  A' 

ment, 7  pour  celui  qui  précède  de  deux  rangs,  et  -=•-> 

pour  celui  qiii  prcccue  de  Irois  rangs;  ainsi  lés  coéfficiens 
A  y  B,  C,  i).  • .  forment  déjà  entre  eux  une  série  récurrente 

(h'            /»'           //'  \ 
— -7j  ^--?> 7    > 

Il  résulte  de  celte  loi  de  formation  des  coéfficiens,  que  le 
quatrième  terme  de  la  série ,  Dx^j  est  égal  à 

_^Car*-ïCBx3--;Ax5, 

a  au'* 

■ 

ou  bien,         — --«.Ga:' 7'3C  .Bar -.x^.k, 

a  a  a 


i 


SUK  LES  StKlitS  ttCOKKEKTES,  3ll 

On  a  de  même ,  pour  le  terme  Ex^ 

a  a  a 

oabien, ;X.Djr' yX'.Cx^ >  x^.Bx j 

a  a  <i 

et  ainsi  de  snité. 

Donc  y  chaque  terme  de  la  série  demandée ,  à  partir  da 

quatrième,  est  égal  à  la  somme  des  trois  termes  précédens, 

11.,                .                    /     ^'            c'              à'    ,\ 
multiplies  respectivement  par  ( 7  x,  —  -j  x', f^\ 

Qoant  aux  trois  premiers  termes  A  +  Bx  -|-  Cr*,  on  les 
obtient  en  remplaçant  A,  B,  C^  par  leurs  valeurs  obtenues 
d-dcssils. 

184.  On  ùivise  les  séries  récurrentes  en  dtfférens  ordres; 
et  Fordre  s'estime  par  le  nombre  àLe,%  termes  nécessaires  pour 

former  un  terme  quelconque.  Ainsi,  l'expression  ~r-r-T7-  donne 

Eeaà  une  série  récurrente  du  premier  ordre ,  dont  réchclle  de 

relation  est -,x. 

d 

L'expression  -7 77 — 1 — 7-1  donnerait  lieu  à  une  série  ré- 

currenle  du  second  ordre,  dont  l'écbellc  de  relation  serait 


La  série  obtenue  dans  le  n°  précédent  est  du  troisième  ordre. 
fageneral,uneexpressiondelaforme^,_^y^^-,^,^  ^^,^, 
ionne  na!sS2ncc  à  une  série  récurrente  du  /i*'""  ordre ,  dont 


l'cchell( 


de  relation  est  ( 7  a:, ;  x". .  •  —  -7  a:"  j. 

\      a  û  a        J 


i^^  fi.  Nous  supposons  ici  que  I«  degré  de  x  soît  moindre  au 
'ïuinérateur  qu'au  d'jnoniinalcur.  S'il  en  était  autrement ,  il 
^ndrait  d'abord  faire  la  division  en  ordonnant  par  rapport 
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aux  puissances  ascendantes  de  x  ^  qe  qui  donnerait  un  eerUin 
quotient  entier  par  rapport  h  x,  plus  une  fraction  semblable i 
la  fraction  ci-dessus. 

...       .^„                    I— x  —  3x*  +  /\jc^  +  x^ 
Ainsi  y  soit  1  expression ^ ^r-^ 5 —  . 

xl  -{-  4x'  —  3r»  —  X  +  I  )  —  .t'  4-  3x*  —  5x  +a 


+  7X^ — 3x^  +  x 


}^^ 


+  iSx''  —  34x-{-i5. 

En  effectuant  la  division  ,  on  trouye  pour  quotient,  — x— 7* 
et  pour  fraction  complétant  ce  quotient , 

i3x'  — 34x-4-  i5  ^2llzMfLdlJlf^* 

—  jc^  +  3x*  —  5x  -f-  2  '  a  —  5x  -+-  3x^  —  x* 

La  propriété  énoncée  au  numéro  i83  soufl'rirait  d'ailleurs  da 
modifications  si  le  numérateur  était  d^un  degré  plus  éleTé que 
le  dénominateur. 

Nous  reviendrons  plus  loin  sur  ces  sortes  de  séries  qui  offrent 
plusieurs  questions  intéressantes. 


CHAPITRE  VI. 

Théories  des  Progressions  et  des  Logarithmes. 

Ce  nouveau  chapitre  se  lie  naturellement  à  celui  qui  précède^ 
tant^  parce  que  le  premier  parngraiihe  a  pour  objet  l'exanieB 
des  propriétés  de  deux  espèces  de  séries,  que  parce  qu'il  offre 
une  application  immédiate  de  la  théorie  des  ex|X>5aiis  dW 
nature  quelconque;  il  complète  aussi  les  connaissances  algc- 
brir|ues  absoluiueiit  indispensables  pour  Tétude  de  la  TrigonO' 
mêirie  et  de  V Application  de  V Algèbre  à  la  Géométrie. 


ME  mrrAhacE.  3i3 

§  V\  Des  Progressions  par  différence  et  des  progrès-- 

sions  par  quotient. 

Progressions  par  différence  (*J. 

i85.  On  z^\»A\e  progression  par  différence  (on  arithmétique), 
une  suite  de  termes  dont  cbacvin  surpasse  celui  qui  le  précède t 
ou  en  est  surpassé ,  d'une  quantité  constante  que  l'on  appelle 
raison  ou  différence  de  la  progression. 

Ainsi,  aoieuL  les  deux  suites 

I,     4»     7'   io>   '^9   >6f   >9»  3^»  25.... 
6oy  56)  52,  4^,  44'  4^9  ^^>  3^9  28.. •• 

Le  première  est  dite  une  progression  croissante  dont  Isl  raison 
est  3 ,  et  la  seconde  une  progression  décroissante  dont  la  rai- 
son est  4* 

Désignons  en  général  par  a,bfCfd,efJ'.,,\c$  termes  d'une 
progression  par  différencei  on  est  convenu  de  l'écrire  ainsi  : 

7  a,b,c,d»e*j,g*h^i.k»  •  • .  • 

et  Ton  derraît  l'énoncer,:  Comme  ^esi  àhf  h  est  à  c^  c  est 
à  d,  i  est  à  Cf..  »\  mais  on  dit  simplement ,  a  eil  ^  b  est  à 
cesiài  est  àc.  C'est  une  suite  A*équidifférences  continues, 
dans  laquelle  chaque  terme  est  à  la  fois  conséquent  et  antécé» 
dent ,  à  l'exception  du  premier  terme,  qui  n'est  î\v!aruéeé* 
dent,   et  du  dernier,  qui  n'est  que  ro/u^^i/e/il. 

186.  Appelons  r  la  raison  de  la  progression ,  que  nous  sup- 
poserons croissante,  dans  tout  ce  qui  Ta  suivre.  (  Si  elle  était 
décroissante ,  il  suffirait  de  changer  r  en  — •  r  dans  les  résultats.) 

Cela  posé,  on  a  évidemment,  d'après  la  définition  de  la 
progression , 

h^sia-^^r^  c  =  i-|-''=^  +  ^''»  rf  =  c-|-r=fl-f.3r. ..,j 

■  ■  I         II         ■  ■  ■ 

(*)  Qooiqac  la  plapart  tdes  propiivlcs  relatives  anx  progre»sinna  par  dif" 
férenee  «ri  par  quotient  aienij.cië  clcvcl'tppdcfl  riant  notre  Arithmf  tique ^ 
soQf  cioyons  devoir  les  reproduire  ici,  aGo  d^avoir  uu  cnaembie  cooipkt  de 
cet  propriéics. 


3l4  DES  PAOCAEtelOlfS 

et ,  en  général  ^  un  terme  de  rang  quelconque  est  égal  aupr^ 
fhter,  plus  autant  de  fois  là  raison  qu'il  jr  ade  termes  avant 
celui  que  l'on  considère.  Ainsi ,  soient  /ce  terme  et  n  le  nombre 
total  des  termes,  jusqu'à  celui' ci  inclusiTement;  on  aponrl'ei- 
pression  de  ce  terme  général,         l::=a  +  {n  —  i  )r. 

£h  effet  y  si  Ton  snppose  successivement  /i  r=:  i ,  2,  3,  4 > 

on  retrouTé  le  premier^  second,  troisième terme  de  laprô^ 

gi'essibn. 

Si  la  progression  était  décroissante ,  on  aiiràit^  au  contraire, 

l  z=z  a  —  ('i—  i)/*- 

La  formule  /  =  a-f.(/i  —  i)r  sert  à  donder  l'expressioa 
d'un  terme  de  rang  quelconque ,  sans  que  l'on  soit  obligé  dl 
'déterminer  d'abord  tous  ceux  qui  le  précèdent. 

Ainsi ,  que  l'on  demande  le  5o'  terkne  de  la  progression 

f I .4*7* lo* 13.16.19.. . . 
On  a ,  en  faisant  n  =  5o ,       /=  i  «f-49*3=  i48* 

187.  Une  progression  par  difiëreîice  étant  donnée,  on  peut 
se  proposer  de  déterminer  la  somme  d'un  certain  nombre  k 
termes. 

Soit  la  progression  {-  a.b.c.d,e,f, . ,  .t,kJ,  prolongée  jus- 
qu'au terme  /inclusivement;  désignons  par  n  le  nombre  des 
termes,  et  par  ria  raison. 

G>mmcnçous  par  observer  que ,  si  x  désigne  un  terme  <JW 
en  a  /;  avant  lui,  et  jr  un  terme  qui  en  a  p  après  lui ,  on  a, 

{a:  =  a  +  Il  X  ''» 
. ^   . 

d'où  l'on  déduit ,  en  les  ajoutant , ^+J*  =  ^"4"^> 

ce  qui  démontre  que ,  dans  toute  progression ,  la  somme  <k 
deux  termes  quelconques  pris  à  égale  distance  des  extrémei 
est  égale  à  la  somme  des  extrêmes;  ou  bien  encore  ,  les  deu^ 
extrêmes ,  et  deux  termes  pris  à  égale  distance  de  ces  eX* 
trémes ,  forment  une  équidifférencc ,  dans  Tordre  oJi  Wi  *>°' 
écrits. 


Ceci  &dmU|  écrÎTons  de  la  manière  suivante  la  progression 
aa"-des8oas  d'elle-même ,  mab  dans  un  ordre  inverse, 

•*    €I*"»wa  ••••••  ••••n«»y 

Appelons  S  là  somme  des  termes  de  la  progression  proposée  ; 
2S  sera  là  somme  des  termes  des  deux  progressions^  et  l'on  aura, 
en  réunissant  les  termes  par  colonne  Tcrticaie  » 

ou  bien  j  comme  toutes  les  parties  a  +  l^  6  +  ^1  c  +  L».f  sont 
égales  et  ôh  lioâibre  ni 

2S  =:  (a  -{-  /)  Il  ;     donc  enfin     S  = ; 

c*est«à^iré  que  la  somme  det  termes  duiïe  progression  par  d^ 
férionce  est  égaie  au  produit  de  la  somme  des  extrêmes  multi* 
pkéepar  tu  moitié  du  nombre  dés  termes. 

Si,  dànà  cette  formule,  on  remplace  /  par  sa  talcur  a4-(n—  i)/^ 
OA  obtient  encore 

t,  _  [afl  4-  (/i  —  i)r]n 
5- ^ , 

mais  la  première  expression  est  la  plui  usitée. 

applications.  On  demande  là  soAmè  des  cinquante  premiers 
termes  de  la  progression     7  2  •  9. 16 .  23 .  3o .  • .  ? 

On  a  d'abord  pour  le  5o*'"*'  terme  \  /  =  a  +  49 . 7  =  345  ; 
donc  S  :^ Ca  +  3^45).5o  ^  ^^^  ^25  =  8675. 

On  trouverait  de  même  pour  \t  . 

100'»' terme, Z=a4-   99.7      =     696; 

et  pour  la  somme  des  i  oo  premiers 

terme*, r .  - .  S  =:^ — —  =  34o5o. 
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i88.  Les  formules  /  =  fl  +  (/i«—  i)r,  S  =  ^ ^ ,  ren- 
ferment cinq  quantités,  a^  r,  n,  l  et  S,  et  par  conséquent, 
donnent  Heu  à  ce  proMëme  général  :  Trois  quelconques  de  ces 
cinq  quatUilés  étant  données ,  déterminer  les  deux  autres.  Ce 
problème  se  subdiTisc  en  autant  de  problèmes  particuliers  que 
l'on  peut,  avec  5  lettres,  former  de  combinaisons  différents 
3  ^  3,  ou  a  ^  2.  Or,  on  a  obtenu  (  n*  i47  )  pour  les  nombres 
de  combinaisons  2  â  2 ,  et  3  ^3, 

i»(m  — i)   ^m{pi — i)(m  — 2) 
et  ^—  > 

2  2.3 

Faisant  dans  ces  formules ,  m =5  •  on  trouTe        ■    on  10 ,  et 

2 

^ ou  10  j  d'où  l'on  voit  que  5  lettres,  combinées  3  à  3, 

2  •  o 

donnent  le  même  nombre  de  combinaisons  que  5  lettres  combi- 
nées 2  3  2.  [Ce  résultat  s'accorde  avec  la  conséquence  du  n*  i5o, 
en  vertu  de  laquelle  le  nombre  des  combinaisons  de  m  lettres 
n  à  n,  est  égal  an  nombre  des  combinaisons  {m^-^n)  à  (m — n).] 
On  voit  donc  que  le  problème  ci-dessus  se  subdivise  en  10 
problèmes  particuliers  dont  voici  les  énoncés  : 

Étant  donnés  y     i*.  a,  r,  n,  trouver  /  et  S; 

2^  â,  r,  /, n  et  S; 

3®.  «,  r,  S n  eX  l\ 

4*.  a,  n,  /, r  et  S; 

5^  a,  n,  S, r  et  /; 

6*.  â,  /,  S| r  et  n; 

^*.  r,  n,  /, a  et  S  ; 

8».  r,  n,  S, flct  /j 

9*.  r,  /,  S, fl  et  n; 

lo*.  n,  /,  S, a  et  r. 

Le  premier  problème  est  déjà  résolu,  puisque  les  deux  formules 
donnent  immédiatement  /et  S  en  fonction  de  a,  r,  n.  Quant 
aux  autres  problèmes,  leur  résolution  n'oflre  aucune  dilBcnlté; 
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maïs  nous  engageons  les  commençans  h  les  traiter  successive- 
ment,  cet  exercice  étant  très  propre  à  les  familiariser  avec  la 
résolution  des  équations  du  premier  et  du  second  degré;  car  il 
est  bon  de  remarquer,  quoique  les  quantités  a^r^  n,  /et  S,  ne 
soient  affectées  d'aucun  exposant  dans  les  deux  formules ,  que  l'on 
est  cependant  conduit  à  résoudre  une  équation  du  second  degré 
lorsque  a  et  n,  ou  bien  /  et  n,  sont  inconnues  ;  parce  que  a  et  n, 
on  /  et  n  ,  entrent  à  la  fois  dans  les  deux  équations  et  sont  mul- 
tipliées entre  elles  dans  la  seconde. 

N.  B,  Il  est  aisé  d'expliquer  pourquoi ,  dans  ces  deux'pro* 
biÈmes,  la  détermination  de  chacune  des  inconnues  doit  dé- 
pendre d'une  équation  du  second  degré. 

Soit  f  en  effet ,  la  progression  décroissante 

i  II. 9. 7. 5. 3.1. — I.— 3.— 5.... 

On  Toit  que  la  somme  des  3  premiers  termes ,  aussi  bien 
que  la  somme  des  9  premiers ,  est  égale  à  27.  Donc ,  si  l'on 
donnait  a=  11,  r= — 2,5=27,  ^^  qu'on  demandât  / et  n, 
on  devrait  obtenir  les  deux  systèmes  7=7,  n  ^  3,  et 
/=  —  5,  nr=9;  donc,  la  détermination  de  n,  par  exemple, 
doit  dépendre  d'une  équation  du  second  degré. 

189.  Nous  nous  bornerons  à  résoudre  le  quatrième  problème: 
c'est  le  cas  oii,  connaissant  a,  n ,  et  1^  i7  s'agit  de  détermi'^ 
ner  r  et  S. 

La  formule  /ss=a  +  (Fi— i)  r,  donne  r=    "" 


n— I* 


et  la  formule  S  =^ ,  fait  connaître  immédiatement  la 

2 

valeur  de  S. 

Delà  première  expression, r= -,  on  déduit  la  solntion 

de  cette  question  :  insérer  entre  deux  nombres  donnés  a  et  b  un 
nombre  m  de  moyens  diff ërsntiels  (on  appelle  ainsi  des  nom* 
bres  compris  entre  a  et  6 ,  et  formant  avec  ceux-ci  une  pro- 
gression par  différence). 

Pour  résoudre  cette  dernière  question ,  il  suffît  de  déterminer 
la  raison';  or, en  remplaçant,  dans  la  formule  ci-dbssus,  /  par 


s 
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3,     6,   12,  24,  48,  96 , 

64i    >6,     4>  .  "1     7>  "Jg » 

dont  la  première  est  telle ,  que  chaque  terme  contient  celai  qui 
le  précède,  </eifx  fois,  ou  est  égal  au  double  de  celui  qui  le 
précède,  et  dont  la  seconde  est  telle,  que  chaque  terme  est 
oontcnu  dans  cela!  qui  le  précède,  quatre  fois,  ou  est  égal 
au  quart  de  celui  qui  le  précède,  sont  dites  des  progressions  par 

quotient  )  la  raison  est  a  pour  la  première ,  et  7  pour  la  seconde 

Soient  a 9  bj  c^  d^  e^f. des  nombres  en  progression  par 

quotient;  on  Fécrit  ainsi,  ^  a  \  b  \  c  \  d\  e  \  f  \  g . .  .  ^  t\ 
on  renonce  comme  une  progression  par  diflerence,  quoîqoMI  j 
ait  celte  distinction  à  faire ,  que  l'une  est  une  suite  de  diflërences 
égales ,  et  l'autre  une  suite  de  quotiensou  de  rapports  égaux ,  dans 
lesquels  chaque  terme  est  à  la  fois  antécédent  et  conséquent, 
excepté  le  premier  qui  u*est  qu'antécédent ,  et  le  dernier  qui 
n'est  que  conséquent, 

192.  Désignons  par  q  la  raison  de  la  progression 

^  a\b  \c\  d». ,.  ^  q  étante  i  lorsque  la  progression  est 
croissante,  el^  1  lorsque  la  progression  est  décroissante  ;  on 
dédoit  de  la  définition  même,  la  série  des  ^alités 

b^iaq^     czz.bq^:zaq*^     d=zcq:=:zaq^^     essdq^zaq^....^ 

et  en  général,  un  terme  de  rang  quelconque  n,  c'est-à-dire  qui 
en^a  n-^t  ayant  lui ,  a  pour  expression,  <ij**~'. 
,  Soît  /ce  U;rmevon  a  la  formule  /=  aq*''^  au  mojen  de  la- 
quelle on  peut  obtenir  la  râleur  d'un  terme  quelconque,  sans 
passer  par  tous  les  termes  qui  précèdent.  Par  exemple,  le  8* 
terme  de  la  progression 

i.5a:6: 18:54  : , 

est  égal  il 

2  X  37=2x2187  =  4374. 

»    * 

De  même ,  le  12*  terme  de  la  progression,  • 


H64:  i6:4:i:l,..., 

4 
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est  égal  à 


.4 

193.  Soit  maintenant  proposé  de  déterminer  la  somme  des  n 
premiers  termes  de  la  progression 

^alblddlelf:  ...  £:k:l, 

l  désignant  le  n'^"*'  terme. 
On  a  <n*  192)  les  égalités 

b^aq^    ctssbq^    d-=:cq,    esssdq,, .  ,.^  k  ^zziç^     Isskqi 
d'ooPon  déduit,  en  les  ajoutant  membre  h  membre , 
b^c+d+e+....+k+l=(a  +  b  +  c  +  d+....+i+k)q, 

ou  bien,  représentant  par  S  la  somme  demandée, 

S  —  a:=2(S'^l)q  =  Sq  —  Iq, 

ou       Sj^— Sïs/y — a  ;       donc      5=-^^^ , 

c'est-à-dire  que ,  pour  obtenir  la  somme  d'un  nombre  déter- 
miné de  termes  d'une  progression  par  quotient,  il  fautmz//ii- 
plier  le  dernier  terme  par  la  raison,  retrancher  du  produit  le 
premier  terme,  et  dMser  la  différence  par  la  raison  diminuée 
et  une  unité. 

Lorsque  la  progression  est  décroissante ,  ona^^i^/^a; 
et  il  conyient  de  mettre  la  formule  ci-dessus  sous  la  forme 

S= ^,  afin  que  les  deux  termes  de  la  fraction  soient 

i  —  q 

po$iti£i. 

Les  deux  expressions  de  5  deviennent  encore,  par  la  substi- 


tution de  a^»-»  à  la  place  de  /,  S  =  f(?!Lji   et  S=:2^î^l2l\ 

^  ^  q—l  l—q 

On  trouvera,  d'après  les  formules  précédentes, 

I*.  Pour  la  somme  des  8  premiers  termes  de  la  progression 

H2:6:i8:54 — :2x37   ou   4374, 

21 
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q —  X  a  ' 

2*  Pour  la  somme  des  12  premiers  termes  de  la  progression 

-64i.B:4:.:^:...:64Q)"o„ggi^. 

_  _  ^^~6553g'4_  ^^~  65535  _  ^^  _l  ai845 
*-  '■  ~-       r *®+6553g- 


On  voit  que  la  difficulté  principale  consiste  à  déterminer  la 
valeur  numérique  du  dernier  terme  ,  opération  très  laborieuse 
lorsque  le  nombre  des  termes  est  considérable. 

194.  Remarque.  Si ,  dans  la  formule  S= — , 

on  suppose  7  =s  i  »  elle  devient      S  =  -• 

Ce  résultat^  qui  est  quelquefois  le  symbole  de  Pindétermint- 
tion  f  provient  souvent  aussi  (n®  ^3)  de  l'existence  d'an  ftcteor 
commun  qui  devient  nul  par  une  bypotbëse  particulière  iaite 
sur  les  données  de  la  question.  Cest  en  effet  ce  qui  a  lien  dans 
cette  circonstance;  car  on  sait  (n°  3i)  que  l'expression  ^-^  > 

est  divisible  par  9—  i ,  et  donne  pour  qnotienti 

jii-i  -j-  çr»-»  4.  ç»-3  ^. . .  4.  ^  4. 1  ;  si  l'on  effectoe  cette  divi- 
sion y  la  valeur  de  S  prend  la  forme 

d'oii,  faisant  maintenant  qssz  i  y  Sssa-^a  +  a.,,.  -f-a=iia. 
On  peut  parvenir  an  même  résultat  en  remontant  à  la  pro- 
gression proposée  ri  ol  bl  cl  ,..ll,qm,  dans  le  cas  particulier 
de9=iy  se  réduit  à  H  a.  â  lalal,.*,lay  série  dont  la  somme 
est  égale  à  tul 

195.  Des  progressions  infinies  par  quotient.  Soit  une  pro- 
gression décroissante  tz  albl  cl  die  ifl  •..«  d'un  nomlire 
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indéfini  de  termes  ;  si  Pou  considère  la  formule  S  =  •       ^-  . 

qni  donne  la  somme  d'an  nombre  n  de  termes,  elle  peut  être 

mise  sous  la  forme  S=  — — ^ — . 

Or,  puisque  la  progression  est  décroissante,  q  est  une  firac-' 
tlon;  ;*  est  aussi  une  fraction  qui  sera  d'autant  plus  petite  que 
n  sera  plus  grand;  ainsi,  plus  on  prendra  de  termes  dans  la 

progression ,  plus X?*  diminuera*,  plus, par  conséquent, 

la  somme  partielle  de  ces  termes  approchera  de  derenir  égale  à 

la  prendère  partie  de  S,  c'est-à-dire,  à .  Enfin,  si  l'on 

prend  ponr  n  un  nombre  plus  grand  que  toute  grandeur  don- 

41 

née,  ou  si  l'on  suppose  it==s  oo, X  9"  sera  moindre  que 

toute  grandeur  donnée,  ou  deriendra  ^al  Ji  o;  et  l'expression 

— —  représentera  la  yaleur  de  toute  la  série 

D'où  Fon  peut  conclure  que  la  sorhme  des  termes  dune 
progression  décroissante  à  F  infini,  a  ponr  expression, 


I  — j 


Cest,  à  proprement  parler,  la  limite  yers  laquelle  tendent 
sins  cesse  toutes  les  sommes  partielles  que  l'on  obtient  en 
prenant  un  oombre  de  termes  de  plus-  en  plus  grand  dans  la 

progression.  La  différence  entre  ces  sommes  et ,  peut  de- 

Tenir  aussi  petite  que  l'on  yeut,  et  ne  devient  tout-à-fait  nii//e 
que  lorsque  Pou  prend  un  nombre  infini  de  termes» 
AppUcaiions.  Soit  la  progression  décroissante  \  l'infini 

I     I      I       I 

•  •    •        •  *    mm    *    _    •  • 

On  a  pour  l'expression  de  la  somme  des  termes , 

21. • 


/ 
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L'erreur  que  l'on  commet  en  prenant  oette  expression  pour 
]a  Taleur  de  la  somme  des  n  premiers  termes ,  est  mariée  pir 

Soit  d'abord  n  =  5;  il  Tient  -  (  ^  j  =  — sz  =  -f-. 

2  \3/       a. 3*      loa 

Pour  n  =  6.      on  trouTe  l  {ff=-^'l  =  -^' 

3 
D'ob  l'on  Toit  que  Verreur  commise  lorsqu'on  prend  -  poiir 

la  somme  d'un  certain  nombre  de  termes  »  est  d'autant  pins  pe- 
tite que  ce  nombre  est  plus  grand. 
Soit  encore  la  progression 

••      'i-VS'IB'Sa 

On  a  S  = = :=  a. 

a 

ig6.  L'expression  S  = peut  être  obtenue  directement 

d'après  la  progression  ^  al  b  l  c  l  dl  e  ifl  gl  ... 

Reprenons  les  équations  b^=aq,  cz=zbqfdc=cq,e  ^dq.*» 
dont  le  nombre  est  ici  indéfini ,  et  ajoutons-les  membre  à 
membre  ;  il  vient      b+c+d+e . . .  =  (a+^-H?+^+*  •  •)  ?• 

Or  le  premier  membre  étant  éYidemment  la  série  propotée^ 
diminuée  du  premier  terme  a ,  a  pour  expression  S  —  a;  le  se- 
cond membre  rat  égal  à  q  multiplié  par  la  série  tont  entière» 
piiiM|u'il  n'y  n  pss  do  dernier  terme ,  ou  que  ce  dernier  terme 
cnI  nul  ;  IVxprCNnion  dr  et*  second  membre  est  donc  ^S»  et  Fé* 
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gilité  cî-desnu  détient 


S'^assiçS,    d'ob  Ton  déduit    S  = 


a 


1— î 


Ea  effet  y  A  Ton  déreioppe  — —  en  série  y  par  le  procédé  de 

la  diTision^on  trourele  réanltat  indéfini ,  a+^9'4~^+^+—  * 
qui  n*e8t  autre  chose  que  la  série  proposée  ^  lorsqu'on  y  remplace 
6 ,  Cy  <i.  • .  par  les  Taleurs  en  fonction  de  a. 
Autrement  encore.  Soit  la  progression  ^  a\aq\afla^ . .  • 

et  posons    S=a+a^  +  ^*  +  ^+^-|r^+-«»> 
d'ob  9  multipliant  les  deux  memlnres  par  q^ 

jS  =  a7  +  <'?**l'^  +  ^?^+*^+«-«  • 
Betranchona  ces  deux  équations  membre  à  membre  ^  il  vient 

S'^  q&=^ai    donc  enfin ,    S  = • 

^  '  1  — y 

197.  Lorsque  la  série  est  croissante,  l'expression  Ssb 

ne  peut  plus  être  regardée  comme  une  limite  des  sommes  par- 
Mies;  car  la  somme  d'un  nombre  déterminé  de  termes  étant 

(n*  193)  S  = ' — ,    la  seconde  partie     -—2 —  aug- 

meute  de  plus  en  plus  numériquement  à  mesure  que  n  aug— 
loente;  c^est-i-dire  qu'au  contraire,  plus  on  prend  de  termes,  . 
plasFexpression  de  la  somme  de  ces  termes  diffiëre  numârique- 

mentde 


l  —  q 

La  formule  S  =  ■  est  seulement,  dans  ce  cas ,  l'expres- 

sion algébrique  qui,  par  son  déreloppement,  donne  lieu  k  là 

série  a  -}*  ^?  "f"  ^  +  ^-  •  *  * 
n  se  présente  ici  une  circonstance  fort  singulière  au  premier 

abord.  Puicque est  la  fraction  génératrice  de  la  sérieront 
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nous  Tenons  de  parler,  on  doit  aToir 
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l—q 
Or,  en  disant  dans  cette ^;alité|  ass  i,  jtcbs  a,  on  ironie 

—  ou  — 1  =  1 -(-2  +  4^+ï6  +  3^  +  '»  ••  > 

équation  dont  Iç  premier  membre  est  négatif  j  tandis  que  le  se- 
cond semMe  positif,  et  d'autant  plus  grand  que  q  est  luî-méme 
plus  grand. 

Pour  interpréter  ce  résultat,  observons  que  si»  dans  Pé- 

qnation =a+  o^+ûj*  +•  •  •  >  on  arrête  la  série  k  un 

certain  terme,  il  faudra,  pour  que  l'^alité  subsiste^  compléter 
le  quotient.  Ainsi,  en  s'arrétant,  par  exemple,  au  quatrième 
terme,  af^^ 

a 
i*'  reste  +  aq 
a*  .  «f-  aq* 
3*  +  tfj»' 

on  doit  ajouter  au  quotient  obtenu  Pexpression  fractionnaire 
^    '  j  ce  qui  donne  rigoureusement 

j^zs:a^aq  +  at  +  aq^^^^^. 
Si  maintenant  on  fait  dans  cette  équation  exacte ,  a=7 1 ,  j=2 , 
ilvient   ^i=:i  +  a+4+8+J^=i+a+4  +  8— i6; 
égaillé  qui  se  yérîfie  d'elle-même^ 


I  —  7 

a  -^  aq  -{'  aq^ 

• 

+ 

«î*  + 

aq* 

1  — î 
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En  général ,  tontes  les  fois  qu'une  expre^îon  en  x ,  que  nous 
désignerons  par  f{x) ,  et  qui  s'énonce  fonction  de  x ,  est  dé- 
Teloppée  en  une  série  de  la  forme  a  +  6x  +  ex*  +  dir'-f--  •  •  > 
on  n*a  rigonrensement  /"(x)  =  a  +  éj:  +  ex* -f- if j:^  4- .^ . . , 
qu'autant  que  l'on  conçoit ,  en  s'arrétant  à  un  certain  tenue 
dans  le  second  membre ,  là  série  complétée  par  une  certaine  ex* 
pression  en  x. 

Lorsque  la  série  est  du  nombre  de  celles  que  l'on  nomme 
con^fergentes,  l'expression  qui  sert  k  comptét^r,  peut  être  oon- 
(ae  aussi  petite  que  l'on  reut  ;  et  il  est  permis  de  la  négliger 
aa«delà  d'un  certain  terme  de  la  série  (^. 

198.  Renmrqu^»  Nom  terminions  les  principes  relatift  aux 
progressions  infinies ,  par  l'obserYation  suivante  :  Il  résulte  de 
la  définition  dos  progressions  par  quotient  (n*^  191]  >  qu'on 
peut  les  regarder  comme  des  séries  récurrentes -du  premier 
ordre,  dont  Yéchelle  de  relation  est  la  raison  de  la  progression. 
(f^ojr,  n^  1840  ^  rapprochement  est  propre  à  faire  connaître 
l'origine  des  progressions  prolongées  à  l'infini.  Elles  doivent, 
comme  les  séries  récurrentes  en  général^  leur  naissaqce  au 
développement  d'une  fraction  algébrique  en  série.  Nous  ayons 
donné  (n**  19$  et  196)  les  moyens  de  trouver  cette  fraction  gé^ 
nératrice  pour  les  progressions  en  particulier.  Nous  Terrons  plus 
loin  les  moyens  de  résoudre  la  même  question  pour  toutes  les 
séries  récurrentes. 

199.  La  considération  des  cinq  quantités  Oj  f,  n^  t,  et  S,. 

qai  entrent  dans  les  deux  formules  /  =5:  a^'""\  S=^^^ ,. 

'      '  q — I 

obtenues  n^'  193  et  198,  donne  encore  lieu  à  dix  problèmes  par-- 

ticuliers  dont  les  énoncés  ne  difF&rent  des  énoncés,  relatifs  aux 

progressions  par  diflérence  (n**  188) ,  qu'en  ce  que  la  lettre  r  est 

remplacée  par  q^  Mais  nous  nous  proposerons  y  conune  pour  les. 


(*)  Voyez  II  la  fia  de  ce  chapitre  une  noie  relaiiye  à  la  conTergence  des 
wriet. 
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progrettiont  par  di£Krenoe ,  de  détet'miner  ;  et  S ,  connaissant 
a,  /y  etn. 


■-I 


Or  la  première  formule  donne  ^**'  :s-  y   d*oii  ^  =  l/-  ; 

en  reportant  cette  Taleor  daoa  la  seconde  formule,  on  obtieo* 
drait  la  yaleur  de  S. 


n-i 


/ï 

L'expression  f  =»  i/  -  fournit  le  moyen  de  résoudre  œtte 

question  :  Insérer  cntrç  deux  nombres  donné»  a  ef  b  un  nombrt 
m  de  K07XN8  proportionnels  y  G^est-à-dire  un  nombre  m  de  quai^ 
tilés  qui  forment  avec  a  et  h  j  considérés  connne^  externes ,  une 
progression  par  quotient. 

Il  suffit  y  pour  cela,  de  connaître  la  raison;  or,  le  nombre  des 
termes  à  insérer  étant  m,  le  nombre  total  des  termes,  n,  est  égal 
à  m  -^  a  ;  on  a  d'ailleurs  /  =  &  ;  aiusî  la  yaleur  de  q  devient 

qss  l/-;  G^est-à-^ire  qu'il  faut  diviser  les  deux  nombres 

donnés  b  e<  a  V un  par  F  autre,  puis  extraire  du  quotient  une 
racine  d^un  degré  marqué  par  le  nombre  de  termes  à  insérer^ 
plus  un, 

La  progression  est  aTors 

«a:ay/^:ay/r::.y/^:....:*. 

Ainsi,  soit  à  insérer  6  moyens  pi  '>portionnels  entre  les  nombres 
3  et  384.  t 

Onam  =  6,    d'oà     y=  y/^=  |/Ïi8  =  2t; 
d'où  l'on  déduit  la  progression 

fî  3  : 6  :  la  :  24  :  48: 96  :  192  :  384. 
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Noos  ferons  bientôt  connaître  des  moyens  plus  expéditifs,  dans 
les  applications  numériques ,  de  calculer  le  qpmbre  exprimé  par 


^/\■ 


Nous  ne  nous  arrêterons  point  ^  démontrer  que  y  ^<  entre  les 
termes  consécutif  s  dune  progression  par  quotient,  considérés 
deux  à  deux,  on  insère  un  même  nombre  de  mqyens  propor* 
tionneb,  toutes  tes  progressions  ainsifonnée$  constituent  une 
progression,  unique.  La  démonstr^ion  est  andlogue  à  celle,  du 
luiméro  iS^ 

aoo.  Des  dix  problèmes  principaux  que  l'on  peut  se  propo- 
«er  sur  les  progressions ,  quatre  sont  susceptibles  d'Atse  résolus 
iacilement.  £n  Toîci  les  énoncés ,  ayec  les  formules  qui  y  sont 
leiatîres  : 

4^  a^q^n^  étant  donués»  trouTcr  ZetS. 

'      '  j  —  I  q — \ 

%\  a^n^lf  étant  donnés  y  trouver  q  et  S. 


W,. 


it-i  n-i 

1//—   i/a 


3*.  q^n^lj  étant  donnés,  trouver  a  et  S. 


S  = 


4 


j— .'  î«-(f— !)■ 


4*'  9>  ">  iS)  étant  cUmnés,  trourer  a  et  2.  ! 

S(î-i)       ,_Sg»-(g-i) 
y*  —  I  y*—  ï 

Deux  autres  problèmes  dépendent  de  la  résolution  d'équa- 
tions d'nn  degré  supérieur  au  second:  ce  sont  ceux  où  Von  sup-* 
pose  inconnues  les  quantités  a  et  y,  ou  bien  /  et  y. 


33a  RÉsoLDTioir 

et  r|  1  ou  —  ^  -.  Ainsi  x  est  compris  entre  i  et  2. 

Soit  donc    x"  =  1  -|-  3^;  il  en  résulte 

d'oîi  réduisant ,  (§)*'=  5. 

Si  Ton  fait  successivement  4e^  =  i ,  a>  3,  on  trouve,  poir 

les  deux  derniëres  hypothèses,  Tg  J  =jr7='  +  ft/<*+5» 

«'(§)  =-5-7!='  +g^>i +5  ;ainsi,a:^ est  compris  cnlrt 
a  et  3. 
Soit  x^  =s  a  +  ^9  l'équation  en  x"  derient 


et  par  conséquent ,  (  -75  J      ^^  «' 


43. 

En  opérant  sur  cette  éqnatiou  exponentielle  comme  sur  k» 
précédentes I  on  trouTcrait  deux  nombres  entiers  ^etit  +'» 

entre  lesquels  x^^  serait  compris.  Posant x*^  zz^k-^'^  ^o^àkr 

terminerait  x^  comme  on  a  déterminé  x*^  \  et  ainsi  de  mû'^* 
Rapprochons  actuellement  les  équations 
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nous  obtenons  la  yaleur  de  x  sous  la  forme  d'une  fraction  con- 

tînoe 


jr  =  a  + 


.+i 


a  +  - 


Or  on  sait  {Ariih, ,  n*  1 76)  que ,  dans  une  fraction  continue, 
pinson  prend  de  parties  intégrantes,  plus  on  approche  de  la 
Taleur  du  nombre  réduit  en  fraction  continue;  ainsi ^  l'on 
pourra ,  par  ce  moyen  ^  tronyer  la  valeur  de  x  propre  à  vérifier 
l'équation  a*=  6,  sinon  exactement,  du  moins  avec  tel  degré 
d'approximation  que  l'on  youdra. 

Par  exemple,  en  formant  les  quatre  premières  réduite»,  d'a- 
près la  loi  établie  en  Arithmétique,  n"*  16g,  on  trouve 

a    3    5    i3 

el  la  réduite  -g-  ne  diffère  {Arith.,  n»  174)  de  la  valeur  de  x, 

qne  d'une  quantité  moindre  que  pgr^  ou  -^.  Mais  l'approxima- 
tion est  encore  plus  grande;  car  si  l'on  calcule  la  valeur  de  x^ , 
d'après  l'équation  (rrô)     =g,  on  reconnaîtra  que  x*^  est 

compris  entre  a  et  3;  ainsi  J?*' ==  a -f--^;  donc  la  5*  réduite 

i3  X  a  +  5      3i     ...     i3   .._.       ,    ,        , 

est  -= : — ou. — .  Ainsi ,  -s-  difierc  de  la  valeur  de  x. 

ÔXa  +  aia  o  ' 


d'une  quantité  moindre  que  — r7<»  ou  ^.  La  réduite  —  en 

la  ^s  ^        00  12 

diffère  de  moins  que  ; — —  ou  — 77, 

^     (la)*       14.4 

ao3.  yoici  la  méthode  générale  :  Soit  à  rétondre  Péqnatîon 

a*  =  *, 
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Pour  répondre  à  cette  question ,  suppoions  dans  Péquatkm 

a*  =  6}  X  égal   a  nn  nombre  commensurable  — ,etTOYODS 

quelle  relation  il  doit  exister  entre  les  nombres  a  et  b  pour 
que  cette  valeur  puisse  être  admise  9  G^eit-à-<lire  pour  que  x 
soit  commensurable. 
Soient^  en  premier  lieu,  a  et  6  deux  nombres  entiers  /  on  a  Té- 

m 

quation  a^  =  A^que  l'on  peut  mettre  sons  la  forme  a"  =:  b\ 

Il  est  d'abord  évident  que  cette  égalité  ne  peut  subsister 
qu'autant  que  a  et  b  sont  composés  des  mêmes  facteurs  pre* 
miers;  car,  si  l'on  suppose  dans  b  un  facteur  premier  qui  ne  se 
trouve  pas  dans  a,  et  qu'on  divise  les  deux  membres  par  ce  fac* 
teur,  le  second  membre  sera  un  nombre  entier,  et  le  premier 
un  nombre  fractionnaire,  ce  qui  est  absurde  ;  donc,  si  l'on  a, 

par  exemple ,  a  =  «tf C^y'^ , 

on  doit  avoir  aussi  b  =  ê^V'/i^ . 

Substituant  ces  valeurs  dans  l'équation  a"  sss  6",  on  la  chan^ 

en  celle-ci  :  a'^pf^y^r/mt  _  ««p'C-çy k^i'. 

Cette  nouvelle  égalité  ne  peut  évidemment  subsister  qu'ali- 
tant que  les  puissances  d'un  même  facteur  premier  sont  ^les 
dans  les  deux  membres;  car,  si  elles  étaient  inégales,  en  divisant 
les  deux  membres  par  la  plus  baute  puissance ,  on  serait  encore 
conduit  à  ce  résultat  absurde  :  un  nombre  entier  égal  à  un 
nombre  fractionnaire. 

Ainsi ,  l'on  doit  avoir  séparément 

mp'=^np\  mq^sin^ ,  mrz=.  nr' ^  ms^ns\ 

m      p'      a'       /      / 
d'èJi  l'on  déduit         -=-e.  =  i-  =  -=i-. 

n      p        q        r       s 

Donc ,  pour  que  la  valeur  de  x  soit  commensurable ,  il  faut 
et  il  suffît  que  a  ef  b  soient  composés  des  mêmes  facteurs 
premiers,  et  que  les  exposons  de  ces  facteurs  forment  entre 
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eux  une  suite  de  rapports  égaux.  Si  ces  devtx  conditions  sont 

satisfaites ,  la  yaleur  de  x  est  égale  au  rapport  constant  qui 

existe  entre  les  exposans. 

Supposons,  en  second  lieu,  que  â  et  6  soient  fractionnàtrei 

h     k 
et  égaux  à  v?,  p  ;  Téquation  a^^szb^  devient 

F 

(r)"  =  (F)"'     d'où    Wi  =  A'.*..  . 

Or,  A  et  K  pouvant  toujours  être  regardés  comme  prènieM 
entre  eux,  aussi  bien  que  k  et  k'j  il  en  est  de  même  de  A'^et  A''% 
k*  et  k'^  ;  ainsi ,  pour  que  l'égalité  précédente  subsiste,  il  faut 

que  Von  ait  séparément  A*  s=  A",  A''"  =  A'",  ce  qui  conduit  à 
des  conditions  semblables  à  celles  que  nous  avons  établies  ci- 
dessus  ,  entre  les  numérateurs  et  les  dénominateurs  respecti- 
yement  comparés  entre  eux. 

.A  .A  .  .       • 

iV.  B^  Si  l'on  avait  t;  !>  «  >  mais  -n  <  i/ou  réctproqueiperit, 

il  faudrait  d'abord  changer  le  signe  de  x  dans  l'cquatlon  expo- 
nentielle a^:ssib  (  ce  qui  revient  à  renverser  celui  des   cleux 

h    k 
nombres  t7>  p  >Çic  l'on  suppose  ><  i ,  en  conservant  x  positif)  ; 

puis  on  éijt^ablirait  )es  reUtions  précédentes.  :    •  > 

2o6.  Cas  particuliers.  i°.  Si  a  et  6 ,  étant  des  nombres  en- 

iîers,  ne  renferment  qu'un  seul  facteur  premier,  le  même  pour 

les  deux  ,  x  est  nécessairement  comme nsurable. 
Soit  l'équation  4*=  Si  ,quî  revient  à     a'*  =  1^;  '     ' 

il  en  résulte        ^x  =  5j  d'qu  x  =  -. 

Soit'eacprc      "27*  =  !ii87,    ou     S^Œ3^;ona    xr^^. 

a*.  Si  a  n'est  composé  que  de  /acteurs  premiers  élevés  à  la 
première  puissance',  il  faut  que  b  soit  une  puissance  parfaite  de 
a  pour  que  x  ëoit  coniraensurable;  en  sorte  que ,  dans  ce  cas  y 
x^est  entier,  ou  bien ,  incommensurable. 

22 


33?  yutQMf., 

Péquatîon  a"  =  *■     devient    ««C^y*/""  =  fltP'"bf'»y''"^-  ; 
4'oii  Ton  déduit    w  ===/?'»  s?=  ç'o  =s  K»  s»  *'«, 
oa  bien 9     /?'  =  ^'.=  /  cr  /  ; 

donc     6  =  aP'CP'yP'tl^  =  (  ««Cy^  )P'  =  aP\ 
et  par  con$é<|iient  «s^?'* 

Soit  >  par  exemple  y     a^5IO  =  2X5; 

Ufaut  que  &  soit  une  puissance  parfaite  de  loponr  qoear  putne 
Jt^7  oODÎmensarable. 

J'héorif^  def  lpgairiif\mes. 

.  20^.  Introduction.    Si  |'on    suppose  quCi  dans   Péqnatîoa 
«'=rr,  a  conservant  toujours  une  même  y tAeur  positi\>c,  on  rem- 

•''  '  -'•.  M,^  l'If 

place  j*  par  tous  les  nombres  absolus  possibles, on  pourra ,  pour 
ilhaqne  valeur  de  j",  déterminer  par  l^  méthode  do  n*  2oS,U 
valeur  de  x.  sinon  exactement,  du  moins  avec  un  aussi  cr^iul 
degré  d  approximation  que  i  on  youura. 
Supposons  d'abord  a^  i. 

SI  Pon  fait  successivement    j:=:o,   i,    s,    3f    4>    ^'"' 

il  en  résulte  j^=zsd»,  oilf,  «,  fl%  «*,   «♦;  a*...; 

« 

donc^  toutes  les  valeurs  de  y  plus  grandes  que  V unité  sontprO' 
duites  par  des  puissances  de  a,  dont  les  exposons  sont  positifs, 
entiers  ou  fractionnaires;  et  la  valeur  dp  \  est  dautfif[it  plus 
grande  que  celle  4c  y  est  elle-même  plus  grande. 

Faisons  ensuite  jr=so,  — i,  — 'î2,  — 3,  — 4>  —  5..*» 


I  I  I  f 


Il«nréwltej'==««,oni,       -,       ~,      -,      -.      ^ 

dui{es  par  des  puissances  de  a ,  c/c/i/  /e^  exppsans  soni  ^^^cuTin; 
çl  /a  valeur  de  x  C54  éÇ autant  plus  grande,  Uup^riquf^cnt, 
que  la  valeur  de  y  se  g^approçheDlus  4^  z^ro. 
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Soit  y  au  contraire  4     ff^  '      ^^  ^S^^  1^  ^"^  fraction  -7; 
aaMsant  #^■0,         t,     1,       S,       4>       9-**f 

on  trouTC j-=  (^jj  ,  ou  I ,        j,    ^^^    y.»    jr»,     j-,.  m 

■«  '  .  • 

Cl,  si  l'on  fait  ^f;;^».,  rr?  l.»c-*A»^3»-rîiîf  «    %^i.^ 


I  »  t 


ft|iQbli«at^3cr^y  OUI,       d^,     dft^    rf»,    i/4,    4'»..., 

•       '        .    -  '  <» 

•«  •  •  •       ■  M  "^ 

>  •  •  ■* 

c'est-à-dire  que,  dans  l'hypothèse  de  a  ^  I»  lOf^^  iç^  i|Qji|lNte8 
sont  engendras  avec  les  diyeri»^?  J^HJfmtm  A^  f  |dfBs  W  ^dro 
ioTcrse  de  celui  où  ils  le  sont  lorsqu'on  suppose  a  ^  i . 
Mais  U/n'i0=vés«|tepAs  mohis  cette  coiiséquencé  générale^ 

avec  un  nbmbre  a^iolu  qM^loong^f ,  m^  €ûaêtfÊU,  qunfmi 
iljhve  à  des  puissances  conyeifables. 

N.  B.  11  faut  toutefois  supposer  a  âiffUrtm  de  Fu-uié  ,  car 
Pfi  HÎIqHe  loiAefl)i»fuissa«oes  de  ï  s«nt  égales'à  i» 

^^  q^lg  ^^  t  (VNM^IplIft  V^  IW  «H  fcr«ié  11W  Ubie  Min- 
fermant ,  d'une  part ,  tWft|«ft  nttrnllgf» i^Uato^  <t 4  okéàê  ma 
qoi^l^^  V^  f^ÇTV^^'^M^  4/^]f^i^^9^Â  AUSqo^Uea  îi  teidraU 
^'ST^r  H^  ^9VBii^^  i^^qJkîe ,  iMr  ferttitr.  toua  dos  nAnfcmi  ; 
CD  aura  l'idée  d'une  table  de  logariihrpef , 

On  appeHe^en  général ,  looIrithms  diiti  nombre,  texp)^ 
sani  de  la  puissance  à  laquelle  il  fau^^  élever  un  certain 
nombre  invariable  pour  produire  lé  premier  nombre. 

Le  nombre  iuTariable  peut  d'alx^rd  étr^  prjs  tout-imfait  ^rbi  2 
trafrement  (pourru  au't)  spil  ^  pu  <[  1)';  mais  qp^  fois  cboisj, 
tl  àoÀ  rester  le  même  pour  la  formation  dé  tous  les  noi^or^  Qp 
l'appelle,  pour  cette  raison,  basb  du  systèn^e  de  logarithmes. 

Qttdie  que  soit  la  base  que  l'on  a  clioisie^  te  logarithme  de 
labmsm  u^Punké ,  et  ie  bgarithmede  i  èH  0. 


^^4^  TBiORiS 

£u  effet 9  on  a  i**.     a}  =  a^     d'oii     log  a  =  i , 
«  ',     '  '  2*.     fl«  =  I,     d'où     log  1  =  0. 

(On  désigne  ordinairement',  pour  abréger,  le  mot  logarithine, 
'par  les  trois  premières  lettres  log,  ou  simplement  par  la  pre- 
mière lettre  /.>  qne  l'on  fait  ordinairement  suivre  d'unpoùuti 
*da  iipmbre.qué  l'on  considère.) 

Voyons  actuellement  de  quelles  propriétés  jouit  une  table  de 
flûgarithmaa  y  par  rapport  auî  calci^s  numériques. 

aog.  MulUplicaiion  et  division  arithmétiques.  Soit  d'abord 
une  s.uite  de  nombres  j',j^\y,j*, ...  à  i^ultiplier  entre  eux. 
Désignons  par  a  la  base  d'un  système  de  logarithmes  (  qu'on 
suppose  déjà  calculés  )  et  par  x^  ^Z,  af,  x*. . .  les  logaritbmes 

•   On  a ,  d'après  la  définition  (n^  208),  cette  suite  d'égalités 

MoUipHanl  ces  égalités  membre  à  membre ,  et  appliquant  Li 
«ègle  des  exposans  établie  n*  1 72,  on  trouve 

a 

Donc,  log^y ...  =  x+x+x"+...  =  k^J^log^ +log7^+.. 

tf«ft"fJi*clirrquefe  iogar^me  if  un  prodmï  est  égal  à  la  somme 
>  éfSSilogmriÈhmes  desfûdeurs  de  ce  produit, 

*  SoîeateB  stoopd  tîeu>d«ax  nombres,  j'ety,  à  diviser  Fun  par 

*  Vftulve»  ae  et  x'  leurs  logarithmes.  On  a  encore  les  équations 

Y  1=^4^,  /  =  "^^  >V  ^'°"  ^'^^  déduit  (u*  1 72)  ^  =  a'—'.. 
Donc,  log^  =  x^a:'  =  logj'  — log^i 

,  * 

c'est-a-dire  que  le  logarithme  du  quotient  d'une  division  est 
'égat  à  ta  différence  entre  le  logarithme  du  dividende  et  le  loga- 
rithmè  du  diviseur. 

,  Conséquences  de  ces  deux  propriétés.  Sx  l'on  a  uno  maUi- 
plication  à  efiectuçi-ji  ^  pr^apt  da^  la  table  jle^  logaritiimes 
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les  facteurs  et  faistint  la  somme  do  ces  lo^^arithmes,  on  aura 
lelogarithrac  du  produit j  donc,  en  chtirciiant  ce  nouveau  loga— 
ntbme  dans  la  table  et  prenant  le  nombre  qui  lui  correspdiidy   . 
on  obtiendra  le  produit  i{^m;im\{}»  k\\\s\  ^  par  une  simple  addi^ 

tian,  on  trouve  le  résultat  d'une  multiplication. 
De  même  y  si  l'on  a  à  diviser  un  nombre  par  un  autre,  il  faut 

retrancher  le  logarithme  du  diviseur  de  celui  du  dividende ,  pais 

chercher  à  quel  nombre  correspond  la  diQ'érence  :  c'est  le  quu-*  . 

tient  ctierché.  Ainsi  ^par  une  simple  soustraction,  on  obtient , 

fe  quotient  dune  division. 
110.  Formation  des  puissances  et  extractiorCdes  racines.  Soit 

en  général ,  un  nombre  jr  a  élever  a  la  puissance  —  ;  désignant 

toujours  par  a  la  l)ase>  et  par  x  le  logarithme  de  jTf  on  a 
Féquatioa  j-  =  a*, 

d'oïl,  élevant  les  deux  membres  à  la  puissance  —, 

mm 
—  —,x 

jr^'^a"     . 

m        • 

_.  .         —      m  Tn  . 

Donc,  log  j^»  =  -.x  =  ~.logj-; 

c'est-à-dire  que  le  logarithme  d'une  puissance  quelconque  d'un 
nombre  est  égal  au  produit  du  logarithme  du  nombre  par  Vex-  • 
posant  de  la  puissance. 

Soit,  comme   cas  particulier,   7z=i;    il  en  résulte 

log  j^  =  m .log  j",  équation  susceptible  d'un  énoncé  analogue 
•a  précédent. 

Soitm=i^  n  étant  un  nombre  entier  quelconque;  il  en  i*ésullc 

log  jr^  ou  log  V/j-  =  -  .log  ^j 

'.    ceit-à-dire  que  le  logarithme  if  une  racine  de  degré  quelconque 
i   ^unnombre  est  vgaltui  quotient  du  logarithme  de  ce  nombre 
\   divisé  par  l'indice  de  la  racine, 
*T      Conséquence.  Pour  former  une  puissance  quelconque  d'un 
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nombre,  il  suffit  de  prendre  le  Ic^arithme  de  ce  nombre  danf  k 
table  i  de  le  multiplier  paf  Vexposant  de  la  puissance ,  paii  de 
obercber  le  nombre  correspondant  k  ce  produit  ;  on  à  ainsi  là 
puissance  deMidndcc. 

De  même ,  pour  eltrai^e  inifè  racine,  itsnfSt  Ac  di^isèf  btS* 
garitbmedu  nombre  proposé  j^ar  ?tndice  delà  racine,  puis  de 
chercberii  quel  ifombre  correspond  le  quotient;  ôh  a  laracitiê 
deotandée.  Ainsi  ^par  utie  mullfplication  et  une  division  géni^ 
rùtémeht  tPès  àinfpfeà ,  ôfî  iroki^é  le  résultât  d'une  fohhatfàn  à 
puissance  et  dune  extraction  de  racine,  opérations  80rit  \à 
procédéir  ordiitàrirèS  èohi ,  coriithe  on  l'd  tta ,  trSè  ÛUJf  iëui. 

an.  Les  propriétés  qu'on  vient  de  démontrer  sont  iudé» 
pendantes  de  l'espèce  du  système  de  logarithmes  adopté;  mail 
ItfS  eOBiéqueneèé  qui  en  ont  été  déduites,  c'est-à-dire  Vûflèl^ 
qu'on  en  peut  faire  dans  les  calculs  numériques,  supposeul  II 
construction  d'une  table  renfermant  d'un  côté  tous  les  nombreif 
et  de  l'autre  tes  logarithmes  de  ces»  nombres,  calculés  d'après  une 
6afe  donnée.  Or,  pour  former  cette  table,  il  faut,  comme  nous 
l'avons  déjà  dit,  en  considérant  l'éqùàtion  ^z' =  j-,  faire  passer 
j  par  tous  les  états  de  grandeur  possibles ,  et  déterminer  la  va- 
leur de  X  correspondante  i  chacune  dés  valeurs  de  j^,  d'ilprès  b 
méthode  du  n°  2o3. 

Lés  ifAAei  dont  oh  se  sert  ordinairement  sont  celles  dont  h 
hsiih  est  Sgàlè  à  lo,  et  leur  cohstructioii  se  réduit  à  fa  résolutioD 
de  l'équation  io*=j^.  En  faisant  successivement  j*  ^al  aux 
tffrlAe^  de  la  suite  naturelle ,  i,2,3,4>S96...,onaà  résoudre 
les  équations 

io'=i,        I0*=2,        io*  =  3,        io'=b4*«-* 

Observons  d'ailleurs  qu'il  suffit  de  calculer  directement,  d'a- 
près la  méthode  du  n**  2o3,  les  logarithmes  dés  nomHres  premiers 
I,  a,  3,  5v  7,  II,  i3,  17...  ;  car,  tous  les  autres  nombres  en- 
tiers résiikant  delà  multiplication  de  Ces  diS^érèris  factetrrs  Mitre 
eux,  leurs  lo^at-ithmi?â  ]>euvnnt  [ti^  7.09)  s'dblenir  |»ai*  l'àdditibb 
des  logaril innés  des  nombres  premiers. 

C'est  ainsi  que ^6  étant  décomi>t)sjible  en  2  X  3^  ^  «1 
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log6=log2+log3; 
de  même,  a4^^^X  3;  donc  log24=31og2  4'log3i 

Soit  encore  36o  =  2'X  3'  X"5  ;     il  en  résulte 

log  36o  =  3  log  2  -f-  2  log  3  4"  log  5» 

Il  sdffitôit  également  de  placer  aaus  les  tables  les  IdgarUbmea 
des  nombres  entiers  ;  car  en  vertu  de  la  propriété  (n^  20g)  re- 
latÎTC  à  la  division  ,  on  obtient  le  logaritbme  d'un  nc^robre  frac* 
tionnaîre  eii  retràûcbant  le  logarithme  du  diviseur  dé  celui  du 
dividende.  . 

ii2.  En  supposant  déjà  construite  une  première  table  de  lo^^- 
ritbnies,  il  est  facile  d'en  construire  iant  d'autres  que  l'on  veut. 
au  inoyen  de  celle-là. 

Soient  en  effet  a  la  base  d'un  premier  système  déjà  form^^ 
b\A  base  d'un  nouveau  système  à  construire  ;  désignons  par  N  un 
nombVe  quelconque ,  par  log  N  et  par  X ,  ses  deux  logarîtbme» 

calculés  d'après  les  bases  48  et  6  ;  on  a  Pilfaàtion  6    =  N; 
D'où,  en  preàant  les  logarithmes  des  deux  membres  dans  ht 
système  dont  la  base  est  a,  X. log  £  es  I6§  M. 

Donc  i^p^,: 

log  A  .1 


Ce  qui  jfrrouve  <!fùe ,  tonnaissànt  lé  loganthriie  et  un  notnhrt  dans 
un  prëhiîeh  s^fsihhie,  pour  asfôir  le  logarilftmeJumêmc  nomSfè' 
dans  un  fécond  système,' itjaùt  diviser  le  logarithme  du  nonibt  e, 
calculé  dané  le  phmièr  sjrstèrhe ,  par  le  logarithme  de  ta  nbu'^' 
veUe  base,  calculé  aussi  dans  tùriciehèjrsihmc. 
Ainsi  le  logarillime  de  4  dans  lé  système  dont  lil  base  est  ^,'  a 

P0tff  ya!èïi>,'  ,      J^'\  log  4  et  log  3  étant  deux  logarithmes  cal- 
log  o  . 

calés  dans  fé  systttrac  èoVinù  9i6ni  fa  base  est  10.   ' 

Soîeht  N,  K',  1N\  . .  éne  suite  de  non/brés,  a  WUWd'àn' 

système  déjà  formé/  6  celle  d'un  système  à  construire  ;  on  a  .la 

séné  d'èqùatiooé ,  • 
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d'oii  l'on  Toît  qu'une  première  table  étant  déjà  formée,  si  Fou 
"veut  en  construire  une  nouvelle,  il  n'y  a  qu'à  multiplier  ks  hh 
logarithmes   du  premier  système  par  la  quantité  constante 

z r*  Cette  quantité  constante  qui  sert  à  passer  d'une  table  & 

lOg  6^ 

une  autre,  s'apj)olIc  lemoduije  de  la  nouvelle  table  par  rapport 
à  l'ancienne. 

§  III.   Usage  des  tables  vulgaires. 

Les  développemens  que  nous  avons  donnés  en  Arithmétiqut 
sur  les  deux  probi&incs  principaux  que  prescrit  l'usage  dei 
tables  {un  nombre  vlont  donné ,  trousser  son  logarithme^  et 
réciproquement)  nous  dispensent  d'entrer  dans  de  nouyeaux  dé* 
taîls  à  cet  égard. Nous  nous  bornerons  donc  à  reprendre  quelque! 
principes  qui  n'ont  pas  été  démontrés  d'une  manière  assez  géné- 
rale ,  on  supposant  d'ailleurs  que  les  jeunes  gens  aient  entre  lei 
mains  les  Tables  de  Callet,  qui  sont  poussées  jusqu'à  108000, 
tandis  que  les  petites  tables  ne  s'étendent  pas  au-delà  de  loooo. 

2i3.  On  a  déjà  vu  (u*  206  )  que,  dans  le  système  dont  la  bise 
est  10,  il  n'y  a  que  les  puissances  parfaites  de  10,  telles  que  10, 
100  ,  1000, .  . .  qui  puissent  avoir  des  logaritlimes  commensu- 
râbles j  tous  les  autres  nombres  entiers  ont  des  logarithmes  ûi- 
commensu râbles ,  que  l'on  ne  peut  obtenir  qu'avec  un  certain 
degré  d'approximation.  Les  tables  de  Collet  donnent  ces  ioj^a- 
rithmes  exprimés  en  fractions  décimales,  et  exacts  jusqu'au 
•j*  chiffre  décimal,  inclusivement. 

Cela  pDsé,  faisons  dans  L'équation      10'  =  ^, 

X'-O^     I  ,     2,        3,  4>«  ■••'*""•>    ''i 

il  en  résulte  j^  ==  1 ,  lo,  100,  1000,  10000. ..  io*~',io*. 
Posant  ensuite  a:  =  o,— i, —  2,    — 3, — 4'' ••""('* — ï)»'"*i 

I         I  I  I  II 

on  trouve         J^  =  i ,  — ,   ,  , ,...  — Tzr.^-^t' 

10       100      1000    lOOOO  ÏO"    *    10* 

Donc  1**  les  logarithmes  de  tous  les  nombres  plus  grands  que 
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VunWé  ioat positiji  et  croissent  depuis  o  jusqu'il  l'infini;  les 
logarithmes  des  fractions  proprement  dîtes, sont  négatifs,  mais  ' 
ils  ont  une  valénr  numérique  d'autant  pins  grande  qnç  la  frac*^ 
tion  est  phis  petite;  en  sorte  que  ^  si  l'on  oonsidère  une  fraction 
moindre  que  toute  grandeur  donnée,  son  logarithme  est  négi^- 
iifi  mais  sa  valeur  numérique  est  infiniment  grandt  :  oe  que- 
Ton  exprime  d'une  manière  abrégée  en  disant  que  séro  a  pour 
logarithme  l'in/f/tjîii^^a^, 

ou  bien log  o  = —  oo. 

2*.  Si  l'on  oonsidère  un  nombre  entier  de  n  chiS^»  c^* 
à'^dirc  un  nombre  compris  entre  lo"^'  et  lo*,  on  voit  que  la 
partie  entière  de  son  logarithme  est  égale  è  n  — - 1 ,  ou  renferme 
autant  dtunités  moins  une  qu'il  ja  de  chiffres  dans  le  nombre* 

Cette  partie  entière  du  logarithme  est  appelée  CARAOriais^ 
nQmB  (Arith,,  n®  264*  1 1'  édit.)  ,  parce  qu'elle  indique  l'ordre 
cfes  plus  hautes  unités  du  nombre  qui  correspond  a  ce  lo«* 
garithme.  Par  exemple ,  si  la  caractéristique  est  égale  à  5  ^  on 
peut  conclure  que  le  nombre  correspondant  est  compris  entre 
10^  et  10*,  ou  est  composé  de  six  chiffres. 

214.  Les  deux  propriétés  du  n**  209  donnent 

ïog{aX  1  o")  =  log  a  +  log  io"  =  log  a  +  n, 
et  log  =  log  a— log  iO"i=log  a— n; 

ce  qui  pronve  qUjB  ,  connaissant  le  logarithme  dun  nombre 
quelconque,  il  suffit  pour  .obtenir  celui  d'un  nombre  10" 
fois  plus  grand  ou  plus  petit,  eT  augmenter  ou  de  diminuer  de 
n  unités  la  caractéristique  du  logarithme  donné. 

On  peut  encore .  conclure  qo^  les  loganithmes  des  fractions 
décimales  qui  ne  diffèrent  entre  elles  que  peur  la  position  de 
^  virgule,  ont  là  même  partie  décimale;  c'est-à-dire  que  ■ 
leur  caractéristique  seule  est  différente. 

Ces  propriétés  (qui  sont  d'ailleurs  toutes  particulières  au 
système  ordî ntire  de  logarithmes)  servent  de  base  aax  prépara- 
tions que  Von  fiiit  subir  aux  nombres  dont  on  cherche  ^es  loga- 
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rithraes,  oii  aux  logarithmes  lorsqu'on Teut  obtenir  leiiiMiraiini 
qui  leur  correspondent. 

Ainsi,  quand  on  cherche  le  logarilhmc  d'un  nombre  entier 
qui  excède  les  limites  des  tables,  on  sépare  d'abord  par  ane 
virgule,  a<isec  de  chiffres  vers  la  droite,  pour  que  la  partie  à 
gauche  soit  un  des  nombres  entiers  de  )a  table;  mais  il  fautes 
séparer  le  moins  possible  (voir  le  N,  B. ,  Arith, ,  n^  167)  j  « 
cause  de  la  proportion  à  éta])1ir  entre  les  différences  des  nom- 
bres et  les  différences  des  lo{^arithmes. 

£n  se  servant  de  petites  tables,  on  doit  laisser  quatre  cniffrei 
vers  la  gauche,  et  avec  les  Tables  de  Calleê,  on  doit  en  aroir 
cinq. 

Lorsqu'on  veut  obtenir  le  nombre  correspondant  à  un  logt- 
rithme  donné,  il  faut  préparer  ce  logarithme  de  manière  qoe 
sa  calractéristique  soit  la  plus  forte  de  celles  des  tables,  c'eit- 
à -dire  égale  à  3  pour  les  petites  tables  y  et  à  4  P^^'  ^ 
grandes  (*). 

ai 5.  Des  compltmens  arithmétiques,  11  arrive  frcqdeiB- 
ment,  dans  les  applications  logarithmiques,  que  l'on  a  à  dé- 
terminor  le  résultat  du  Taddition  et  de  la  soustraction  de  plu- 
sieurs logarithmes.  Or,  on  a  imaginé  de  ramener  cette  saila 
d'opérations  à  une  seule  addition ,  par  le  moyen  des  complémau 
arithmétiques. 

On  appelle  complément  arithmétique  d'un  logarithme,  c^ 
qui  manque  à  ce  logarithme  pour  faire  10  unités  entières,  Wf 
ce  qui  revient  au  même,  le  résultai  que  l'on  obtient  en  retrAi- 
chant  de  10  le  logarithme  proposé. 

Ainsi,  compl.  3,4725843=  10 — 3,4725843  =  6,5274i5;f 
compl.  2 ,7325490  =  1  o — 2 ,  7325490  ==:  7 ,  26745ïO« 

On  obtient  un  complément  en  retranchant  le  premier  chijj^ 


{*)  fuyez  la  seconde  note  pljcct;  b  la  fin  de  ce  chapitre,  pour  le  c»lciJ** 
Ycrreur  commise  lorsqu'on  ciai)Iic  la  proporliou  entre  le*  iliffiércncc»  û^* 
noinbroj  et  les  différences  des  logirithmcs. 


sigt^caitfhi  êmHf  de  lo,  ei  ious  kt  tiUltts  tfe  gi  lg|  siibs 
qiii  peuTe&t  se  th»OTer  à  la  droite  du  nombre  testMl  dadft  le 
GOmplénitai  j  qui  peut  ^  par  oontéquenl^étte  lerm^i  pour  aisfi 
dire  \  d'apria  l'inspeetidn  d'an  logarîthiiie »  on  d'après  stt  dî«tée • 
Gela  pesé  y  teibî  l'nsage  des  oompleaietis  aritl»*iéUqiies* 

Qee  i'oh  ail  à  trouver  le  résaltat  nnmériqiie  de  Tetpres^ion 
/— /+ r  — r— Z'^-+./»— etc.  •  •  M  A ''i'^ *•  •  «*«t*t  dèalo- 
garithmes  i  ajouter  ou  à  soustraire  Mtre  eus* 

Oii  dbeervera  que»  retpressien  peut  se  mtUro  sous  b  formé 

oa  bien 

/+/•+/'  +  comp.  /'  +  comp.  /'H* codip»  f »^  i*  3o; 

c'est-à-dire  que ,  pour  aVoîr  le  résultat  cherché ,  il  faut  faire  la 
somme  des  logarithmes  adJitifs  et  des  complémefis  des  loga^^ 
rithmes  soustractifs ,  puis  retrancher  de  celte  somme  autant  de 
fâiè  te  ^ûé  tcn npth  )Êe  cèfMpiéméni. 

Par  le  moyen  ordinaire  •  il  faudrait  faire  la  somme  des  termes 
additifs,  celle  des  ternies  soustrdctifs^  puis  soustraire  la  plua^ 
petite  somme  de  la  plus  grande,  ce  qui  entraînerait  dans  deuv,t 
additions  et  nue  soustraction:  tandis  que  par  celui-ci.  on  n'a 
qu'une  seule  addition  a  effectuerj  sauf  les  opérations  qui  consis- 
tent à  prendre  les  compl^mensj  etqui  sont  trop  simples  pour 
entrer  en  ligne  de  Compte.  • 

216.  L'emploi  des  complémens  donne  naissance  à  une  espèce 
de  logarithmes,  qui  est  assea  commode  dans  la  pratique* 

Soh  ^Htyt^sè  dé  th)ùVéi-  le  Ibgâi^itfitbé  de  -^; 

Oaat6g-^=±log7— ilog  iS==I6g7  4-comp.log  lé — iô, . 

log    7  =  d»845dg8o4 
comp.  log  i5  Bx  8»^39o8f4 

9^66900676 
retranchant  lo,....  -—013309932» 
6a  bién)r«  k  •▼«■•••• .   --r   1 .669006^ < 
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Le  résùltiit  de  l'addîHon  de  comp,  log  i5  arec  log  7  étant 
9,66900678,  il  faut  en  petrancher  10,  œ  qu'on  peut  faire  de 
deux  manières  :  ou  bien  en  souttrajant  ce  résultat  de  to ,  et 
prenant  le  reste  avec  le  signe  — - ,  ce  qui  donne  -—  o  ,33099322  ; 
ou  bien  en  retyànckant  seulement  i ode  la  cara€téri6tîqoe9,  sans 
toucher  à  la  partie  décimale  ,  ce  qui  donne  —  i  .66900678, 
c'est-i-dire  un  logariAme  dont  la  caracêérisHque  est  négative, 
et  la  partie  décimale  positii^e. 

On  a  soin ,  pour  distinguer  ce  logarithme ,  d'un  logarithme 
en tièremen t. négatif ,  de  mettre  un  point  au  lieu  d'une  TÎr- 
gule.  Il  serait  plus  clair  de  l'écrire  ainsi  :  —  1  +  0,66900678, 
car  yoWk  sa  véritable  signification  ;  mais  l'autre  manière  de 
l'écrire  est  pins,  abrégée. 

On  obtient  encore  cette  espèce  de  logarithmes  en  cherchant 
le  logarithme  d'une  fraction  décimale.  Par  exemple ,  on  trou- 
verait que 

log  0,00534  =  log  534—5  =  2,73754126—5  = — 3»  727541216. 

L'usage  de  ces  logarithmes  présente  quelques  avantages  sur 
celui  des  logarithmes  entièrement  négatifs  :  nous  le  verrons 
bientôt. 

Nous  nous  bornerons,  pour  le  moment,  à  observer, 

I*.  Que,  si  l'on  avait  à  déterminer  le  nombre  qui  correspond 
k  un  logarithme  de  cette  espèce,  la  simple  addition  d'un 
nombre  convenable  d'unités  à  la  caractéristique  suffirait  pour 
la  préparation  du  logarithme. 

Soit,  par  exemple,  —  3.472o563  le  logarithme  proposé  ;  en 
ajoutant  7  unités  a  la  caractéristique,  il  vient  4» 4? ^^^^^  loga* 
rithme  entièrement  positif;  et  le  nombre  correspondant  s'ob- 
tiendrait d'après  les  règles  connues;  après  quoi ,  l'on  diviserait 
lé  nombre  par  1 0000000 ,  ou  par  lo^. 

2^  Que ,  si  l'on  a  à  multiplier  le  logarithme  —  3 .  472o563 , 
par  un  nombre  quelconque,  8  par  exemple,  8 

on  obtient  d'abord  pour  la  partie  décimale,  3,7764604 

et  pour  la  caractéristique, .;.«...  —  â4 

ce  qui  donne  pour  résultat,  .,..*• -—21 .7764504. 
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3®.  Que,  si  Ton  a  à  diviser  ce  ckcme  logarithme  par  8,  on 
sommenoe  par  ajoater  à  la  caractéristique ,  assez  d'unités  néga' 
theM  pour  qu'on  paisse  en  prendre  le  8'  exactement  ;  c'est-à- 
dire  qu'on  mettra  le  logarithme  —  3.47^0563  sous  la  forme 
^8  4-  5,47^^^^*  Prenant  le  8*  de  cette  nouvelle  expression, 
on  trouve —  1.6840070. 

Dans  les  numéros  suivans ,  nous  verrons  l'usage  de  ces  opè* 
ntions. 

Passons  maintenant  aux  applications. 

Opérations  de  V arithmétique. 

217.  Multiplication  et  division.  On  demande  la  valeur  ap- 

1.1  ,  .    3i        i3       47 

prachee  du  produit  -5  X  —  X  ts- 
■^  *^  76        12       4° 

Appelons  x  ce  produit  ^  on  a  (  n®  209) , 

loj*  =  log  3i  —  log  75  +  log  i3  — log  12  +  log  47— log  48. 

log  3f  =  1,49136169, 

log  i3  =  1,11394335, 

log  47  =i=  1,67209786, 
comp.  log  75  =  8,12493874,   - 
comp.  log  12  =  8,92081875, 
oomp,  log  48  =  8,31875876, 

—  '•64i9»9»5  =  29,64191915  —  3o; 

ajoatant 5 

on  obtient 4 '^4 '9^9' • 

4,6419102  =  log  43844. 

KBtrence 89  j  89 

IHférence  tabulaire.  99  >  99  * 

^c 4,6419191  =  log  43844,90; 

W*i  le  produit  demandé  est  o,438449o  à  o^ 000000 1  près. 

Formation  des  puissances.  Observons  avant  toutque^  comme, 
F>ar  obtenir  le  résultat  d'une  élévation  aux  puissances,  il  faut 


nultiplipr  le  lcig^itho)9  du  BOial>r<  pvr  r^posa^l  ip  ly  pals- 
•apœ  t  pn  doit  preodre  d'tabprd  le .  log^rî^bm^  du  poHrfifi  p^o- 
ffi$4  «>v^e  pliM  de  i  déeimalesj  «i  l'oq  tah^  «fi^  iib  ^p^git 
e^wt  iv^^'k  h  7^  décimale  ioelii9W^eD|.  Qr  m  iiQipff  ^^i 
r^iMrragp  de  Mkt,  »  la  suite  des  L»UeA  Pcdi^^iffflj  |iae  tutre 
table  qui  donne  les  logarithmes  avec  i^a  f^pçwwl^î  4ipn  1'^ 
.)^t  tOMf c^ft  prendre  ce»  legarittancs  axee^  dei»  au  Irm  déci- 
males de  plus  que  dans  les  tables  ordinaires. 
Cela  posé ,  soit  à  former  la  9t*  puiasapoi  da  Q9(.«i  a  (nf  tio) 

or  log  29  =  1,462397998, 

4'PH       5log;^9=Tr  î,341[98B9ftOt 

ôtant  3  unités 49^"99^9 

4,3ii9JS68  =c;  log  2o5ii. 

Différence .*.,,        ^     TT^  \    ?^  _  ••    » 

Différence  tabulaire. .. .  212      212         '      ' 

donc  2o5iii5o  est  le  nombre  cherché  à  une  dix  aine  près. 
Soit  encore  proposé  d'év2(|^e^  (^)^^* 

On  a  log  2  =    p,fi9(o;i)g99S6, 

d'où  64  log  2  =  i9»d6^i9^* 

Otant  i5  unités 4>'^%<97 

4,265^022  =  log  i844«b 

ï)j%epcç. . .  ,....'"1,75  [  175  _  ^  ^^ 
Différence  tabulaire.  235     235  ^'T 

Ainsi  ^x?i^^Q\%l  =  1.9g  ïQ44fii74- 

Donc  le  nomVp  c^^ké  est  1 644^74^  *  ^^^  •  ^^^  •  ^o<>  •  ^^^ > 
à  £/û:  trillions  près ,  c'ef(-^a-^[f!e  que  \es  treize  dernîj^i^  (^jflirP 
ne  peuvent  éti*e  donnés  par  Iç^  tables  ;  mais  op  ^t  c^ni^f  àxp 
ces  sortes  d'excraples,  n  avoir  pour  but  que  de  se  former:  |^ 
idée  de  la  grandeur  du  pqpdbre  ;  et  Von  voit  avec  quelle  promp- 
titude  on  y  parvient. 

"Soît,  pour  nouvel  exemple,  a  évaluer  i  r  j\ 


Voie!  le  tableau  des  calc^i^ls^  en  employant  les  complémens 
et  sans  les  employer. 


Par  complémens, 

log  2  =      o ,  3o  I  oagggSS 
c.  log  3  =      9,522878745!' 


log  ^  =  —  1 .  8289087409 

a  '  ■ 

1 1  log  ^  =  — 2 .  0629961499 

ajoutant       +  6 

on  obtient        4  f  ^^^99^ ' 


,^€1715  complémens, 

logSss      0,4771212547 
l982==-   .9.Soio299956 


>2 


'.  i  I 


Jog3  =  — 0,1760912591 
Il  log^=-^t, 9870038510 

4 

ajoiitaur'     +§  •'    ;, 

on  obtietrt        4  >  062^961*  J'^ 
■  "Ce  Veste  du  ca\pfxl^^t^.]e 

\  'Pè'RÇftHecirip^^     ([ 


Le  nomb^je  cfrn^pondant  j^ 

donc  0,0 1 1 56 1 02  es l  le  nombre 
demandé,  à  0,00000001  près. 

Extraciion  des  raciffef.  Il  si;[fiit,  pour  ceile  opéit'aîîoA ,  Jle 
prendre  les  logarithmes  avec  sept  décimales. 

On  demande  la  racine  7'"*'  de  1 162049. 


On  a  (n**  210) ,  log  |/ 1 1 62049  =  -  log  1 162049. 


log  t  X  620  ==  4  9  065206 1 
Ipg  i  i6:»R ,  iiOrrlog  1 1620  =?  '83 


Donc 


.^ 


Diff.  tabul.      '     874 


log  1 1J620 ,  49 = 4  9  0652244 

!ogi}62o49  ^6,c652244 

-log  1162049  ;=i:q, 8664696 

7 

AJoatant4>  4>^^^4^^^ 

^  4  >  866/1587  =r  log  75329. 

i^erence. . . . .      ig  19 

Dîflerence  tabulaire. . .     50    1   '  59         >^» 
lonc    4>86646o6  =  log  73529,82. 

Ainsi  7>352g3^  çjt  1^  rpanç  dçmndéq,  à.  /Î>?£Q2?/  P*^^* 


8866 
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Il  ir 

Soît  à  é?alueri/ —  ;  onal.l/ — = — (Iogi3 — log27). 

Par  complémens. 

1.  i3=      1,11394335 
compL     ].  27=      8,56863634 

O  — — — - 

1.  —  =  — 1.68257959=— Il  4- lOfSSaS^gSg 
—  1.  .— .^ —  1^97114360: 

II        27  vt     ^        1 

ajoutant  4*  ^ 

on  trouve  4  '  97  ^  '  4^60  ==  log  9857 1 ,  49  • 

Donc  la  racine  demandée  est  0,93571499  à  0,0000001  près. 

On  trouvera  pareillement. 

7  ■  1 


I  • .  4 


V(^ 


I ,  i54i  18 ;  (73)'  =  1 104^390000000  ; 

(0,0457  )'*^  o,  000000000000000082984  • 


^       c 


Calcul  des  expressions  algébriques  par  logarithmes. 


^    '^18.  Supposons  que  l'on  ait  Irouté  pour  la  valeur  derin- 

'   '"  1.  up  1.  •  l/(5=^éT3^     . 

jQOùuue  d  un  problème,  1  expression  xz=z —  -^t" 

V{a+P)ycd 
'qu'en  donnant  à  a^b^c^dy  dés  vsileilrs  particulières,  on  veuille 
obtenir  la  valeur  numérique  correspondante  de  cette  expre»- 
sion  \  on  peut,  par  le  mo^cn  des  logarithmes ,  ramener  la  ques- 
tion a  ne  présenter  que  des  additions  e^  soustractions,  des 
multiplications  et  divisions  très  simples  à  effectuer. 
On  a,  en  effet,  d'après  les  propriétés  des  n^'  209  et  210, 


î.x=î:lV(a*— ft'»).3a  — 1.  V/(a  +  *).V^cA 


VAK  LOeAUTBIin.  3iS 

MaUl.  V^(«»— *').3a=ai  [|.  («+*)  ^  1.  (a  — 6)  +  1.3+l.«] 


et    l.V(«  +  A).V'crf=-[l.(«+*)  +  -»-c  +  5;l.<']; 
donc 

expression  (|ut  n'oGFrîra  plus  à  efiectuer  que  des  additions  y 
des  soustractions  et  quelques  divisions  tris  simplet,  lorsque 
aybyCjdj  seront  donnés  numériquement. 

Soient»  par  exemple, a=:6oyi=si5yCaii6,  Js^g;  Fez- 
pression  devient 

U«i[I.75+I.45+I.3+I.6o]-î[l-75  +  ;«.  «ô  +  jl.  9]; 

calculant  séparément  la  somme  qui  est  entre  les  deux  premiers 
croclieis  et  la  somme  qui  est  entre  les  deux  autres^  puis  pre- 
nant le  Ken  de  la  première  et  la  moitié  de  la  seconde,  on 
trouTera 

1.  j:  =  1 ,91784875  —  1 ,477>a^id5, 
on  1.  xsso, 4^7275; 

donc  x=2i,8a3io8« 

Soit  encore  l'expression  ^='^,  _3^.^  ^^^,^> 

On  peut  d'abord ,  en  mettant  en  évidence  le  facteur  â*  an  nn» 
méraleur,  et  le  facteur  a^  an  dénominateur,  présenter  l'exprès* 
sion  sons  la  forme 

» 

al 


S 
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Posons  maintenant    m  =  ■  -.^    ,     n  =  -r-;-,    p=3^; 

Fex pression  devient    x  = —. ^— , 

^  a  —  3£>  -+-  m 

■  » 

011^  en  appliquant  les  logarithmes, 

expression  facile  à  calculer  dès  que  l'or  aura  trouve  les  valean 
oem,  riy  p.  Or,  les  équations  m  =  ^s-^ ,  n  =  — j-,j»  =  --;-j 

donnent 

1,  m=1.4  +  3*-l'^  +  ^'^  —  2  La,     l.n  =1.  3-(-31.A'— aLai 

]./i=4l.6— Sl.iz. 

(L'artifice  de  ces  transformations  consiste  à  ramener  l'exprei- 
siop  fractionnaire  à  une  autre  dont  tous  les  termes  soient  Hr 
n^<i/re5  ou  du  premier  degré,  en  calculant  séparément  d'antre! 
expressions  qui  ne  présentent  à  effectuer  que  des  multipliât* 
tions,'  divisions,  formations  de  puissances). 
-  On  trouvera  de  même 

1. — j-j —  =  l.(fl  +  ^)  +  l-(^  — ^)+comp.l.ô+comp.l.rf— ao, 

1. — ^^.       ^    .  =iKfl+l.(g— 2&-|-A)+comp.L(a — b+h')'^ih 

h  et  h'  étant  calculés  d'après  les  formules 

1.  &  =  I.  6  +  2  I.  c -— *  2  1.  a, 
l.A'  =  1.4+l.  c  +  l.  d—la. 

Equations  exponentielles. 

219.  Nous  ayons  exposé  (n®2o3)  une  méthode  pour  rf- 
soudre  l'équation  0^  =  6,  et  nous  en  avons  déduit  la  théorie 
des  logfirillimes  ;  mais  actuellement  que  les  tables  sont  con^ 
truites, rien  n'empêche  d'en  faire  usage  pour  résoudre  ces  tor^' 
d'équation^. 


T 


Hi  LOGARrrRiSES.  àSS 

Or>s|roii  prend  les  logarithmes  des  deux  metubres  Je  f'éqa«« 

tion  a'ssby  il  ▼îcnt  (n"  aïo)    x  X  1.  fl  =  K^f  4'o{t^=Sf^ — . 

Reprenons,  par  excroplei  réquation  3'=  i5,  qtii ,  par  la 
méthode  du  n*  2o3,  a  donné  x  =  !]t,465,  k  OyO^i  P^i  ott 
déduit  de  cette  équation 

,  4  f 

).  i5_  1,1 7609196  ^ 

jr==-p-^  =—7 v==  2,405. 

1.3        o,477*^'>^5        /^ 

L'é<|uatiou  0^=  6,  est  dite  tine  équation  exponentielle  du 
premier  ordre}  mais  on  peut  avoir  des  équations  de  la  forme 

û*^=:c,  «*  ,  =éf,. . .  5  on  les  appelle  équations  exponen^^ 
iieltes  du  deuxième,  troisième. . .  ordre. 

Pour  se  former  une  idée  c)e  rexpresaion  a^'i  U  faut  /Minoe- 
Toir  que  b  soit  d'abord  élevé  à  une  puissance  d'un  4^sré  marqua 
par  X,  et  que  à  suit  ensuite  élevé  à  une  puissaoi^  d'un  degré 
marqué  par  ô*. 

Dcf  même  ^  «^^.^  iadiqoe  qu'après  avoir  élevé  c  ilat  psiasanoe 
du  degré  marqué  par  jr ,  on  a  ensuite  élevé  ^*à^^paîsd»imr  Un 
dtsgré  marqué  par  c*,  et  enfin  que  a  ésï  élevé  k  la  poîvsaiice  du 

degré  marqué  par***  i 
D'après  ees   fi<^i<ifi8|   prenons  ]ir%  logarittiillcfil'  d^  itttt, 

membres  de  féqualicîn    ii^*:±=  c ;  'il  vient    S^ x ï* ^===1. h; 

1.  c  J  ' 

d'où     i*  =  j-r-j  ou ,  en  prenant  de  nouveau  les  logarithmes , 

xxl-^  =  i.  ; — =1.1.  c— I.I.a;     donc     x:=z — ; . 

I.  a  1.6 

[1.C  étant  une  fraction  décimale,  on  peut  en  déterminer  le 
logarithme  d,'a[iris  les  tables,,  comme  on'détcrmùif  )^  log^-y 
rilhme  de  tout  autre  noiubre.J  ,.  ^ 

Soit  encore  à  résoudre  l'équation     o^^  =  J« 

Prenant  les  logarithmes,  ori  a^ . ,  ;     fr^'  x  log  a  =  log  </;; 


356  CALCOL  DES  EXPUBSSXOITS  ALGÉtRIQOES 

d'ofa    D'    s=  Y —  f      prenant  de   noiiTeau  les   logarithme», 

c* = T-Tz —  î  et  opérant  sur  cette  équation  comme  sur  I« 

préc^eates, 

XX  1.  c  =  1.  îlll^T^^— 1- ('•  1- «'— 11- «)— i-i- *; 

1.  o 

,  1.  (I.1.4f— l.l.tf)— 1.1,4  « 

donc  X  ss  ,  • 

Le 

On  résoudrait ,  par  un  procédé  semblable,  les  équations  expo- 
nentielles d'un  ordre  plus  élevé.  Ces  formules  sont  exactes  con- 
sidérées algébriquement}  mais,  dans  les  applications,  il  est 
ais^  de  voir  qu'elles  donneraient  des  valeurs  peu  approchées;  et 
l'on  ne  pourrait  même  se  former  une  idée  bien  juste  du  degré 
d'approximation. 

aao.  Remarque.  Il  peut  arriver  que,  dans  le  calcul  des 
expressions  algébriques,  on  soit  conduit  k  prendre  le  loga^ 
riihme  d'un  nombre  négatif.  Dans  ce  cas ,  on  peut  toujours 
opérer  comme  si  le  nombre  était  positif,  sauf  à  déterminer 
convenablement  lé  signe  que  doit  avoir  le  résultat  auquel  oo 
parvient ,.  ou  à  vérifier  si  ce  résultat  répond  bien  à  U  question. 
Cest  ce,  que  nous  allons  faire  sentir  au  moyen  de  quelques 
exemples. 

*  Supposons,  en  premier  lien,  qu'on  veuille  avoir,  par  loga- 
aothmes ,  la  valeur  du  produit  €tbc ,  dans  certains  cas  particn* 
lîisrs;  il  faudra,  pour  cela,  faire  usage  de  la  formule 

log  abc  =  log  a  -f-  log  b  -}-  log  c. 

Or;  soft  Aïs  «9     A=r:-— 3,     c  as  5;  en  opérant  comme  si  S 
était  affecté  du  signe  +9  OQ  trouvera 

log  ode  =s  log  3o« 
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Haïs  comme  il  j  a  un  factffnr  négatif  ù^lus  abc^  il'  s'ensuit 
qae  le  produit  clierclié  est  —  3o. 

Soît  maintenant  a  =  2,  ^s:— 3,  c  =  —  5;  on  aura  toa« 
jours,  d'après  la  même  r^Ie, 

log  abc  =  log  3o. 

Mais  puisqu'il  y  a  deux  facteurs  négatifs  dans  abcj  il  en  ré- 
sulte que  le  produit  cherché  est  +  3o. 

(En  général ,  un  produit  est  positif  ou  négatifs  suivant  que 
le  nombre  de  ses  facteurs  négatifs  est  paén^^^mpair,) 

9 

Soit  I  pour  second  exemple  ,  à   résoudre  Péquation 
*  =  (  — 8)',     d'où    logx=|log.(— Q);. 

^  -  *    i 

en  opérant  comme  si  8  était  affecté  du  signe  -f-i  on  (rbuTerâ 

"  •  ^  ■■■■  ■    . 

log  d?  =  log  3a  9 


»   .",  ' 


5  ,     .         , 
mais  une  puissance  dont  l'exposant  est  r  équivaut  à  la  racine 

V**  de  la  5'"'  jouissance ,  et  doit  avoir  le  même*  signe  que  le 
nombre  sur  lequel  on  elFeclue  ces  opérations».   , 

On  a  donc  x  =  —  3x 

Soit  encore  l'équation    9*  =  —  3 ,     d'où  *  =  ^^^"^    ^  ; 

il  en  résulte  x=  -  »  solution  qui  est  exacte  puisque,  des  deux 

racines  carrées  du  nombre  g,  Tune  est  égale  à -f-  3,  et  l'autre 
i~3. 

Si  cette  vérification  n^eùt  pas  réussi,  il  en  aurait  fallu  con-> 
dore  que  Péquation  proposée  était  ahsurde  :  c'est  oe  qui  ar^ 
'itérait,  par  exemple,  pour  l'équation  (—g)' =3,  parce 
luTaucune  puissance  de  ''^  9  ne  peut  donner  3. 
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.  .pu  obtiendra ,  d'apros  les  mêmes  principes ,  la  aolutioo  dém 
équations  suivantes  : 


■I 


x'   =  4,      X  =  ±.  8; 
(-4)'=*,       .r  =  8; 


-'i 


OU  reconnaît  que  ce  dernier  ré&ultal  est  fauiL  lorsqu'on  k  wu- 
met  à  la  Térijiçation. 

Ai^rtions  ei  progressions  par  quotient. 


.      i  ;  »i»  '  bc 

aai .  Soit  d'abord  la  proportion  albllclx-jonen  déduites-; 

s 

d'où,  en  àppli<^uaiit  les  logarithmes,  1.  x:=l.  6  -{-Le  —  La, 
ou !•••••, • la .  lA  ;  le.  Ut 

ce  qui  prouve  que,  ^i  quatre  nombres  forment  une propcrti'(m, 
leurs  logarithmes  forment  une  équidifférence. 
Soit  roainlenauL  une  progression  par  q^olicnt 

T^  a  \  b  :  c  :  d\  e  \f\  g  \  hl 

■  -  ■  ■ 

II  résulte  de  latléfînition  (n^  igi)  qu'on  peut  l'écrire  ainsi* 

a      b       c      d      e       f 
b        c       d       e      j        g 

i^im  I  prenant  les  logarithmes  de  part  et  d'autre, 

1  ^«=î  *  — 1   ^=1  ^  —  1  t  — 
b  c  d  e         f 

ou 

\.a — \,b  =  l.b — l.c  =  l.f — \.d=\.d — l.c=:|.c— i,/,  ,^ 

1   •  • 

ou  bien  esUn ,  i  la,  ]b,  le.  \d.\e, , ,  ; 

i\onCj  si  des  nombres  a fhfC^d. ..  •  sot^âcnpiVgrcMsiimparfu^^ 


iknh  himÊlùgariihmeà^ojH  enprogre€si<mpatitiJfif0a€ôL  La 

réciproque  est  évidente^  tv    .  t  *.  ii  % 

Celte  proposition  rapproche  la  dcfînitioa  algébrique  des  lo-* 
garitkmes.(n^  207) ,  de  Ja  déiinltion  que  Vw  eu  donne  en.Acidi- 
métique  :  les  logarithmes  sont  des  nombres  en  progression  par 
différence,  correspondant  ttrme pour te'tmh  à  des  nùfnb^  eh 
progression  par  quotienu  *  '  '^    .  •  *     ^^ 

N,  B.  INous  avons  dcjà  fait  coanailrë  ce  rapprotlftin^t  d&ns 
notre  Traité  d'Arithmétique  (n»  280).  <  '  "^^  ''^^ 

C'est  surtout  dans  la  résplutioç  de$queslMfkf  >*elatîfe«a!|iprQ^ 
gressions  par  quotient,  que  rénipToî  des  logai^tlinîeaeêl  ftlle.^ 

I^  Si  noju.s  appelons  v,Ie  dernier  terp^e  4'H>^c.{)^Pflirj^ift9  BQF 
quotient,  nous  aurons  (u«  192)  .  .^  .^^         ,^^\rj  ^^.^^ 


l'\r*à 


u  =  a^— ,  d'où  1.  «  =  I.  a  +,în  ^  'i)  1,  q.  ''    '"'^''"^ 

T  j         ,  -.  i'  <:.  •  f»  l'Mi  lolaaid 


4    ;  >  j         • 


Soit, par  exemple ,  prepeté  de  trouve^  1^  Hb^^terme^ëé  )»^^hro- 

3     Q     2*7  »  .'   'A    li   -î  '  ♦  •:/  «!   .  »  -II*  "nr^h 

gression    i  :  -  :  7  :  -ô'  : ... . 

a.4o  ,w._  ^I  — 

La  formule  devient  '^     ^ 

I.«=l.i+I9(1.3  — t2)=i9(î.3-îl.;ïî,  [car/^.i^p]. 
et  l'on  obtient ,  tolli  Milouliatlty  ^  /  ^    i     î  f 

Ki/  =  3,345^339  =  L22i6,ëï| 

tfoù  1/^  22lê,84,à  0,01  p^'^  ■  '    l'  .,,^-i  .- 

'.    ni;.,-.  I       »c»   :f»C 

2*,  Si  Von  yeut  ins^rpr  eotff^.^eux  q<mî)r^^dmf)4tilrt^^f 
nombre  m  de  moyens  proportionnels^  on  a,  pour  déterminer  la 
raison  (n*  i99)iîtt'fo^ttlfe  *  ^       -    '     ^         :     ..<> 


.  ^. y.  I  -m 


>    .f  - 


tfŒ|/-j     é\>u     l.ysr  H'iTr^; *î     I 

<;?  Von  obtient,  to^^  C^lc^il  i;(\\,  Iît??»©^  ji^8x.=?rl,|,iio;^; 
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Veut-on  Calculer  directement  le  20*  moyen propcrtùmnel^ 
qui  est  le  21'  terme  de  la  progression  ;  l'on  a 

/  */i5y«         ,,  j.       ,  ,         ,    2o(log  l5  —  î.2) 

^'^vvt;  '  ^""^  iogx=i.2-i — -^^^ \ 

f>Uf  tout  calcul  fait,  l.x=zOf6^JiigiZ  =  l./^f^o']^8g;9LiûêHt 
20*  moyen  proportionnel  est  4)4^74^ 

3*.  On  a  trouvéi  v°  198^  pour  Texpression  de  lasommedei 
termes  > 

On  Voit,  d'après  cette  formule,  qu'il  faut  commencer  par  cal- 
culer l'expression  q'*,  en  posant  l.q*:^nl.q\  après  quoi  Pon  m 
conclut  aisément  j'*—- 1 ,  et  par  suite  ,  1.(9"—  i).  Mousaarom 
bientôt  occasion  d'appliquer  cette  formule. 
-:  -4^-  Connaissant  a,  ^  et  u  dans  la  formule  u  =âjr*~'*y  on  peit 
demander  la  valeur  de  n.  Or  on  a 

l.iissl.tf-f- (n — i)l.y.;     d'où     n=i  +  -^--| — ^^ 

Soit  à  trouver  le  nombre  des  termes  de  la  progression  dont  k 
prenïier  terme  est  3,  la  raison  2,  et  le  dernier  6i44-  On  obtient 


1  +  ii  =  xi; 


,  1.6i44  — 1.3_   ,  3,3ti32995_ 

1.2  0,30102999 

/i         *•    * 331132995    ^.    ,,        ,         6  •       .1. 

(le  quotient  -= ^2- ejt  écal  a  1 1  +  ^ î  ™«*«  o"  "** 

^  30102999         ^  30103999 

glîgelc  fraction ,  comme  provenant  de  l'emploi  des  logarithmes)* 
Questions  relatives  à  l'intérêt  composé, 

222.  Une  des  applications  les  plus  importantes  des  logf 
rilhmes  est  celle  qu'on  en  fait  aux  questions  sur  rintérétde 
l'argent. 

I^BiBMiiRE  QUESTION  ohiinAhE.  Une  somme  quelconque  iU^ 
placée  pendant  un  certain  temps  à  un  taux  d'intéiét  déterminé t 
et  EN  INTÉRÊT  COMPOSÉ,  ctsl^à-dirc  dans  la  supposition  tp^ 
l'intérêt  de  chaque  année  s'accumule  avec  le  capital  de  Can^ 
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précédante ,  on  demande  ce  que  doit  devenir  celte  somme  au 
bout  du  temps  donné  ? 

Désignons  par  a  la  somme  placée ,  par  n  le  nombre  d'an- 
nées, et  par  r  l'intérêt  qtie  rapporte  i  fr.  par  an  (ce  n'est  autre 
chose  que  le  loo*  du  taux  de  l'intérêt  de  190  fr). 

Puisque  i  fr.  rapporte  r  au  bout  d'un  an,  une  somme  a  rap- 
portera ar\  ainsi ,  à  la  (in  de  la  première  année,  le  capital  a  sera 
derenu  «  +  or,  ou  ^  (i  +  '*)• 

Soit  IX  (i  +  /*}  =  ^;  ce  nourean  capital  derSendra  an  bout 
de  la  seconde  année  «  a'  (i  +  0  »  donc  le  capital  primitif,  ou  a^ 
sera  devenu  lui-même  a'  (1  -f-  r) ,  ou  0  (1  -h  '*)*• 

On  obtiendrait  de  même,  au  bout  de  la  3*  année ,  a  (i  -f*  '*)'? 

et  en  général ,  au  bout  de-la  n^'"'  année, •'. . .  n  (i  -f*  O** 

DonCyen  exprimant  par  A  cette  dernière  valeur^on  a  Péqnation 

A=tf(i+r)\     d'où    1.  A  =  Ka4-nxl.  (i+r). 

application.  On  demande  be  qu'une  somme  de  3oooo  fr. , 
placée  en  intérêt  compqsé,  à  raison  de  5  pour  100,  doit  rap- 
porter au  bout  de  3o  ans  ? 

11  suffit  de  faire*  dans  la  formule  précédente, 

5 
tfsss3oooo,  '  n:x3o,     r=:  — =  o,o5; 

100 

ce  qui  donne 

L  A  is  1.  Joooo  +  3o  1.  (i  ,o5). 

■ 

1.  I,o5â:3  0«02Il89299; 

3o  1.,  I  ,o5  ^  0,63567897 
I.  3oooo  =  4«477i2i25 


1.  A  =  5^  1 1280022  =  1.  129658,27. 

I>OnC  A=:r  I29956S27. 

La  formule  A  sa(i  -f-  r)»,  renfermant  quatre  quantités  yâ, 
r,  n,  A ,  donne  fa  solution  de  quatre  problèmes  difiTéreos  : 

!••  Déterminer  A  ^  connaissant  a,  r,  e/  n  :  c'est  la  question 
qu'on  tienV de  résoudre. 

«•.  Dêtèrmiûer  la  somme  qu*tl  faudrait  placer  actuelle^ 
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ment  pour  retirer,  au  bout  de  n  années ,  unfi  somme  A,  m 
supposant  le  capital  placé  en  intérêt  composé ,  à  raison  A 
r  pour  ij'r. 

Or,  de  l'équalion  A  =  a  (i  +r)'*,  on  déduit 

I.  a  =  1.  A  —  /i  1.  (i  +  0  ; 

et  cette  nouvelle  formule  donnera  la  valeur  de  a. . 

Celte  seconde  question  constitue  la  règle  d^escomptfi  ,cmh 
posé;  car  elle  revient  à  trouver  la  valeur  jactuclle  d'une  foniiie 
A  payable  dans  n  années  ,  en  ajant  égard  à  i'intérét  do  la  somae 
et  aux  intérêts  des  inlêrcts. 

3°.  Déterminer  le  taux  d intérêt  auquel  on  doil  placer  une 
somme  a ,  pour  retirer,  au  bout  de  n  années ,  en  intérêt  cpis- 
posé,  une  autre  somme  A. 


n 


La  formule  serait  i  +r=\  /  — ,  d'où  1.  (i  +  r)  =  -^ ^ , 

Connaissant  i  +  ''9  on  en  déduirait  facilement  r,  et ,  par  sailCi 
le  taux  d'intérêt  pour  100  fr. 

4®.  Enfin  ,  déterminer  le  temps  pendant  lequel  une  sommet 
doit  être  placée  en  intérêt  composé,  à  raison  de  v  pour  ifr,^ 
pour  rapporter  une  somme  A . 

Tri  *  ^- ^  —  '•  ^ 

La  formule  serait     n  = .— -, — - — ^^-  . 

l.  (i+r) 

Sï  l'on  voulait  que  A  fiU  double ,  triple,  quadruple 

de  a  )  la  formule  se  sim  pi  itérait. 

Soil  en  ciTet     A  =  ^.<ij     la  formule    A  =  «(i-j-r)",   le 

1.  k 

réduit  à     kazzz  a  ('i  +r)*,      d'où     «==  t—t- :  ; 

1.  (I  +  r)  ' 

c'est-à-dire  que  la  valeur  de  /z est  indépendante  du  capital phtcè 

primilix^emenl. 

Seconde  question  genehale.  Déterminer  quelle  sopune  il 

faudrait  placer  actuellement  pour  recevoir  y  à  la  fin  de  ch^ve 

année,  une  somme  déterminée  h^de  manière  à  être  entiètt' 

ment  remboursé  du  capital,  des  intérêts  du  capîial$ci  det 


inféra  d^  MfHérii$9.0pris  un  nombre  n  ^ années  ^  rinléréi 
éumt  à  r  pour  i  /r.  par  an  ?  .,| 

SQÎjL^flJa  sqni^e  c1iç}x|i^q^  ce  .exilai  deviefi^^a^^  ai^^iput 
de  n  apnéeiii  .     t.    ^  (*  +  '*)'*• 

Il  faut  donc  qu'en  déterminant  ce  que  lés  scunnies  payées 

chaque  année  «kf  îesnent  au  J^qul  de  la  n'^'"',  la  «omine  dc^  a*é- 

suUats  soit  égale  à  ^  (i  rf*  '*)*• 

II 

Or,  ^  doQjîé  à  la.  fiir^de  la  première  aunée,  ou.aa  opa^mentt^r 
a«nt  de  la  eeowide ,  deneiti  au  l>put  de  la  r^^b  (i  -f  r)^~:\ 

De  mçu^.»  A iloaaé  à  U  fin^de.  la  secsonde  i^tiitée  ^  4Hi  «u  oonir 
mencemcnt  de  la  troisième ,  devient  au  iMHit  de  la  n^'^y 

On  irouyeildiitaemèmeo  (\4--r)*''^,b(i+r)*^^..^b  (i+r).b , 
pour  les  yotêurs  dç$  autres  sommçs  &,  au  lK>ut  clé  la  n'^'"'  anneé\ 
On  a  donc  réquai  ion     *'     '  .    -  ... 

a(i-f-r)"=: 


V  »       •       X  .    •      l 


y 


naals.Ie «^Qj^4  ^^I>^*^*v!l? ,^^^  équation «,çûi;iai.(jljér^éj(an8> un 
pr(li:e.ipxçrje,,est  iAYide^niq^nj^la^sq^wp  clp3  |prfl[^e^.d'»Hepro5 

6^?sip(\  P?c,  Qiiot,iwlMv4PP!^  k  preoi^er.  tenne  c^l  6,  la  raU^^j 
I  +  r,  et  le  nombre  des  termes  n. 
Ainsi,  cette  somme  a  pour  expression  (n°  '9^> 


.  bfi  -UH«  —  A.  Z»r^i  - 


I  -4-  r— *  I  r  '    • 

doneehfinVl^on^aVé({uatIoit  »         •      "i         ^  ^  » 

r  r(i-f.r)»        ' 

ou,  appliquant  les  logarithmes, 

Cettç  nOi^vc||p  fo^lOî,ï#Jft  ronife^jm^uLqu^f^p^^ip  tité^^j  i  A  i  r,  /i , 
donne  aussi  lieu  à q^tf^.jpcflUJèmi»  i^îÇerei^.  i  .1  ; ..  . 


« 
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Voici  les  énoncés  de  plusieurs  questions  qui  te  rattachent  9a 
précédentes  : 

On  demande  pour  combien  d^ années  on  doit  placer  un^ 
somme  a,  en  intérêt  composé ,  à  S  e£  éi  lo  pour  loOf/mr 
doubler  cette  somme? 

(  Rép.  à  5  p.  5,  i4*"a"*^;  à  lo  p.  |,  7"'  3"»".) 

On  demande  la  somme  que  ton  doit  placer  à  présent  posf 
retirer  pendant  1 1  ans  et  à  la  fin  de  chaque  année  ,  une  sotmm 
de  tSooJr,,  de  manière  à  être  remboursé  entièrement  ducâ^ 
pital  et  des  intérêts  au  bout  de  ces  douze  années,  timirA 
étant  7/  5o*  p.  I  par  an  ? 

(Rép.  11 602^,9 1.) 

Vn  particulier  a  acheté  un  bien  de  1 00000  fr,,  qui  doit  An 
payé  en  i5  paiemens  égaux,  en  ayant  égard  aux  intétéà 
des  intérêts  ;  le  taux  pour  chaque  intervalle  de  paiement  ett 
de  5p.  |.  On  demande  de  combien  sera  chaque  paiement,  on 
la  quotité  de  chaque  paiement  ? 

(Rép.  9634',22.) 

Un  nombre  donné  d'hommes  a ,  augmente  tous  les  ont  db 
la  centième  partie  de  ce  qu'il  était  Vannée  précédente;  cm^ 
bienfaut'^il  d'années  pour  que  ce  nombre  devienne  lo/oispbn 
grand? 

(Rép.  281  "'environ.) 

On  tire  chaque  jour  d'un  baril  de  1 00  pintes  de  vin ,  use 
pinte  qu'on  remplace  au  fur  et  à  mesure  par  une  pinie 
deau  ;  déterminer ,  1®  combien  de  vin  il  restera  dent  U 
baril  lorsqu'on  aura  remplacé  la  5o'  pinte;  a'  dans  cor»' 
bien  de  jours  le  vin  sera  réduit  à  la  moitié,  au  tiers,  ouo» 
quart  ? 

I 

/^  Réponse  à  la  prcmifere  partie  de  la  question  :  6o^*"*-. 

l      Réponse  h  la  seconde parfîerôg''*""  pour  la  moitié,  109^ 
\      pour  le  tiers ,  et  iBS'*""  pour  le  quart. 
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§  IV.  Séries  logarithmiques  et  exponentielles. 

La  méthode  expdfée  n*  ao3,  pour  résoudre  Féqnatioii  €^zsbf 
suffisait  pour  donner  une  idée  de  la  construction  des  tables  de 
logarithmes;  mais  cette  méthode  est  très  laborieuse  et  même 
impraticable  lorsqu'on  reut  déterminer  la  valeur  de  x  avec 
un  grand  degré  d'approximation.  Les  analystes  ont  découvert 
deg  méthodes  beaucoup  plus  expéditives,  soit  pour  construire 
de  nouvelles  tables ,  soit  pour  rérifier  celles  qui  existent  déji  : 
ces  méthodes  consistent  dans  le  développement  des  logarithmes 
en  série. 

223.  Soit  jr  un  nombre  dont  on  demande  le  logarithme 
développé  en  série;  et  appliquons  la  méthode  des  coefficient 
iadélerminés (n^  179^^  >^')* 

Il  est  d'abord  visible  que  l'on  ne  peut  supposer 

L  j-=  A  +  Bj- 4- Çf  +  Dj«  +  etc.; 

car  si  Ton  fait^=o,  le  premier  membre  se  réduit  (n^2t3) 
à  f infini  négatif  ou  à  Finfini  positif,  suivant  que  la  base 
est  plus  grande  ou  plus  petite  que  i  ;  tandis  que  le  second 
membre  se  réduit  à  A ,  qui  ^ratt  alors  être  de  même 
nature* 

Onnepent supposer    L^=:Aj-  +  ^+  ••••! 

puisque^=o  donne        1.  o    ou    —  co  =bo; 

mais  si  l'on  met  jr  sons  la  forme  i  +  x,  et  qu'on  pose 

L(i-f.jr)=Ajr  +  &e4*Cr'  +  Dj:(4* (0» 

en  faisant  jp  =  o ,  l'équation  1.  i  s=s  o ,  qu'on,  obtient ,  ne  pré- 
sente plus  aucun  caractère  d'absurdité. 
Têchons  donc  de  déterminer  les  coelBciens  A,  B,  C. .  • . 

< 

Pour  cela,  imitons  le  procédé  suivi  n**  182 ,  et  remplaçons  S 
par  «  ;  il  vient 
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Retranchant  Téquation  (2)  de  l'équation  (1) ,  on  obtient 

Le  second  membre  de  cette  équation  est  divisible  parx— -:; 
Tojons  si|  par  quelque  artifice,  on  ne  pourrait  pas  mettre  ce 
facteur  en  évidence  dans  le  premier. 

mais pouvant  être  regardé  comme  un  seul  nombre  « ,  on 

peut  développer  1.(1  +11)  ou  I.Ti  +-v"  )»  comme  l.(i+')i 
ce  qui  donne 

Substituons  cedéveloppemcnt  à  la  place  de  l .  ( i  +  x) — I .  (  1 + z) 
dans  l'équation  (3) ,  et  divisons  les  deux  membres  par  ar--  x; 
il  vient 

^»  '      .  '  •  +^•7^'"; — Ti  +  ^-7 TTÎ  +•  •  • 

=  A  +  B(:c  +  i)  +  C(:c»  +  xz  -l-z*)  +  .  • .  . 

Puisque  cette  équation  doit,  ainsi  que  les  précédentes,  se  vé- 
rifier qjueh  que  aoîéut  x  éi  z , posons  âè'=Si%yi\en  rékiHe 

ou  y  effectuant  la  division  indiquée  dans  le  premier  membrCf 
A(i— x+«*— x'+»i— •  •  0  =  A+aRr+3(ir»+4Dxî+ 
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On  a  donc,  d'après  le  principe  du  numéro  i88 ,  les  égalités 
AsœA,  — .A  =  2B,  A  =  3C,  — A  =  4D,   A=5E.,..; 
d'oii 

Ar=:A,   Bî=  —  -^f    C=:  +  -j,   D -rr — -.,E  =  +  ^... 

La  loi  de  la  série  est  évidente  :  le  coefficient  du  nf^"**  terme  «it 

*     A        .  •        .        ,      » 

égal  à  :^  -•-,  sttÎTant  que  n  est  pair  ou  impair;  on  obtient  donc 

enfin ,  pour  le  développement  de  L  (i  +  ^)  t 

l.(i+«)  =  yar  — ^j:'  +  -j  j:^  — ^ar4+... 

/X       X*       x^        x^       x^        x^  \ 

22^,  N.B.  Parla  méthode  précédente,  les  coefficiens  B^C^D, 
E ont  tous  été  déterminés  en  fonction  de  A;  maïs  ce  déro- 
uler coefïîcîent  est  re^lé  complètement  indéterminé.  Or  cela 
doit  être  d'aprcs  la  nature  de  Tesprcssion  que  l'on  s'est  proposé 
de  développer;  car,  puisqu'on  peut  former  une  infinité  de 
.stst&mes  de  logarithmes,  il  faut  qu'il  existCidans  le  développe- 
ment général  de  l.(iH-*^)>  une  quantité  tout*à-fait  arbi* 
traire,  qui  serve  à  distinguer  les  systèmes  les  uns  des  autres. 
lyaUlMiré,  on  a  vu(n®2i?.)  que  les  logarithmes  d'un  même 
nombre,  pri^  dans  deuiL  systèmes,  ne  diOerent  que  par  ûnfac- 
teuh,  ecmstani pour  î&ui  tes  nombres;  ainsi,  la  quantité  indéter» 
mioéedoit  être  un  facteur  commun  à  toute  la  série;  et  c'est 
pour  cette  raison  que  l'on  a  trouvé 

/x      X*       x^       x^       ar*      jfi  \ 

Le  nombre  A  est  (n*  212)  /e  module  dont  la  valeur  particulière 
caractérise  le  sjstcme  de  logarithmes  qtie  l'on  Tcut  comidéreY. 

225.  L'hjpolhèse  la  plus  simpf^qu'ofi  puisse  faire^  consiste  a 
lapposer  A=  i  ;  et  l'on  a^  en  désignant  par  r(i  +^)i  ccsys-s 
tmepertiouUer  delogarithniesi  *  * 
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Si  l'on  donne  à  x  toutes  les  Taleurs  possibles  »  on  formera  soC" 
oessÎTement  tous  les  logarithmes  de  ce  système  qui  a  reçate 
nom  de  Sjrsleme  naturel  ou  Sjrsikme  népérien  (du  nom  de 
Neper. qu'on  regarde  comme  l'inventeur  des  logarithmes). Oo^ 
cupons-nous  delà  formation  de  ce  système  y  puisqu'il  sera  béie 
d'en  déduire  ensuite  tous  les  autres ,  soit  en  donnant  à  A  dite* 
rentes  valeurs^  soit  par  la  formule  du  n*  212. 

Faisons 9  dans  la  série  (5) ,     x  =  o  ;     il  Tient    Y  i  =:  o. 

Soit  encore  a:  =  i  ;  il  en  résulte  ra  =  i— -+'r  —  7  +p  — ...• 

20      4     ^ 

série  très  peu  décroissante  qui  exigerait  que  l'on  prit  un  trb 
grand  nombre  de  termes  pour  obtenir  une  approximation  inlB- 
sante;  il  faudrait,  par  exemple,  prendre  les  cent  premiers  termes 
pour  aToir  la  valeur  de  Ta  à  0,01  près  (n**  176).  En  général|li 
série  ne  saurait  donner  les  logarithmes  des  nombres  entiers, 
puisqu'on  obtiendrait,  pour  tout  nombre  au-dessus  de  a,aoe 
série  dont  les  termes  iraient  en  augmentant. 

Voici  les  principales  transformations  que  les  analystes obI 
effectuées  pour  conduire  à  des  séries  propres  à  donner  les  lo* 
garilhmes  des  nombres  entiers ,  qui  sont  les  seuls  qu'on  doive 
placer  dans  les  tables  : 

Première  transformation.  Soit  fait ,  dans  la  série  (5),  x^'  i 

j 

on  obtient ,  en  observant  que  Y  (i  +  -  j  =  T  (^  +  i)  —  1'/, 
£n  faisant  successivement    ^  =  2|  3^  4>  ^••«  •»  on  trooTf 
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Va  _  F-    _   1  _  i      J.   JL L         J.   '  - 


^        4        32         192         1024 

La  première  série  donnera  le  logarithme  de  S  an  tDOjcn  àa 
logarithme  de  à,  la  seconde  le  logarilhone  de  4  0>k^^*>rtî<^n 
du  logarithme  de  3  •  • . ,  et  ainsi  de  suite.  Le  degré  d^approxU 
mation  pourra  toYiJours  Atre  dpj[^écié  {t\^  176);' puisq^^  Jes 
séries  sont  composées  (Ye  termes  ÀUerùativement  positifs  et 
ui^tifs  qui  dimhiuent  dé  pips  en  plus:  '    ' 

Secotkde  transformation,  Oo  pàrrrent  tr  des  séries  beaucoup 
plus  commodes,  par  le  moyen  suitant.;  "  **  ^     .  *  ^      .  n   f 


A 


:3      jr* 


«A  Jv  ^»  «w 

Substituons  dans  la  sériel  (i+a:)^;  ---•?-  +----^j--}-.  ,^, 

1       2        ;$       4 

—  j:  à  la  placé  de  x\ 

tient 1  (i — ^jf)=i=-i--  — -*- 5 7  — ...; 

I        2       a        4 

d'o&i  en  retranchant  ces  deux  «éi4es  l'une  de  l'antre^  et  eh  ob* 
serrantqne    r  (i +*)  — l^i  ^x)===rf±^,       ,.         ^ 

I  —X         \i        3        5         7         9  ^ 

Pour  que  les  termes  du  second  membre  décroissent  rapide* 

ment ,  il  faut  que  x  soit  une  fraction  très  petite  ^  et  dfki\s  çé  cas^ 

I  ■4"X 
^^     est  plus  gratid  que  Fumiéy  mttîs-  en  diiftref  ib|^>pi^tt« 

1  ~~  X  • 

X  I 

x'osons  aouc     =  i -f***"     (tétant «a moinsiégftli  1); 

I  •■■"  X  z 

il  Tient     (i+x)«  =  (i  —  x)(z+i); 
d'où  y  en  réduisant,       x  = 


2Z-f-  I 
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Donc  la  sérié  précédente  devient  Y  (l  +  -j  ou 

Celte  série  donne  également  la  différence  entre  deux  logarithmes 
consécutifs;  mais  les  termes  décroissent  beaucoup  plus  rapide- 
Yttent  qae  la  série  (6). 
"S«t  faiit  «uoœssÎTeinent        sssi,  2,  3,  4>  ^ ;    ^^ 


Soit  '  x=z:  100;  il  en  résulte 


i 


Kjoi=ïsf  loo-f-af — -^^/     'xs^t; — ;s+--«  i; 

'     \2oi      3(aoi)^      5(aoi)*  '        y 

série  dans  laquelle ,  le  logarithme  de  100  étant  connu ,  le  pre- 
mier tqrme  suffit  pour  donner  celui  de  101  aToc  sept  cbifires 
décimaux  (^. 

II  existe  encore  des  formules  bien  plus  cxpéditÎTes  qui  servent 
à  exprimer  des  logarithmes  en  fonction  d^autres  déji  connus; 
mais  ce  qui  précède  suffit  pour  donner  une  idée  de  la  facîlilé 
aiec  la^jneUe  on  pourrait  construire  des  tabksi. 

236.  Les  logarithmes  népériens  étant  calculés ,  il  est  facile 
de  former  un  tant  autre  ijstëme. 

Par  exemple ,  pour  former  le  système  ordinaire ,  il  faut 


■*" 


(*)  Voyez  la  primière  note  placée  \  ta  fin  de  ce  cliapicre. 
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(n*  ai  a)  maltiplier  chaque  logarithme  népérien  par  le  module 

p — .  Ce  nombre  a  été  calculé  avec  tout  le  degré  d'approxi- 

matîoQ  que  l'on  peut  désirer;  et  sa  valeur  en  décimales  est 
Oy434a944^'9*  -  •<  c'est  le  maduk  proprô  à  passer  du  aysikme 
naturel  au  système  dont  la  base  est  lo. 

Ce  module  exprime  d'ailleurs  le  logarithme  ordinaire  de  la 
base  du  système  népérien;  car,  en  appelant  e  cette  base,  on  a 
l'équation  e^''*  s:  lo;  d'o&|  prenant  les  logarithmes  Aiwt  le 
système  ordinaire,  1.1»'    . 

l'.ioXi.«=l*  losi  ;     donc,     l.'ffas-^t=a;43429'-  •  ;'• 


Comme  les  tables  ordinaires  peuvent  être  déduites  de  ce  qui 
précède ,  on  peut  s'en  servir  pour  déterminer  le  nombre  au£|uei 
correspond  le  logarithme  ci-dessus;  et  l'on  trouve 

o,43439443'9-*  *  -  =1.«=:1.  2,7182818284* .  • 
Ainsi,  e:=  2,7i828i8284.  •  -  • 

Nous  ailons  bientôt  parvenir  k  ce  mteie  résultat  'par'  une 
autre  voie. 

227.  Dévehppement  en  série  de  t  exponentielle  a*. — La  liai- 
son qui  existe  entre  les  quanti  tés  exponentielles  et  les  logarithmes 
[  liaison  qui  coufiste  en  ce  que ,  0  représentant  Ift  base  d' un  sys- 
tème de  logarithmes,  or  est  (  n®  208)  le  logirithiae  de  l'èxprtt*- 
jkion  a*] ,  nous  conduit  à  chercher  s*il  ne  serait  pas  possible  de 
développer  a*  suivant  les  puissances  tle  x;  ce  qui  donnerait  alors 
le  développement  d'un  nombre  en  fonction  de  son  Iqg^itbme, 
question  inverse  de  la  précédente. 

Supposons  donc  ce  développement' trouva,  et  soit  *  ' 

si  l'on  fait    xsso,     l'écjuation  se  rédiiità    o^s^i,  résultat 
exact  ;  ainsi  cette  foripe  ^e  développement  est  admissible. , . 
Pour  déterminer  A,   6,  C,   D....,   remplaçons  x  %iar  z; 

24. . 
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228.  Conséquences.  Sî  |  dans  cette  série  »  on  suppose  Jr=  1 1 
elle  devient 

,k       k-  k^  ^ 

d'oii  l'on  Toît  que  a  est  exprimé  en  fonction  de  i* ,  de  même 

que  la  relation  k  = i-  -f-  . . , . ,  donnaîl  A  en 

fonction  de  a. 

Gela  posé,  cherchons  la  Talear  particulière  de  «,  qui  cor- 
respond à  A  =  1 ,  et  désignons  par  c  oet(e  Taleor  partîcu- 
liire*,  nous  trouvons 

c  =  i+7  +  — +77^  + j^3^ +...., 

^rie  décroissanle  (^) ,  dont  les  f  t  premiers  teitees  donnent  pour 
somme  > 

2,7182818    à     0,0000001     près. 

lia  comparaison  de  ce  résultat  avec  le  nombre  obtenu  n*  226, 
pour  la  valeur  de  e,  base  du  système  népérien,  semble  indi- 
quer que  c  et  e  sont  idetuiques  ;  or,  c'est  ce  qu'on  peut  dé- 
montrer immédiatement 

En  effet,  soit  posé   dans    la  formule    (4)»   ksp  ^s  t ,  d'oa 

T  =  y  ;     elle  devient 
k 

I 

I  1.2         1.2.3         1.2.0,4 

I 
ce  qui  donne  nécessairement  ir  ^=c. 

Prenant  les  logarithmes  des  deux  membres  de  cette  der- 
nière égalité  dans  le  système  qui  aurait  pour  base  c,  on  trou%*e 

j»|tf=:i,     d'où     lû  =  A, 


C)  yoyçz  la  première  noie  placée  h  U  fin  de  ce  clia pitre. 
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ou,niulUiutà  Iti  place  de  k  sa  valeur  (ii®  227}^ 

g,,  (^^,)>         (g^Ql         (^,^,)i 

ou  bicu  encore ,  posant   a  =  i  -|-  x ,     cFoii    a  —  1  =  x, 

w     I      X       *      ar*      j:*       x» 
1204 

Or,  celte  forniule  est  précisément  cel1equ\>n  a  obtenue  (11®  225) 

pour  In  développement  du  logarithme  népérien  de  i  -^  or. 

Donc  les  nombres  c  et  e  sont  identiques, 

229.  La  formule  (4)  du  numéro  227  |ieut  prendre  dîffërenics 

formes  qu'il  est  lK>n  de  faire  connaître  ici. 

I 

Considéroni   de  nouyeau    la    relation   arz^ic ,  ou  plutdt, 

a  =  e  (  puisque  l'on  a  c  =  e  ) ,  et  prenons  les  loga- 
rithmes des  deux  membres  dans  un  système  quelconque;  il 

fient 

y.ta  =  1e,     d'oJi      ^=r-. 
k  le 

Ainsi  la  formule  (4)  se  cliange  en  celle-ci  : 

Cesl  la  forme  sous  laquelle  on  présente  ordinairement  le  dé- 
veloppement de  a'y  les  logarithmes  étant  pris  dans  an  système 
tout-à-fait  arbitraire. 

Cas  particuliers,  i^  Le  nombre  a  peut  être  pris  pour  base 
du  système  de  logarithmes.  G)mme  on  a ,  dans  ce  cas ,  la  :=:  i , 

et    A:  =  —,  la  formule  devient 
le 

Tel  est  le  dcTcloppemcnt  d'un  nombre  quelconque  en  fouc  - 
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lion  de  son  logarithme  pris  dans  le  système  dont  la  base  est  tf% 
2®.  Soit  le  nombre  con9tant  e  pris  à  son  tour  pour  base  du 
système.  Comme  on  a  alors  te  =  i ,  d*oii  ^  =  la ,  ou  plutôt 
k  =  Va,  d'après  la  notation  du  n^  2.25 ,  il  résulte  de  cette 
hypothèse    '        '      ' 


a* 


I  4.-^.1'^  + .  {\'ay^ ..{!«)'  +  . . . 

I  1.2  1.2.3 


3*.  Enfin ,  soit  posé  a  =  e^  ce  qui   donne  nécessairement 

.—  ou  A  =s  I . 
le 

La  formule  se  réduit  ^ 

I       1.2       1.2.3       1.2.3.4 

C^tto  série  ^  qui  est  la  plus  usitée  y  donne  le  déreloppet 
ment  d'un  nombre  en  fonction  do  son  logarithme  népérien. 

Nons  terrons,  dans  le  dernier  chapitre,  les  conséquences 
que  l'on  déduit  de  toutes  ces  formules.  Mais  nous  pooToos, 
dès  à  présent,  faire  remarquer  comment  le  développement 
des  logarithmes  en  série  .se  déduit  du  déTeloppement  des  ex- 
ponentielles. 

la        . 
D'abord  y  la  relation  i^rrs-p,  qui  se  réduit  à  k^^Va  lors- 
qu'on prend,  e  pour  base  du. système  de  logarithmes,  donne 

(u«227),ra  =  — ^     2       +       3        ~ »     *"" 

I  .       .   .  •  . 

tj.       ,        K  ^         ^'  -3^'         ce* 

Cette  même  relatiqn  donne  ensuite 

'lfl  =  A-.le; 
d\)iiy  en'  mettant  à  ta  place  de  ^  sa  valeur,  et  po$aut  encore 
a=  I  +  x, 

Le  module  inconnu ,  le ,  peut  être  obtenu  facilement  (a*  226} 
dès  que  les  Ipgarithmes  népériens  ont  été  calcules. 


NOTE  SUR  LES  SÉRIES  œNVERGENTES 


<«"«( 


Le  développement  d'une  fonction  en  êéne  a  principalefflenc  pour  but  da 
Uouncr  en  nombres  approcbés  la  valeur  numérique  de  la  fonction,  lonqu'oa 
oiiriboe  des  valeurs  particulières  à  la  variable  qui  y  entre.  Mais  pour  que 
ce  but  puisse  éire  atteint,  il  faut  que  la  série  soit  du  nombre  de  celles  que 
l'on  nomme  conucrgentes.  Il  est  donc  important  d^c'tablir  les  caractères  do 
ces  tories  de  séries  :  tel  est  Tobjet  qu'on  se  propose  dans  cette  note ,  qui  ser^ 
vira  ainsi  de  coniplifment,  tant  aux  applications  que  nous  avons  faites  de  la 
formule  du  binôme  à  l'extraction  des  racines  (  n®*  175,  177  )  y.  qu'au  calcul, 
dei  logarithmes  par  le  moyen  des  séries. 

1.  Une  série  indéfinie  est  dite  GovTSaoBiTB ,  lorsqu'on  peut  assigner  une 
limite  de  l'erreur  que  l'on  commet  en  prenant  les  n  premiera  termes  de  la 
•^rie;  cette  limite  doit  d'ailleurs  év^  susr.eptible  de  devenir  moindre  que 
tonte  grandeur  donnée  y  pourvu- qne  Ton  prenne  n  suffisamment  grand. 

U  fai;t  avoir  reconnu  que  ces  condilioa»  sont  remplies  pour  ponvo». 
affirmer  que  la  série  est  eoni*ergenie. 

Par  exemple ,  toutes  les  séries  dont  les  termes,  étant  aitemativement  po^ 
illifs  et  négatif  s  y  décroissent  continuellement  et  indéfiniment  ^  sont 
«les  séries  couTergenies ,  puisqu'on  a  vu  (  n«  176  )  que  la  différence  entre  la 
vkleor  numérique  de  la  série  tout  entière  et  la  valeur  nnmériqnede  la  somme 
(les  n  pramîers  termea  est  moindre  que  le  (n-f*  i]*^"^  terme,  lequel  peot, 
par  hypothèse,  devenir  aussi  petit  que  l'on  veut  quand  on  prend  n  suffi* 
saj^ment  grand» 

De  m^ttie,  tonte  progression  par  quotient  décroissante  à  l'infini,  est 
vue  lérie  convergente,  puisque  (  n*  igS  )  la  différence  entre  la  comme  ■ 

(le  toos  les  termes  et  la  somme  des  n  premiers  termes,  es;  exprimée  par  — ^  % 

(joantité  qui  peut  devenir  moindre  que  tonte  grandeur  donnée ,  pour  une 
valenr  de  a  suffisamment  grande. 

Un  caracièra  important  des  séries  de  la  prsmière  espèce  dMit  nous  venons 
de  p^rldryest  qne  le  rapport  ^'lui  terme  queUwt^ue  k  oeiiêi  qui  le  précède^^ 
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lion  de  son  logarithme  pris  dans  le  système  dont  la  base  est  flv 
2®.  Soit  le  nombre  constant  e  pris  à  son  tour  pour  bue  da 
système.  Gomme  on  a  alors  le  =:  i ,  d'où  ^  =  la ,  on  pktôt 
k  =  Va,  d'après  la  notation  du  n^  226 ,  il  résulte  de  cctle 
Lypothèse 


^*        mm  "*>  .■#        •  *''' 


I  1*2  1«2.0 

3*.  Enfin,  soit  po^  azzie,  ce  qui   donne  nécessaircQAeut 

«—  ou  k^  i. 
le 

La  formule  se  réduit  à 

I  1.2     '     1.2.3  1.2.3.4 

CQtto  série  ^  qui  est  la  plus  usitée,    donne  le   déreloppen 
ment  d'un  nombre  en  fonction  do  son  logarithme  népérien. 

Nous  Terrons,  dans  le  dernier  chapitre,  les  oonséqoenoa 
que  Ton  déduit  de  toutes  ces  formules.  Mais  noua  pouvoUf 
dès  à  présent,  faire  remarquer  comment  le  développemeot   \ 
des  logarithmes  en  série  se  déduit  du  développement  des  ex- 
]>onentieUes. 

D'abord,  la  relation  Arr=:--,  qui  se  réduit  à  kssYa  lors-   , 

le     ^       ' 

qu'on  prend  e  pour  hase  du  systome  de  logarithmes ,  doune 

.     .,         û -^  I  •     (a — i)*  .   (fl  —  i)^ 
K227),rû=:— S——.L+l—^^ ,    OH 

Vf^  .  V  ^  ^"^  ^^  ^^ 

Cette  même  relation  donne  ensuite 

'  la  =  A' .  le  ; 
d*où,cn  mettant  à  la  place  de  k  sa  valeur,  et  posant  enconi 
a=  I  +a:, 

Le  module  inconnu,  le,  peut  être  obtenu  facilement  (n*  33b} 
dès  que  les  logaritlmies  népériens  ont  été  calculés. 
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infinie  f  et  ^oe  par  rooséqoeni  la  limiie  de  rcrreur  est  niMii  une  quantité 

in^/u>,  ou  réciproquement. 
CoividvroBS  ,  par  exemple ,  la  série 

coaoue  6oas  le  nom  dû  série  harmonique  ;  cl  prenons  le  rapport  de  deux 
t/tratt  conse'cntifs  quelconques 

I)  vient 

Or,  on  Toii  que  ce  rapport,  qui  est  constamment  moindre  qac  i  ,  aug* 
mraie  à  mesure  que  n  angnientc  et  se  rapproche  de  plus  en  plus  de  Vunieé, 
qui  peut  ainsi  dire  cunsiilêri-e  comme  la  limite  en  plus ,  on  comme  le  maxi- 
mum de  ce  rap()ort.  Il  j  a  donc  lieu  d'appliquer  h  la  série  ci'dessus  ce  qui  a 
(le  dit  pour  le  premier  c;is  du  nume'ro  précédent  j  c'est-à-dire  que  la  limite  de 
rerrcur  est  la  somme  des  tenues  d^une  progression  g<fom<f trique  ayant  pour 
raiton  l'uni  té,  somme  qni  est  nécessairement  infinie  (n*  3>.  Donc  enfin, 
la  somme  des  termes  de  la  série  est  elle-même  infinie» 

C*est,  au  reste,  ce  qu'on  pent  ▼érificrd^unc  autre  manière. 

En  effet ,  si ,  dans  la  série  (5;  du  numéro  aa5,  on  poao  1  -f*xc:^,  il  vient 

Y^  -  -21=11      (y^^)'  j.  (r-O*      fr-0*  . 

Soit  fait  QiaintenanI  Y^^o  dans  cette  égalité;  ou  trouve 

Or,  on  sait  (tt^  3:3)  que,  dans  ton*  las  systèmes  de  logaiiihacs  dont  la  base 
nt  plus  grande  que  Funité,  le  logarithme  de  o  a  pour  Talenr  V infini  négatif i 

donc  la  valeur  de  la  série  -  +  -  +  5  +  7  -f*-  •  •  ^l  infinie* 

13  3  4 

Pfior  pea  d'aillcors  qu'une  série  tirée  de  (i)  décroisse  plus  rapidement  qiio- 
U  série  liarmonique,  elle  aura  nécessairement  une  valeur  finie  f  car  j^,  quelque 
petit  qtril  soit,  a  une  valeur  finie  ;  ainsi  il  doit  en  4tre  de  même  «le  son  dé^ 
vcloppcmcnt.  Toutefois,  pour  reconnaître  si  h  série  est  Téri|ablement  coo» 


ou 
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t^ergente,  il  faut  poufoir  assigner  la  limiie  de  l*eiTeor  cwnmiat  lonqa^on 
•'arrête  li  un  terme  de  rang  ^pielconqae. 

Or,  sî  Ton  pose  /  =  -,  s  pouvant  être  un  nombre  trèe  grand  ,  il  Tiea( 

a 

Le  rapport  de  deux  termes  consécutifs  est 

(n  — 1\     s — I  a— I         i/"»— iN 

__^ .__,  „„  __  _  .(^__^, 

a  **  I 
quantité  pins  petite  que  la  fraction  constante  ,  mais  qui  s*eo  approche 

de  plus  en  plus  k  mesure  que  n  augmente. 

On  a  donc  (a*  cas,  n*  a)  pour  limite  de  Terreur,  la  somme  d'une  progKi- 
sion  décroissante  dont  le  premier  terme  est  celui  qui  suit  le  terme  anqoel  oa 

s'arrête ,  et  qui  a  pour  raison  le  nombre  constant . 

Cette  fraction  est  d'autant  plus  petite ,  et  par  conséquent  la  convergence  de 
^a  série  est  d'autant  plus  sensible ,  que  a  est  plus  peut. 
Soit ,  par  exemple ,  a  =  a  »  ce  qui  donne 

On  a  ICI  >  c±  - . 

a  9 

Ainsi,  la  limite  de  l'erreor  que  l'on  commet  en  prenant  les  5  premien 

termes  pour  la  valeur  de  la  strie  totale,  est = = . 

^  1-7        ^_i         19a 

a 

En  générai ,  la  limite  de  l'erreur  est,  pour  cette  série ,  le  double  du  tcmw 
qui  suit  celui  anqi^cl  on  s'est  arrêté. 

5.  Nons  allons  actuellement  revenir,  tant  snr  les  applications  nnménqoei 
de  la  formule  du  binôme ,  que  sur  les  séries  partîculièces  qui  ont  été  dédsites 
des  séries  logarithmiques  ou  eiponentielles  \  et  nous  ferons  voir  que  toute» 
les  séries  obtenues  rentrent  dans  les  différcns  cas  examinés  ci-dcssus. 

D'abord  la  série  générale  du  numéro  1741  étant  telle  qae  les  termes,  à  partir 
du  second,  sontaltfrnativementposiiifii  et  négatils,  il  faut  encore  a^assnrer&i 
las  termes  ront  en  décroissant  et  peuvent  devenir  aussi  petits  que  l'on  veut. 

Or,  en  désignant  par  p  le  rang  d'un  terme  quelconque ,  il  est  facile  de 
Vûir  que  l'on  ^  pour  le  rapport  de  ce  terme  an  précèdent, 


SUR   LES  SERIES   COIVTERGENTES.  38 1 

^— — — .  -,  a  (îtaDt  sapposc^x: 

ce  qui  prooTc  qae  chaque  tenue  de  la  série  eft  une  partie  du  précédent ,  pina 
pftiie  que  la  fractiou  marquée  par  -.  Ainsi,  les  termes  diminuant  indcGni» 

ment,  la  série  rentre  dans  le  premier  cas  du  n*  i  de  cette  note* 

Dans  la  série  du  n<»  177,  tous  les  termes  sont  de  même  signe  à  partir  du 
lecond. 

Mais  le  rapport  du  ;>w»«  terme  au  précédent  étant  •  -t 

quantité  que  Ton  peut  meiira  sons  la  forme  -«-.-  • .  .-,00  iroii  que 

ce  rapport  est  connamiment  wwindn  que  *  ,  et  qn*à  mesure  que  p  aug- 

mente ,  ce  rapport  approche  de  plus  eu  plus  de  la  fraction  — ,  qui  en  «at^ 

ar 

par  conséquent  la  limite  en  pins,  ou  la  ralenr  maximum.  Ainsi,  cette 
iérie  tombe  dans  le  second  cas  da  n*  3;  c'est-à-dire  qae  la  limite  de  Vei" 
reor  commise  est  la  somme  d'nnc  progression  décroissante  ayant  poiAr  /pre- 
mier terme  celai  qui  suit  k  terme  auquel  ou  s\irrétey  et  pour  raison  le  rap- 

a 
port  mtfjrimun»  ~« 

X 

En  appliquant  ce  principe  au  4*  exemple  proposé  n*  177,  on  reconnaît 

7 

qpe  les 5  premiera  termes  de  la  série  donnent  la  ^enr  de  |/io9  à  moins 
</eo,ooeoi  près. 

En  général ,  on  peut  démontrer  que  la  série  qui  représente  le  Héireloppe- 
ment  de  (1  -|- s)*  est  convergente  tant  que  z  est  une  fraction  positire  00 
nq^ative ,  m  étant  d'ailleurs  différent  d^un  non»bre  entier  et  positif»  Maia 
celle  démonstration ,  qui  n'offre  aucune  difficulté  d'après  les  principes  éubKs 
ci-dessus,  nous  entraînerait  trop  loin,  et  nous  la  proposons  comme 
ciercice.  f 

6.  Passons  aux  séries  logarithmes  et  eiponentiellcs. 

La  série 

obtenne  n*  335,  rentre  dans  le  premier  cas  du  n»  i,  puisque  Ice  lerknes  étant 
aitematiTemeot positifs  et  négatifs,  décroissent  indéfiniment* 

Qoant  h  la  série  du  même  numéro , 

r(«-#-i)  — r«=3  ( — rr  +  s ; — ;  +  n — : — t*  -+•••.)» 


38^  NOTE 

on  a  [lonr  le  rapport  de  deux  (crmcs  consccutiff  qoelconqan»      i 


— ^—  t  5 : — r-  ou  7— 


H'~^ù' 


ce  qui  prouve  que  le  rapi>ort  cit  constamment  moindre  que  ' — —ri  ^^ 

qn^îl  s'en  rapproche  de  plus  en  plus  à  mesure  que  n  aa};inente,  et  (fs'ilA 
cetto  franion  pour  liioicc. 

La  série  se  trouve  donc  encore  dans  le  second  cas  du  n*  9.  Le  npfXKt 

maxtmum  serait  ici  ; : — r-,  fraction  très  petite  si  s  eti  très  erand. 

(as  H- 1)»  *  " 

Enfin,  la  série  qui  donne  a*  (n«  rxvj) ,  finît  toajoors  par  devenir  reiviT- 

gente ,  quels  que  soient  /i  et  or ,  puisque  le  rapport  de  deux  tenues  conwra* 

kx  ,  . 

tifs  est  ^  ,  fraction  qui  a  zéro  pour  limite  relatÎTcK  Paccroinement  des. 

7.  Nous  terminerons  cette  note  par  une  remarqua  sur  la  basée  du  syiitee 
ncpërien. 

On  a  trouvé ,  n?  vA , 

t  I  I 

i.a       i.a.3       i.a.3.4   ^  ^  *  I 

Or  il  est  aîsc'  de  dcmonircr,  i*.  que  cette  scrie  est  le  dcrcloppemeiK  d^ 
nombre  incommensurable  ;  a®,  qu'elle  est  convergente,  et  quepocrrhi* 
cane  des  sommes  partielles  des  deux  premiers,  des  trois  premiers...  teni(f> 
la  limite  de  Terreur  peut  ^trc  assignée. 

D'abord  e  ne  peut  être  on  nombre  entier,  car  on  a  cvidmnmeDt 

a      a. 3      a. 3. 4  a      a*       a^  ' 

et  cette  seconde  série  est  une  progression  décroissante  qni  (n*  \çfi)  i^^ 
sfimme,  V unité. 

Il  suit  de  \h  que  -  H 5  H 5-7  4--  •  •  est  moindre  que  i,  et  par  conic- 

^      a       a.  3       a.  0.4  ^        »      r 

quent  que  c  est  un  nombre  compris  entre  a  et  3. 

Je  dis,  en  second  lien,  qn'ancun  nombre  fractionnaire  exact  ne  peotrx- 
primer  la  valeur  de  e. 

En  effet,  soit,  s'il  est  possible,  c  égal  h  —,  m  et  n  étant  deux Boml'^ 

cntici» ,  tfl  n<^m,  mais >  1 .  Kn  poussant  la  série  juM£u\\  ce  qu'on  parvicim"^ 


I 
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aox  IrrmfS  dont  les  <li*nofninat«nn  Tenfrrint*nt  le  facteur  n ,  on  aora 


m  I     .       I 

n 


1    ^,       Il  I 

1.3      1.3. S  i.a.3...ii       i.a.3.../i(n-+-0 


vis 

on  simpJemaot  —  =r  «  4*  C, . . .    (a) 


(en  posant,  pour  abréger, 


1.3         1.3.3  1.3.3. ..(/i  —  Ij/i 


C=: 


' I ! .       , 

i.3.3..,/i(«-f-i)       1.3.3... /i(n+ij  (it-f3)  '* 


O'ia  pose,  multiplions  les  tlenx  membres  de  Pegatitc  (3)  par  1.3, 3. .  .n; 
il  vient 

1.3.3...  (/i  — !)•»«  =  1.3.3.  ../i.d-f.  1.3.3... /i.C...     (3). 

Mats  le  premier  membre  de  rcgalltc(3)  est  éTidemment  an  nombre  entier; 
il  en  est  de  même  de  la  première  partie,  i  .3.3.,  ./i.«,  dn  second  membre, 
pnitqne  tons  les  termes  dont  se  compose  «  sont  des  fractions  ayant  pour 
dénominateurs  des  sons-mulliples  du  facteur  1.3. 3...»,  par  lequel  on  a 
mnUiplîéa.  Donc,  pour  qnerégalitc  (3)  subsistât,  il  fandraitqne  T.3.3...n.C 
fût  aussi  un  nombte  entier.  Or,  cela  est  impossible ,  car  cette  expression  se 
réduit,  lorsqu'on  remplace  C  par  sa  valeur,  à  la  se'rie 

«■+•1        C^-f-O  C+a)  ■*•  t»-hO  ("4-3)  (»+3)  ■*"•••' 
laquelle  a  évidemment  une  valenv  moiiHhe  que  celle  de  la  progression 

dont  la  limite  (n»  iqS)  est  — 


Donc  enfin,  Fcgalitc         —  ^  3  -f- ■♦-  5  -^... 

'    ^  n  1.3         1.3.3 

est  elle-même  impossible,  et  la  base  e  ne  saurait  dtro  égale  à  un  nombre 
commcnsurablc. 

Le  calcul  précédent  peut  servir  h  faire  estimer  la  limite  de  l'erreur  qnc  l'on 
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commet  CD  preniint  poar  la  valear  de  e ,  la  f  ommo  dca  Jt  prcmîen  lencide 
la  série. 

En  effet ,  rcrreor  commne  est  marquée  par 


i.'j.J./i(n-f- 1)       i.i.i..  ./i^/«-t- i)  (/i -f- 1)      '"* 


ovt 


^~"i.a.3...it  V/i-+-i"^(/i4-i;   (n-Hî^)"^*"/* 


maU  on  Tient  de  voir  que  la  série  entre  parenthètei  est  moindre  qoe  -.Oi 
a  donc 

C<— ='— j. 
I .a. 3.. .n* 

Soit  n  =:  lo ,  ce  qni  rerient  k  prendre  les  1 1  premiers  termes  dans  la  inii 
iH 1 +...Î    on  uonve    f  <  âTr-rr- — <  o,ooooooo3. 

Donc  la  somme  des  it  premiers  termes  ne  difiïre  de  la  vraie  valcor  àti 
qned^nne  quantité' moindre  que  0,0000001.  {F'oyez  le  n*  aab.  ) 
jy.  J9.  On  panrient  également  h  la  limite 


c< 


1.3. 3. ../!■' 


en  appliquant  directement  h  la  série  (i)  le  premier  cas  dn  nnmi'ro  3. 
En  cffci ,  le  rapport  du  (/t-f-i  y»*"»*  terme  de  la  scrie  an  n*^'^  est  cridemmcof 

. ,  quantité  qui  diminue  de  plus  en  plus  à  mesura  qn«  n  angneaK» 

î>onc,  la  limite  de  Terreur  s^obtiendra  (  n»  3  )  en  supposant  que  le  rapport 

reste  constant  h  partir  dn  (a  -f»  i  y^'f  terme:  et  Ton  aura  pour  rdif 

limite , 


:.-    ' 


I — q        I  .VI.  J..  ./i  —  I /*;yi-H  1)  /14-i 

w-h  I  I 


on  —  ^  , ;— :   X   —  TT ;» 

T.a.3.../t — i/i(/i-+-i}  n  i.a.J...«' 

ce  qu'il  fallait  trouver. 


mssU 


NOTE  sur  le  calcul  de  Verreur  à  laquelle  donne  lieu 
remploi  de  la  proportion  que  prescrit  Fusage  des 
tables  de  logarithmes  (  voyez  n"*  2x4,  et  ^rithm^p 

n«  267  ).  '  "y^ 


t  * 


'»     .1  ■'. 


Poor  calculer  lea  lo^rithmc*  Jei  nonthrei  entiers. jet  décLoiaQX  qui  ne  toni 
pas  dans  les  taUef  ordinairea,  et  ponç  revenir  de  cea  logaritJiDi.esaa^  nombres^ 
corrcf  pondaaa ,  on  suppose  »  i'*  que  les  différences  entre  Us  nombres  sont 
proportionnelles  aux  différences  entre  leurs  logarithmes*:  a*l  ^ae  lei^lo" 
garitlimes  placés  dans  les  tables  sont  tout-h-Jait  exacts. 

Or  cca  dcus  propQaitiom  ne  aopt  rigoureosemcnt  vraies  fiîrune  ni  Tantre. 
Il  e»t  donc  nt'cesaaice^  après  avoir  fait  voir  d^uhocd  sur  ^aeli  princîpea  re- 
pose la  proportion  ci-dcs«us,  de  calculer  ensuite  le  degrë  d^approxîmâtion 
quVlle  Toaroit  et  Terrenr  qtiVlle  peut  produire  lorsqu^on  a  égard  aux  iieux 
causes  d'inexactitude  dont  elle  est  affeciéet^  '        '*    *         i*     >  • 

I.  PsKHiKE  p|iiRCiPB'  Soient  n  +  I  et  /i  deux  nombres  entiers  consi^cniif 
U  différence  A ,  ou  1  (n  -f-  0  —  l/i,  <fe  leurs  logaritlimesi  diminue  h  mesura 


•'      *  '  '^  I 


<fue  n  augmente  ;  et  elle  est  toujours  moindre  que  la  f radian  -— . 


ail 


0«.«,c]!ct    I(„+»)-.Ui,l  Çl±iy=i(^,+Î);  «'"•"•  •  • 

ce  qoi  prouve  dcjb  <pe  A  dîAred^nunt  moiiM^la  1. 1  ^otvtle  o,  ipe  le  nom** . 

W  A  est  plus  grand. 

1 
Si  maintenant  on  fait,  dans  l|i  forjqole  du  naméro\a;i3  ^  ^  =:  --.  on  CrouTo, 

-   -       "  \       »     •         /  '    '^ 

A,  oft  l  fi  +  -^  =  A  ( ^  +irî— «^C'V 

'  \        n/  \n       an»     -.Jnl,  «i    »  /%  ;; 

•crie  qui  donnera  la  Taleur  de  A  btcc  un  degré  d'approximation  d'autant  plot 
rapide  que  «  aeta  plus  grand.  .  ' '  /   -  •  '^ 

Comme  on  a  d'ailleurs  (  n*  aa6)  A  =  o,43.  •  •  ^  -•  et  que  la  série.. .. 

a 

■•  —  —  -f»«tc.,*it(n«  170)  momdreqae  -,  il  en' résulte  nécessairement 
n       a«»  7       \       /   /  ^      n 


A<— •  Ce  qu'il  fallait  démontrer»  •     '» 


aS 


I 

k 

I 
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Soit,  par  rxtmjAe,    n  =:  loooo;    il  Tient 


A< <  o,oooo5: 

'.  ^    .  ^  30000  ' 


«leii^-flîré  Vpie  la  di%'icnce  est  ttomdve  qa«  h  il^at'W^  IftfxrfV  4|  f-ft^f^ 
du  4*  chiffre  fJécimal, 

Ceci  expli<{uc  comment,  <1oDf  une  teiilc  page  cfrt  tables  c!e  Callet,et& 
partir  de  loooo,  on  a  pu  placer  un  aussi  grand  nouibrc  de  logjriihnrt. 
Chaque  page  renferme  6o  lignes  horizon laK**,  chaque  ligne  lo  logarithmes; 
et  comme  il  résulte  de  ce  qui  vient  d^étre  dit,  que  les  irois  premiers  chiSrcf 
décimaux  sont  nécessairement  coiuuinns,  même  à  plusieurs  Jixaines  succes- 
sives de  log&rithmes,  il  suffisait  dVciire  une  seule  fois  en  marge  ces  trmt 
ciiifiVes ,  eTde  phccr  ensuite  è  rrart  les  quatre  demieis  qui  eorctapoodesi  i la 
tarilidon  (fd  nonibrêr  "'     ''  '• 

[.Comme  Ic^  tables  de'CalIet  s^ctcndent  josqn*h  T08000,  on  a  ftkncé  quatre 
chiftrcs  fTi-ciniaux  en  marge ,  pnnr  (ons  les  nombres  au*dessaii  fie  f  00000 
(parce  que  Ton  ai  d.ins  ce  cas.  A  <^f>,ooooo5),  ce  qui  a  permis  alonde 
présenter  les  losanihmes  ce  c.i's  nomurts  avec  o  chiifrcs  deéimauz  au  lies 
de  ^,  sans  rten  ctiangejr  à  la  disposition  adoptée  poir  les  nombres  comprit 
entré  10000  et  100000. 1 

3.  Secoso  PRIHCIPE.  Soient  A  ^  ou  I  (  R -f"  \  )  "^  l'Zt     ^^     ^'t     00.... 
|(ii^^j|-.|^n-i.|),  deux  (liSEtircnces  consécutives  dj  lo^oritfimcs;  je  dîi 

V^  C9f  '^fi^^'i'S^  Pt'^^*^^''^  ^^''^  '^iSi^.ff  ^omfic  égaies  toutes  tes  fois 
que  n  est  ^U'dessus  de  10000. 


4i 


Onaepe&t  .   A  =1  (  w-f-I  )- UrF=l  (^4^). 

"  "        - 

ec  'p^      A^  î=?i  («.+••)  — 1(11.^1  )calfîl^^î 


d^où   ''  '-'  iw  -  A'-  !  f'Ù±i^±l\  ^  if  1 4.  -T^tr^\ 
oa  bien ,  posant  dans  la  formule  du  numéro  333,  x  =    ■        .      ,, 


<  •  *o     I.  t      :j  .:n 


elper  eonséqiicnt.  puisque  A  =  o,43-.«,     A  —  a'<— -— •• 
Gela  poté,  soit  n  im  10000  ;    il  en  réialio 
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A—  a'< <  7 <  o.oooooooa*», 

aooo)  X  10003        300040000 

c*ctt-Mire  qtie  la  différence  entre  cIcqx  diffcrcnrct  consccotÎTCs  de  loga- 
IJiliOK'^  «Iq  iipQi)>rc6  Rp«(1<;f«u9  ^0  10009,  c^(  f^oindrc  cjuc  la  tffoilié  ^e  ('m- 
uUé  d^  Vj^rdçe  du  h\i'\i,i^p%ç  cfyifre  décimal, 

Qn  roii  i;i|rore  {iqurqfipi  l'oi^  ^ pa  pU-^f  flapf  Icf  tal^Ici ,  pqnç  |onf  )rt 
DOfnbfcf  afi-iUs*Ds  dq  loqoo,  Ic^  diffcrcncçs  pp(r«;  dcp^  jo^^ rithni^c  c^H^^T 
cutifs.  On  peat  regarder  cci  difFcrenccs  comme  constantes  pnuf  ^^  9T?^'l 
IK>oi|)re  cU|  IpgaridiDtc^ ,  Bpîfqne  îa  y^riaiiof^  d!^nç  jji^p^'wppc;  h  r»îH.«r«  "« 
porte  qac  snr  le  ncinfièmt^  cluGfrç  dcriiual,  c(  qpç  Ic^  Ublc|  if^qfi  ç^nj^^n^çol 

3.  Couséi^^e^c^  4m  d^x pr<yp<\s^\'Mtis,  précédent^,  -/^^fP^^lf^"^  H^rPi^ 
initrint  que ,  pour  toof  Ic^  nqfqbref  |ip-dfMaf  ij<î  1090Q,  à  dgs  <|çcrRi»^<Hî«çfif 
égfi^^  ^  i%f\mbces  cprrc4p9p4co(  c(^j  acçroisse^çn^s^  iëfl^,^  ^g.  ^^<*« 
rithmesj  ce  qai  est  scosit)lement  exact,  d'après  ce  qa'on  vient  de  reconniiUréi 
je  dif  qu'alof^  (f«  tfifférçu^ç^s  i{<  /o^arilijwifi  jo^(  JP^P;?<\f«fpna^^«  f^x 
dift{eace^  ^c  npmb^es. 

toooo,  n  +  -  no  nombre  fracnonnairc  comprît  entre  n  et  n  4-  1  ^  en  poaè 
toujours  regarder  les  trois  nombres  n,;i-f>-,o<-f^ii^  cOtaMM  lahMIlr'partiv 
(Ttine  progression  par  différence,  ajint  it  pour  premîc#  terme,  ^  '  ff^at  i^ifon^ 

«  +  -  pour  (p  -f- 1)«*«»  lerrae ,  enfin  ,  m  -f-  ^  on  «  +  i  ponr  dernier  itrMr t' 

^      '        '        '        •    -      ■         .  V  '      .  '  ...  r  '  i 

çVs(-lk<Kl(Ke  cpic  l'on  n  .. 

A/l./l-t»-.n  4-'*  «Vil  A. tir  B «♦-T>'-g^»<»4r.|-uJ  in\        s  r. 

•'      '     '  *      >      i  ^  ::        :i  »  ,-    » 

Or,  on  ■  supptMc  qpc  les  .diflcrcnccs  enirç  \eik  logaritlimcs-  des  nombres 
entiers  sont  seiisrbtcincnt  égales;  dotito  ,  à'  fortiori ,  Kft  difirVeOtts  entre  \m 

logarithmes  den,/i-f»-,  /i+-f-f  pMimpt  élM  Tt^anlBas  iHiwiii%i|liii  ' 

Ainsi ,  en  désignant  pof  /U  di^crcApc  I  f  {|  -|r  /^ /-^Itf  ^  f^  •aora  pour  les 
logarithmes  qni  correspondent  ans  termes  de  la  série  cî-detsat , 

4  J/i.l«  +  /.l/i  +  !i/....  lil-F'p^....  »*»l+^^r#» .  bn  ''f-^iéofii)!  •  '^    "'• 

De  U  ic'snlte  néçcssaiten^n)  U  Sf^ûrtiçu  lv.---  .^^ 

*  ••         < 

Qi  +  ,)-n  :Cn  +  0^n::(In  +  ^/)-lii;  (In -+■  p/;  -  lu, 

â5.. 


V 
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paitqa*cn  rednitant,  on  trouve 

La  légitimité  de  la  pro|>oriioii  étant  établie  ponr  les  cas  oh  les  nombrei 
sont  très  grands  et  ont  entre  eux  nnc  difFcrence  an  pins  égale  h  t  ,  nonsaJIoiu 
jMttfer  an  calcul  de  Terreur  qnVlle  occasione,  errear  qai,  comme  Dom 
l'avons  dé\h  dil,  résbhe  de  deux  causes  que  nous  aurons  à  considérer  soc- 
cesifteineijt. 

4*  Calculons  d^abord  Perrenr  qui  résulte  de  Pinexaciitude  de  la  propoitioa 
(les  logarithmes  employés  étant  supposés  exacts). 

Soient  n  on  nombre  supérieur  h  loooo,  /  son  logarithme,  /-^  A  cdoide 
À  -^  I  j  sofënt  encore  n  +  J  un  nombre  cdrapris  enrre  n  et  n  -f<  i,  /  -f-  m  A 
ëon  logarithme,  tt  et  m  représentant  ici  des  fractions. 

(  Tous  les  nombres  n,  ^»  ^»  ^ff^t  sont  supposés  rapportés  à  la  néne 
ttuhé.  '^ 

'  Cela  Iposé ,  la  quantité  x  qu*il  faut  ofonter  2i  /  pour  avoir  le  logarithme  de 
n-H/»  scdéterraine  (  n^  atj  )  par  la  proportion  i  idH  A  l  x,  d'où  jr  =:if  A \ 
ce  qu!  donne  /  -Hf  ^  pour  le  logarithme  den-^d,  tandis  qu*on  devrait  avoir 
i-fi»if|,A« 

IJ erreur  commise  est  donc  exprimée  par  e=  (m— d)  A,  on  e  =  (<f— m)â, 

aMifaoKii|iie  roii,Aimi'>  ou<C^-    a      . 

De  même ,  la  quantité  j^  que  Ton  doit  ajouter  à  n  pour  avoir  le  nomhie 
^prrespondaiït  )^  lr{-m  A,  csi  fournie  |»^r  la  proportion  a  ImAll  tlj^t  ^^^ 
y  :=im^cc  qui  donne  n  -f*  m  pour  le  nombre  cherché ,  tandis  ^nc  Ton  de- 
viraift  ^Toir  is  -4*  <if •  ■  '        ,  ' 

1^ erreur  commise  est  donc  exprimée  par  e'  :=  m  —  i/,  ou  e'  =  <2  —  m. 

D^oh  Ton  voit  que ,  dans  les  deux  cas ,  rerreur  provient  de  ce  qu^on  prend 
Tttne  pour  Taatre  les  deux  quantités  m  et  d.  Ainsi ,  nous  somnies  conduits 
A  chercher  la  difivfrence  de  ces  deux  qoantiM^*  • 

Or,  on  a  (  D*  aog)  les  égalités  fondamentales 


d'ohl^  ^fÎMUM  la  seconda  -par  la  prenière ,         -     - 
on,  mnltipLm|«tfllo-<ei  pfrjatpf^mière  (  lo    cç^  rf^, 


l+mà 

lO 


,     ou  ••  «  +  rfsxfî  ^  +  i^'*. 


Développons  (  (  *^  *  )       par  la  formule  dn  bilMine  démontrée  générab- 
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BCDt  n«  i8a,  mn]ti^)lion9  le  resaUat  par  /i,  et  retranchons  ensuite  n  de  cbaqiie 
DcQibre  de  regalite  précédente  j  il  vient 

,       m         mfi  —  m)     .     m(i — m)  (a  —  m) 

rt=s 4-   s — — —  —  etc. 

I  i.a./i  i.i.J.n* 

Dans  cette  scfrie,  le  qnoiicnt  de  la  division  du  terme  qui  en  a  r  avant Inîp 

■     •■  ^^^H   VIS     1  V 

pir  le  lerme  prvcedcnt  (voy.  le  n»  a  de  la  première  note),  est  —  —  •  ••  » 

qotntiii:  c'videmment  négative  et  nnmcri({ucment  moindre  que  Tanit^p 
poiiqoe  Ton  am^icl/i^i.  Ainsi,  les  termes  sont  alternatiTcment  potitifa 
ctoégaiifs ,  et  décroissent  indcUniment.  On  a  donc  (n^  176) 

j^  .  m(i  — m)        -,  ,  ,      m(i  —  m*i 

2/1  9/1 

Mais  on  sait  (n<*  107}  qnc  le  produit  m  (i  —  m)  de  deaz  factenn  m,  i-*m| 
doit  la  somme  est  1,  a  pour  maximum  (  -  j   on  -;•  Ainsi,  la  dernière  ëgali'.é 

leitdait  enfîn  h    m^^d^^-» 

on 

11  est  aisé  maintenini  d*appre'cicr   les    deux  erreurs  e-ss(m  ^~d)  Ap 

/=:  ni  — //,  jioiir  le  cas  de  n  =  ou  ^  io«>oo. 

1*.  On  a,  en  venu  de  Tincgnlité  précédente, 

80000* 

m»                                      .   »                      %          ^  o,oo«>i         .,        ... 
w comme  on  a  trouve  (noie  n»  1)   A< ,     il  en  résulte 

0,0001       0,00000001 
iGoooo  16         * 

liVrrcnr  c  ct':nt  moindre  que  le  seizième  de  Punité  de  Tordre  du  S*  chiffre 
'(^imal,  ne  saurait  porter  sur  les  7  premières  décimales  dn  logirithme 
Perché. 

»•.  Ona  e'<^r <  — 5 — î 

80000  8 


«^l-'i-ciirc  que,  qnan'l  on  rcdnit  en  décimales  le  4*  terme  yzsm^  pour 
^joatcr  à  n.  Terreur  ne  peut  porter  sur  le  .{•  chiffre  dJcimal{  maif  on  ne 
^^à\i  pas  sûr  de  Tcs.ictitule  du  !^c  diiffrc  (*). 


(*)  Les  caictds  qtii  viennent  d^ctrc  établis  dans  ce  numéro  sont  dus,  ponr 
c  fond,  ^  Bertrand  ',de  Genève. 


âgo  CALCOL   DE   L^ERREÏJR 

5.  Calculons  actnellemcnt  Pcrrcur  qui  résulte  de  Pinexaetliuiie  dà  log^ 
rillim(6  (la  proportion  étant  supposée  exacte)* 

Pour  cela,  nous  alltms,  dans  ce  aumi-ro ,  rapporter  les  logarithmes  ta- 
bulaires, ainii  que  leurs  Jifèrences,  h  l'unité  décimale  dà  7*  orrirr,  ce 
qui  revient  h  les  remiic  (ou»   10000000  fois  plus  grands,  oncles  regarder 
comme  des  nombres  cnttcrf.  Ccitcliy|K)thcse  n^anul  iaconTenient ,  poii^ 
Yen  ne  conSiilère ,  d:ins  la  proportion  ,  que  les  rapports  des  diflfereiicrs. 

De  là  H  résulte  qiic,  les  lo«;arit}imes  cianl  gc'ncra!*ïment  fablifili  enpftii 
on  %H  motiks ,  d^tne  quantité  qni  a  pour  limite  superienre  la  moitié  d^nt 
tnWJé  déeirhtilë  du  dernier  ordre  {Arith.^  voyez  le  iV.  B.  n*  ^),  CHlc 

limite  se  trouvera  rcpn'scnici:  par   - 

PftEMitRV  QUCSTtox.  Étant  donné  un  nombre ,  déterminer  ton  lo- 
garithme. 

Soit  n^d  un.  nombre  dont  on  demande  le  Jogarlllime^  ;i  cCant  la  partie 
entière,  et  d  la  partie  fractionnaire;  soient  de  plus,  /,  f^  K-s  loganthmc*  des, 
ft  4-  N  Ccli  ^l'rîU  sont  fournis  par  les  taUei.  A)Yprluns  i  tî  C  lè§  qotttilEi 
qu*il  faudrait  ajouter  aux  logarithmes  /  et  l'  p'jur  les  rendre  exacts,  ces  qui' 

ti tôt  pouvant  ^trc  positives  ou  ncgutircs ,  et  ayant  -  pour  limite  (d^aprh^ 

qui  vient  cPétre  dît  \ 

En  supposant  la  proportion  exacte ,  romme  nous  le  faisons  ici ,  oa  trof- 
verait  que  le  logaritlimc  ric  n-h  ^  est  cga)  à  /+i,  augmente'  d^nne  quaotil^r 
déterminée  par  la  proportion 

I  :</::(^-f-«')--(/-»-0  :^i    «l'ou,  en  posant    /*  — /=^  A, 

ce  qui  donnerait    log.  (/i -4*<';  =  ^  +  «-l"<'(  A +«' — '.*• 
M:»is,  au  lien  de  cela*,  on  pose  la  proportion 

i:r/;îÀ:jr,      d'où     ar=:r/A; 

pnîs  on  ajoute  dû  h/,  en  rejetant  mriue  tonte  la  partie  fractionnaîf^  "' 
produite/ A,  sauf  h  augmenter  le  dernier  chiffre  d*unc  unité,  s*il  yslic^» 

re  qni  penl  occasioncr  une  nouvelle  erreur  dont  la  limite  est  -.  En  rcprv 

•entant  celte  erreur  par/",  on  pieml  ainsi  /-f-</A  — /pour Iclogarîlb»** 
fi  +  fif*  Donc  l'erreur  finale  est 

Si  Ton  suppose  que  les  trois  erreurs  i,  i\ff  aiCei^ent  leur  limiw  J<  ^ 
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qai  Mt  c'Videmmcni  le  cas  oîi  rcrrcnr  iotalc  E  cit  auiti  gr hndé  que  pôàsîWe, 
il  en  rctnlte 


e'rtt4Éwlire  que,  ilani  la  rechcrrîic  du  io;?arilhrae  d'on  liSratriJ,  Ternuf 
f rognant  de  V inexactitude  des  logarithmei  talulaires  peut  s'eUi'er. 
loîl  en  piai,  »oil  ci»  nioina,  jusqu'à  une  unité  décimale  du  7»  ordre,  on 
gdnëralemcni ,  du  dernier  ordre  décimal  de$  logarithmes  fourmis  par  Us 


iâhlhs  i^uè  fon  eràptàib,  c 

6.  Secovdb  QOF.»Tioif.   Étant  donné  un  logarithme,  déterminer  U 

nombre  qui  lui  correspond. 
Soie  /  4-  /  nn  lo«arii!iine  compris  entre  l  et  If,  A  désignant  tonjoiin 

f  — /,  rt  /étant  an  plus  e'gal  à   A  —  i. 

/  .       / 

On  prend  ortlinaircment  pour  le  nom()re  cherche ,  »  +  -j,  1»  fraction  — 

•  » 

«ftani  lîrJe  tié  la  nronoriîon         à  l^tH  i  \  y- 

Hfaisd'aborâ  ,  le  logaritlimc  donné  /+/,  étant  ponssc  senleracnt  jasqa'an 
dqtré d'approximation  des  logurillimes  tabulaires,  est  passible  d'une  frrcjjr 
positive  on  négative  qu'on  pcul  repréicnlcr  par  +  î*,  et  dont  la  limite  eac 

-.  fenôùlre,lcs  deux  losanilimcs  î;  T,  pcilTcnl,  côhinlc  dcfésèué;  \\te 

fautifs  des  qoantités  positives   on   négative»   +  i ,    -#-  «',    dont   la  limite 

I 
est  -. 
a 

Ainsi,  la  proportion  h  établir  dcfrait  être 

/  4-  r  —  i 

ht  qiii  ilAniiérati  pour  le  nombre  clterclif,  -     - 

Ôonc  rcrretir  que  Tort  êomttict  en  prenant  H -^ au  Itéff  dé  ^éttc-  M'jireî* 

kioQ ,  est  représentée  par 

•QÎTantqnerona  .   ^  ^i  >    ou    < -». 


ZgTk  CALCUL  DE  l'erreuh 

Premier  cas.  Pour  obtenir  la  limite  en  plus  de  la  diflerence  (i),  il  (ànt 

/  ^.  I* i 

t&cher  d^aToir  le  maximum  de       t. •. 

Or,  la  cpiantile'  i  se  trouvant  2i  la  fois  au  niimc'ratcar  et  an  déoomiutewi 
ai  Ton  se  rappelle  (  yfl/;» ,  n*  6  )  que  toute  fraction  augmente  de  TiWar 
quand  on  ajoute  nn  même  nombre  h  ses  dcus  termes,  il  s*cnsoit  qa*oa  ob- 
tiendra   d^abord  le  maximum  de  la  fraction  ci-dessua  en  posant. 

— /=  +  —  qaî  est  la  plus  grande  valeur  que  puisse  reccrotf  cette ^nr 

tit^  t*,  ce  qni  donne 

Actuellement,  pour  avo^r  le  maximum  relatif  aux  variations  d«jî*etdcif 

il  suffit  de  rendre  le  numérateur  le  plus  grand  et  le  dênomînaieorlepliii|Mà 

<  • 

ifossiblc  ,  ce  qni  se  fait  en  posant    i*  =  -4«— ,  Tz^— — . 
Ainsi,  le  maximum  resnltaot  des  variations  de  î,  j',  T,  est  ne'ccssaiiMMil 

^ ^      ^«    /-M 


.,     on 


A  +  i   _  i 
Donc  le  maximum  de  la  difil*rfncc  (i)  est  - 

/+  4  /  ï 
—,        OU      — . 

Second  cas.  Pour  obtenit*  la  limite  en  plus  de  la  différence  Wi  M'''* 


avoir  le  minimum  de 


A    -4-  l'  —  l 


Or,  on  peut  prouver  par  un  raisonnement  analogue  an  pre'cedent,  P»* 
inverse,  que  le  minimum  rtisulunt  des  variations  des  trois  quaaiitêfif  *» 
i*,  est 


l  ^L^l 


-,     on    I 1 


I  I 

3         a 


Donc  le  maximum  de  la  diffcrcnce  (a)  est 
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I 

/       /— I  I 

-r  —        >-,    on    -  ; 

cW-h-dire  qne,  dans  les  dcaz  cas,  lu  limite  de  Terrear  commise  est  -• 

A 

Celle  quantité  croît  de  plus  en  plus  h  mesure  qne  Ton  avance  dans  la  table, 

pnisqaVm  sait  (no  i  )  que  A  diminue  de  plus  en  plus. 

7.  Maintenant  9  il  est  facile  de  prouver  que  des  denx  causes  dVrreur  qui 
ont  e'të  signalées  au  commencement  de  celte  note,  la  seconde  est  celle  à  la- 
quelle on  doit  définitivement  s^arrétcr,  sans  avoir  aucun  e'gard  à  la  première. 

En  effet ,  dans  la  question  qui  a  pour  but  de  déterminer  te  logarithme 
d'un  nombre  donnée  puisque  Ton  a  reconnu  (  n®  4  )  ^^^  rinezaciitude  de  la 
proportion  ne  peut  influer  sur  le  dernier  chiffre  de»  logarithmes  tubulaireâiy 
on  doit  considérer  la  proportion  comme  tout-h-fait  exacte,  et  ne  tenir  compte 
qne  de  Pinexactitode  des  lofi:arithmes ,  en  observant  j(  n»  5  )  que  le  dernier 
chifre  décimal  peut  être  fautif  d^  une  unités  en  plus  on  en  moins. 

Dans  la  seconde  question  {trouver  le  nombre  auquel  appartient  un  loga^ 
rithme  donné  )^  la  limite  de  Terreur  qui  résulte  de  rincxactitude  des  loga- 
rithmes tuboinîres  ne  dépendant ( n*  G)  qne  de  la  différence  tabulaire  A,  et 
par  suite,  des  derniers  chiffres  du  ces  logarithmes,  chiffres  sur  lesquels 
rineiactitode  delà  proportion  n^a  aucune  influence,  il  s'ensuit  encore  que 
la  première  cause  dVrrenr  peut  être  tout-à  fait  négligée. 

8.  Il  ne  nous  reste  plus  qu'h  faire  Papplication  de  la  théorie  précédente  aux 
tables  dont  on  fait  nbugc  ordinairement,  cVst-à-dire  aux  tabK's  de  Callet. 

Première  question,  La  proportion  1  ld\\  A  !  or,  d'où  x=i:<f  A  ,  donne 
(n*  5}  les  7  premiers  chiffres  décimaux,  h  une  unité  du  7*  ordre  déci" 
mal  près. 

Ainsi ,  une  somme  de  logarithmes  ou  de  complémens  arithmétiques  peut 
être  fautive  d'une  quantité  dont  la  limite  est  exprimée  par  autant  d'unitét 
décimales  du  7*  ordre  j  qo^il  y  a  de  parties  dans  celte  somme.  De  même, 
si,  dans  la  vue  d'obtenir  unepuissmce  d'un  nombre,  on  multiplie  son  loga- 
rithme par  l'exposant  de  la  puissance,  le  Io};arithme  résuliant  peut  être  fau- 
tif d'aura/i£  d* unités  décimales  elu  7®  ordre ,  qu'il  y  a  d'unités  dans  l'ex- 
posant de  la  puissance.  Mais  il  n^en  est  pas  de  même  quand  il  s'agit  d'une 
atractîon  de  racine  ,  parce  que  les  erreurs  qui  affectent  les  logarithmes  sont 
diifisées  par  les  indices  des  racines. 

Seconde  question.  Lia  proptirtion  Al^^ttiSy,  d'oh  y  =  —  ,    donne 

la   valeur    do   nombre    cherché  ,   à   une  fraction   près    marquée  par 

I 

A 

Mais  comme  il  est  d'usage  de  convertir  —  en  décimales,  voyons  ^  qnel 

ordre  de  décimales  il  convient  d'arréier  Topéracion. 
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Ponr  cela,  soit  «  la  puissance  île  lo  qa*  c!oii  exprimer  le  dcnominatevr  de 

la  frociion  dccininlc  obtenae.  Observons  que,  dans  la  iransfonnalion  de--' 

en  ilccimali'S,  onsVxposc  encore  h  conimcltrc  une  erreur  dont  la  Fiiuiie  est 

ta  moitié  île  l'unité  de  l'onlre  du  dernier  chiffre  décimai,  c'esi-i-dice--. 

On  doit  donc  taiisrairc  h  rincgalitc' 

—  +  — <— »    'î'oîi  —  <-•»     ^t  pat  cohscqaent     A  ^  )«. 

Donc,  à  doit  être  au  moins  te  double  de  la  pttisianee  <l9  to  à  bqaflli 
on  a^ariéie. 

Cfla  pose',  il  rc'suh^  de  rinspcnion  des  rablcè  de  Callrt  qne,  jotqt^ 
nombre  91809 ,  In  dilTcrfncc  tnbut.iirc  n*cflt  pas  plos  faible  qoe  ioo.  DAa^ 
pour  Ions  les  nombres  compris  entre  loooo  et  ii^oc) ,  oti  peut,  en  ffédolnal 

-^  en  décimales,  pousser  Toiicration  jusqu^aux  100''"^', et  Pon  rat  ceflanit 

Pexactitude  dn  dernier  chifire  dccimal. 

Passe'  ce  terme  et  jusqu'à  100001 ,  nombre  ponr  leqnfl  la  diflerenrt  b- 
bu]aiierst4it  on  ne  peni  compter  quesnr  IVxnctitude  du  cHiRVc  deiio***. 

Depuis  looooo  jnsqirà  i(»8ono,  comme  la  dilFcrencc  se  trouve  nUMt 
exprimée  par  3  rhiflTies  (  dont  ic  pri'miiT  ;i  droite  repre'sentc  des  anilôdi 
S*  ordre),  on  prut  de  iiou\eau  conipirr  sur  rexactiUidedu  cbifiTre  des  loo*""! 
puisque  cette  difft'rcuce  va  de  43  j  à  4^»3,  nombres  plus  grands  que  xoo. 

Les  nouvellts  talili-s  h  7  dccîruales,  pul.liéc«  par  MM.  Marie  et  Rcf» 
naud,  ont  rav;inla)^u  de  do>:ntr,  sous  un  fornial  plus  eomminle,  ï  pet 
pr^s  les  niâmes  approximations  (|ue  celles  ilc  Callet.  Piftus  n'oserions  cepet- 
dant  pas  alfiiuicr,  à  caub.-  de  leur  peu  dVtrndue  (  elles  ne  sVienileni pu 
au-ileJi^  de  10000),  que  Irs  flcnx  causes  il'errcur  si{*nalvck  ci-<let»us  oc 
donnent  pas  plus  d'une  unité  d^'rrcur  sur  le  ^«  cliiRVe  dccimal  lorsqa*oa 
chetclie  Je  l)gaiiihmc  «l'un  nombre,  cl  plus  de  deux  imi/rs  d'erreur  1* 
le  cliiffic  di*!»  niit/iènies  lorsqu\)n  clier«'lie  le  nombr*;  correspondant  J  ■> 
lo^aritllmc.  M:»is  IVuipIoi  de  ces  tables,  dans  leur  état  aetuel,  n*m  mcri* 
pas  moins  dëire  recommanJë ,  en  raistm  de  la  petitesse  de  leur  formai. 
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CHAPITRÉ  YIL 

Théorie  générale  des  Équations. 

Introduction,  Les  plus  cc1c1)rcs  analystes  se  sont  occlipc)  du 
problème  de  la  résolution  générale  des  équations  d'un  dcgréquel- 
oonque  à  une  seule  inconnue*,  mais  jusqu'ici  leurs  efTortsont  été 
infructueux  par  rapport  aux  équations  d'un  degré  supérieur  au 
quatrième.  Cependant  les  recherches  qu'ifs  ont  faîtes  à  ce  sujet 
le.s  ont  conduits  à  à^s  propriétés  communes  aux  équations  ae 
tous  les  degrés ,  et  dont  ils  ont  ensuite  tiré  parti ,  soit  pour  ré- 
soudre certaines  classes  d'équations ,  soit  pour  ramener  la  ré- 
solution d'une  équation  donnée  à  celles  d'autres  équations  plus 
simples.  Nous  nous  proposons ,  dans  ce  chapitre ,  de  faire  con- 
nailre  ces  propriétés,  et  leur  usage  pour  faciliter  la  résolution 
des  équations. 

S  I".  Dwisibilité  des  Fonctions  entièi^es.  Propriétés 
géhéiiaiès  des  Équations.  Théorie  tomplète  du  ptUs 
grand  commiih  diviseur. 

DIVISIBILITÉ   DES  FONCtIONS   ENtliilEâ. 

200.  Le  développement  de.<  prôpi^îctés  relatives  àdx  cquatlotis 
de  tous  les  degrés,  nous  conduira  à  des  polynômes  d'uiie  ndtûre 
particulière  et  toute  dilTérentè  de  celle  des  polynômes  que  nous 
ayons  eu  occasion  de  considérer  dans  le  premier  ctiapitriJ.  te 
sont  des  expressions  de  la  forme 
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dans  lesquelles  m  est  un  nombre  entier  positif,  maïs  dont  la 
coefiiciens  A,  B,  C....T,  U,  désignent  des  quantités qoel- 
conques,  c'est-à-diro  des  quantités  entières  ou  fractîonnairei, 
commensnrahlps  ou  încon[innensural)1es.  Or,  dans  la  divisiai 
algébrique ,  telle  que  nous  l'avons  exposée  (chap.  I*^,  on  a  pow 
but,  étant  donnes  dtiux poljrnomes  entiers  par  rapport  a  tooto 
les  lettres  et  aux  nombres  particuliers  qui  y  entrent ,  de  trower 
Un  troisième  polY  nome  de  même  espèce  ^  Çui,  multiplié  parle 
second,  reproduise  le  premier. 

Mais  y  si  l'on  a  deux  polynômes 

Aj:-  4-  Bx"—  +  Cx""-*  +     .   .   .   +  Tx  +  U, 
A'x»  +  BV-'  +  Cx"—  +     .   .    .  +Tx+V', 

qai  ne  soient  nécessairement  entiers  que  par  rapportai, et 
dont  ]e8  coeflîciens  A ,  B,  C. . .  A',  B^  C^. . .  soient  quelconqnOt 
on  peut  se  proposer  de  trouver  un  troisième poljrnome ,  de  mène 
forme  et  de  même  nature  que  ]c!i  deux  précédens»  qui,  muU^ 
plié  par  le  second ,  reproduise  le  premier. 

Le  procédé  pour  eflecluer  cette  division  est  anali^oe  i 
celui  de  la  division  ordinaire;  nitiis  il  y  a  cette  différence 
que,  dans  celle-ci,  le  premier  terme  de  chaque  dividmà 
partiel  doit  être  exactement  divisible  par  le  premier  terme  A 
diviseur;  au  lieu  que  ,  dans  la  nouvelle  eç|)èce  de  division,  « 
divise  le  premier  terme  de  chaque  dividende  partiel  (c^est-i- 
Axrela  partie  affectée  de  la  plus  haute  puissance  de  la  lettre 
principale) ,  par  le  premier  torme  du  diviseur,  sans  s'inquiéter 
si  le  coefficient  du  quotient  partiel  correspondant  est  entier 
ou  fractionnair?.-,  et  Ton  continue  l'opération  yi/^yi/'fl  ce  quêtai 
obtienne  un  quotient  qui,  multiplié  par  le  diviseur,  anéantisse 
le  dernier  dividende  partiel ,  auquel  cas  la  division  propos* 
est  dite  exacte;  ou  bien,  jusqu'à  ce  que  l'on  parvienne  à  vf^ 
reste  de  plus  faible  degré  que  celui  du  diviseur,  par  rappori 
à  la  lettre  principale,  auquf*l  cas  la  division  est  regardée 
comme  impossible,  piiisqu'en  poussant  plus  loin  TojiéralioD, 
OD  obtiendrait  des  quotiens  renfermant  la  lettre  principale 
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àtecdes  exposons  négatifs  ,  ou  cette  mènnc  lettre  en  déaomi- 
naleur;  ce  qui  serait  contre  la  nature  de  la  question ,  puis* 
que  le  quoticat  doit  être  de  même  forme  que  les  polynômes 
proposés,  c'est-à-dire  y  composé  d'un  nombre  limité  de  termes 
ilTectés  d'exposans  entiers  et  positifs. 

Pour  distinguer  les  polynômes  entiers  par  rapport  à  une 
lettre,  x  par  exemple^  mais  dont  les  coelTlciens  sont  quel- 
conques, des  polynômes  ordinaires,  c'est-à-dire  des  polynômes 
entiers  par  rapport  à  toutes  les  lettres  et  aux  nombres  parti- 
cnliers  qui  y  entrent^  nous  conviendrons  de  désigner  les  pre- 
miers sous  la  dénomination  de  Jonctions  enneres  de  s;  et  nous 
i^i^eWerons  diviseurs rrlatifs  de  cos  polynômes,  d'autres  fonc- 
tions entières  de  x  qui  les  diviscut  exactement  dans  le  sens 
que  nous  venons  d'établir. 

23i.  II  résulte  de  ces  déHnitious  que,  si  une  fonction  en* 
tièrea  pour  diviseur  relatif  une  autre  fonction  entière,  le  pro» 
ént  de  ce  diviseur  par  un  facteur  quelconque,  indépendani  de 
la  lettre  principale ,  est  encore  un  diviseur  relatif  de  la  pre* 
nu^re  fonction. 

En  effet,  supposons  que  l'on  ait . 

Soit  R  un  facteur  quelconque  indépendant  de  x  ^  on  a  né- 
oeisairement 

A^+Bx— -H +  U_A-  B-^,,_  V\ 

<nrle  second  membre  de  cette  identité  est  une  fonction  entière 
de  x;  donc  K(AV4.  b'x'""+  . . .)  est  diviseur  relatif  de 
Ax»  +  Br-~'  +.... 

Ce  qu'il  fallait  prouver. 

Cela  posé,  nous  allons  d'abord  établir  sur  la  diTÎsibilité  des 
Mictions  entières,  quelques  principes  analogaes  à  ceux  qui  ont 
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été démoïïïréSfCn  ^arithmétique,  sur  les  noin]jrç^  entîersi  parce 
qu'ils  nous  seront  très  ulilcs  dans  la  reclierche  des  propricict 
relatives  aux  équations. 

332.  PiiEMiER  PRINCIPE.  Toute  fonctioTi  entière  px+<ii  A 
premier  degré  en\yi\\x\  divise  exactement  le  produit  A  X  B  <fe 
deux  autres  fonctions  entières,  divise  nécessairement  Çi^tu 
d'elles. 

En  efTt't,  si  l'on  divise  A  et  H  par  px^^-q,  suivant  le  procàU 
ordinaire  9  on  parviendra  à  deux  restes  qui  ne  contieodrook 
plus  X.  Soient  Q  et  Q'  les  quotiens  de  la  division  ^  R  et  R'  la 
restes,  on  a  les  équations  identiques 

A^ipx  +  î)Q-f-R,         B=  (px  +  î)Q'  +  R', 
lesquelles  I  multipliées  membre  k  membre ,  âonncat 

Or,  par  bypolbrse,  A  X  B  est  divisible  par  /^J^  +  2i  V»"?l  ^ 
second  membre  doit  se  réduire  à  une  fonction  entière  de 
x,  ce  qui  exige  que  RR'  soit  divisible  pary^x-f-y.  Mais 
cela  est  impossible  y  puisque  RR'  est  indépendant  de  x,  donÇi 
pour  que  rôç^alitc  précudentc  subsiste,  il  faut  que  l'op  ait,  oa 
R  =  o,  ou  R'=Oj  c'est-à-dire  que  A  ou  B  soit  divisible  pir 
px  +  q.  C  Q.  F.  IX 

233.  Conséquence.  Toute  fonction  entière,  D,  du  premier 
degré  en  x,  qui  divise  exactement  le  produit  Ax  BxCxEx . .  • 
cje  m.  fonctions  entières  ^  divise  nécessairement  Vune  (fc  fç? 
fonctions. 

Car,  si  D  ne  divise  pas  A,  il  doit  diviser  le  produit 
B  X  C  X  E  X . . . .,  en  verlu  de  ce  qui  vient  d'être  dît  ;  s'il  n^ 
divise  pas  B,  il  doit  diviser  C  X  E  X  •  •  •  ;  et  ainsi  de  soite* 
D'où  l'on  voit  que  D,  ne  divisant  pas  les  {ni  —  i)  premiers  lic- 
teurs, doit  du  moins  diviser  le  m"*"'  facteur. 

Qa  dédiait  de  là^  comme  cas  particulier ,  que  P  ne  peut  di* 


PROPRIÉTÉS  GÉNÉRALES   DES  ÉQUATIONS.  SgO 

TÎser  A"  sans  diviser  A  (D  étant  un  diviseur  relatif  du  premier 
degré,  et  A  une  fonction  entière  quelconque). 

à34-  Second  principe.  Soit  une  fonction  entilreP,  résultant 
delà  multiplication  d'un  nombre  quelconque  de  fonctions  en- 
tières P',?*,  F*,. . . .  (dont  quelques-unes  peuvent  être  égales). 
Cttte  fonction  entière  P  ne  saurait  avoir  (u*  23»)  pour  divi" 
«HTi  relatifs  du  premier  degré  en  jc,  que  ceux  qui  entrent  dans 
Iti fonctions  F,  P",  P^,. . .  ou  (n®  a3 1)  des  produits  de  ces  di^ 
viseurs  relatifs  par  des  foc  te  urs  indt^pendans  de  x. 

Nous  pouvons  aciuellcment  passer  à  l'expositiQU  c|e^  pro- 
priétés oommunes  à  toutes  les  équations. 

pnOPRIKxis    oiNÀRALES   DES   ÉQUATIONS. 

a35.  Tonte  équation  complète  du  dcgrc  m  (m  étant  uq  nopi- 
he  entier  et  positif  )  peut,  par  la  transposition  des  ternies  et 
tprb  la  division  des  deux  membres  par  le  CQeûicieDt  de  ^"*y  étri) 
ijiKIieiiéç  à  la  forme 

x"  +  Px^-'  4-  Qx"»-*  +. . .  -h  Tx  +  U  =  o; 

'»  Q>  I^  »  •  •  •  T,  U,  étant  des  coefiicicns  pris  dans  le  sens  algé- 
brique le  plus  gênerai. 

Cela  iKwé,  Ton  appelle  racine  de  celte  équation  (vojr,  n**  97), 
toute  expression,  de  quelque  nature  qu'elle  soit,  c'est-à-dîre 
numérique  ou  algébrique,  réelle  ou  imaginaire,  qui,  substituée 
à  la  place  de  x  dans  V équation ,  rend  son  premier  membre 
égal  à  o. 

'236.  Une  équation  pouvant  toujours  être  considérée  comme 
U  traduction  algébrique  des  relations  qui  existent  entre  les 
données  et  l'inconnue  d'un  probK-nie,  on  est  conduit  natu- 
reilenient  à  ce  principe,  que  toute  équation  a  au  bioins  une 
tAciNB.  A  la  vérité,  les  conditions  de  l'énoncé  peuvent  cire  in- 
ooii|*,]tat>bli:s;  mais  «'^lors  on  doit  supposer:  que  Tpa  en  serait 
tverti  par  quelque  sjrmbole  dabsurdité,  tel  qu'une  formule 
^enfermant,  comme  opération  nécessaire^  l'extraction  d'une 
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racine  de  degré  pair  d'une  quantité  négative  ;  et  il  n'en  esiite 
rait  pas  moins  une  expression  qui,  mise  à  la  place  de  xiua 
l'équation,  y  satisferait.  Nous  admettrons  donc  ce  principe, que 
nous  aurons  d'ailleurs  occasion  de  véririer  par  la  suite ,  poorli 
plupart  des  équations  (*). 

Voici  maintenant  une  nouvelle  proposition  que  l'on  peat 
regarder  comme  la  propriété  fondamentale  de  la  théorie  da 
équations. 

337.  PnsMiipi:  PROPRIÉTÉ.  «$i  a  est  racine  de  F  équation,,. 
x"  +Px'""*  +  Q\'"~'+. .  .  +  U  =so,  le  premier  membre  ék 
celte  équation  est  divisible  par  x  — a  ;  et  réciproquement,  si 
un  facteur  de  la  forme  x —  a  divise  le  premier  membre  de  la 
proposée,  a  est  racine  de  cette  équation. 

En  cflet ,  essayons  la  division ,  et  voyons  ce  qui  doit  avoir  lies 
quand  on  pousse  l'opération  jusqu'à  ce  que  l'ex{k>sant  de  x 
devienne  o  dans  le  premier  terme  du  dividende. 

(Cette  opération  est  de  la  nature  de  celle  dont  nousaTOor 

parlé  n*  280,  puisque  a,  P,  Q sont  de  nature  qoel* 

conque.  ) 


«•--f-P*"-'+Qx"— ■+ . .  .-f-Tx-f-U 


i->i 


X — a 


+Pflf 


:!•-■+. . . 


r"»-'-ha 

A"«-»-Hi»  jc—i-K.H^»-* 

+P 

-fPa                +P4I*" 

-♦•Ql          +0-*' 

+  ... 

+T 

.(*)  M.  Caacliy  a  lionne,  dans  ses  leçons  h  TEcole  Polyteclinîqiie,  WW 
dciDOiitiraiiou  complète  de  cette  proposition;  mais  nous  ne  la  croyons  pM^ 
naiurc  k  trouver  pkce  dans  les  Elément, 
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Pour  peu  qu'on  réfléchisse  sar  la  manière  dont  «'obtiennent 
les  qootieos  partiels ,  od  reconnaît ,  d'abord  par  analogie,  et 
ensuite  par  un  moyen  déjà  employé  plusieurs  fois  (n^*  3i 
et  86)  »  une  loi  dcformaiion  pour  les  coeiGjciens  de  ces  divers 
qnotiens  \  et  l'on  peut. conclure ,  i**.  qu'on  doit  avoir  m  quotiens 
partiels;  a*,  que  le  coefficient  du  wt*'^*  quotient^  c^çst-à-dire 
de  X*,  doit  être 

^«-.  j^  Pfl«-»  +Qa«-3  -f_  . . ,  1|.  X, 

T  ëtant  le  coefficient  de  l'ayant -dernier  terme  de  la  proposée. 

BoDc ,  en  multipliant  le  dÎTÎseur  par  ce  quotient  et  '  sous«> 
trayant  le  produit  du  dividende,  on  obtient  pour  reste 

Or,  par  Hypothèse ,  a  est  racine  de  l'équation;  donc  ce  rf9tc 
est  nul,  puisqu'il  n'est  autre' chose  que  le  résultat  deJm  s^hfStK* 
tution  de  a  à  la  place  de  jt  dans  l'équation;  ainsi ,  la  division  se 
fait  exaciemeni.  -  '      • . 

Réciproquement,  si  x — a  est  diviseur  exact  de  jr*  +?*"""*+..., 
le  reste  a*  4- P«"~'+ . .  •  doit  être  nul;  ainsi  (n*  2^5  )'a  est 
racine  de  l'équation. 

a38.  Remarque.  En  jetant  les  yeux  sur  le  quotieot.de  la 
division  effectuée  dans  le  numéro  précédent,  on  aperçoit  pour 
les  coefiiciens  la  loi  suivante  :  Chaque  coefficient  s'obtient  en 
multipliant  celui  qui  le  précède  parla  racine  Si,et  ajoutant 
eu  produit  le  coefficient  de  la  proposée ,  qui  occupe  le  inéme 
rang  que  celui  du  terme  qtCon  veut  obtenir  dans  le  quotient. 

Ainsi ,  le  coefficient  du  3*  terme,  a* -f-  Pa  +Q ,  est  égtl  a 
(fl  +  P)a+Q,  ou  au  produit  du  coefficient  précédent  a  +  P, 
par  la  racine  a,  augmenté  du  coefficient  Q  du  3*  terme  .'de  la 
proposée. 

Le  coefficient  du  4*  terme  serait 

(tf»+Pa4-Q)«  +  R,     ou    «3+Pd*  +  Qfir  +  R- 

a6 
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Noas  duroM  quelquefois  besoin  île  rappeler  cette  loi ,  quî 
claillettra est  facile  h  reteni^. 

aâg.  S<cokds  PROPAiiri.  TVute  équation  à  une  seule  incon-- 
nue ,  à  autant  de  racines  qu*itjr  à,  d'unités  dans  t exposant  de 
ion  degré ,  et  ne  peut  en  avoi^  dàvdHtajfe. 

Soit  Jf-  •+•  Pj?*-*  +  Qx^^  -f . . . Tx  +  U  =  o,  réqualion 
proposée. 

Puisque  (  n^  236  )  toute  équation  a  au  moins  une  racine ,  si 
l'on  désigne  par  a  la  racine  que  l'équation  précédente  oomporlo 
nécessairement!  son  premier  membre  est  (n^  287)  divisible  par 
a:  —  a  ;  et  Ton  a  l'identité 

x-4-Pjc"-«+.  .  .=  (jr  —  ff)  (x"'^*4.p'x'"-*  +  . .  ). . .  (1). 

Mais  en  posant      *•""■  +  P'dr*"-*  -|. . . .  =r  o , 

ott  obtient  ittie  auti^e  équation  qui  A  au  moins  une  racSni*. 
Soit  à  cette  racine 9  on  a  (n®  237) 

x«-'  +  P'x—'+. . .  =  (j:  — *)  (j:"^»+ P'af-^-l-. . .)» 

égalité  quiy  jmultipliée  membre  k  membre  par  l'égalité  (0, 
donne 

ir»-+Pa:"»-»+. .  -:*  (x— a)  (x— A)  (x*—4-P'x*-^ +-..)...  (2). 

.  Aaisonnsint  sur  le  polynôme    x"""*  -f- P'of  "^  +•  •  •  comme 

sur  le  précédent  >  on  a  encore 

*  " 

égalité  qui,  multipliée  par  l'égalité  (2),  donne 

af +Px^'+. .  .a=t  (X— a)  (x— fr)  (X— c)  (x»-3-h. . .). .  .(3). 

Remarquons  maintenant  que ,  pour  chaque  facteur  du  1"  de- 
gré en  Xy  mis  en  évidence,  le  degré  de  x  dans  le  poljnome- 
quotient  diminoedfune  unité»  Ainsi,  lorsqu'on  Aura  fiiîtres- 
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sortir  m — a  fadcm^s  du  T' degré,  Pexpôsatit  de*  sera  ré- 
finît  k  m  — (m— a),  ou  2;  c'est- è- dire  qu'on  obtiendra  un 
polynôme  du  second  degré  en  x,  qnr(n®97)  est  lui-môme 
décomposable  dans  le  produit  de  deux  facteurs  du  i*'  degré, 
(ar  — *)  (:r— /).  Or,  confhneoti  aura  déjà  mis  en  éfidence 
m— s  facteurs  du  i*'  degré,  il  s'ensnit  que  fmalement  on 
a  l'idenfité 


dont  le  second  membre  est  le  produit  de  m  facteurs  du  pre- 
mier degré  en  x. 

Cela  posé  y  paisqn'à  chaque  diviseur  du  premier  degré 
en  X  correspond  nécessairement  (  n^  23^)  une  racine  de  la 
proposée,  il  s'ensuit  que  les  m  iacteurs  du  premier  degré 
T— fl,  X  —  ô,  x— c. . .  donnent  pour  la  proposée,  m  racines 
o,  &,  c. .  • .  Donc,  etc. 

11  résulte  d'ailleurs  évidemment  du  principe  établi  n**  234, 
que  le  polynôme  x"  -(-Px""**-f». .,  ne  peut  .ivoir  d'autres 
diviseurs  relatifs  du  premier  degré,  que  x— >a,  x  — 6, . . . 
r  — A,  X— /t  oo  le  produit.de  l'un  de  ces  diviseurs  relatifs 
par  un  facteur  quelconque  indépendant  de  x.  Donc  l'équation 
clle-ménie  ne  peut  gnoit  poor  racines  que  a,  b^  c^.. ,  k,  /, 
qui  âont  les  seules  qu'on  puisse  tirer  des  équatibnâ 

X  —  a=o,     X  — 6  =  0,...     X  —  A=:o,     X— /=o, 

ou,  plus  généralement ,  des  équations 

M(x — a)  =  o,     M'(x  —  i)=:o,... 

(M,  M'y  M",. .  •  étant  des  facteurs  iiulépcndans  de  x). 

Donc  f  enfin ,  toute  équation  du  degré  m  a  m  racines  ,  et  ne 
taurait  en  avoir  davantage. 

a4o.  Remarque.  11  existe  des  équations  qui,  en  apparence, 
Admettent  moins  de  racines  qu'il  n'y  a  d'unités  dans  l'exposant 
de  leur  d^ré.  Ce  sont  celles  dont  le  pretnicr  membre  a  pfn- 

0.6, . 
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sieurs  factears  égaux  :  telle  serait  Téquatioa 

(j:  — fl)<(x  — A)5(x  — c)*(«  — d)  =  o, 

qui  n'a  que  4  racines  différentes ,  a^  bj  e^  df  quoiqif  die  soit 
du  10*  degré. 

Il  est  évident  qu'aucune  quantité  et  différente  de  a,  b^  c,  J, 
ne  peut  ta  vérifier.  Car  Teiistence  de  cette  racine  a  entraî- 
nerait celle  du  diviseur  x  -— «t,  dans  le  premier  membrei  ce 
qui  est  impossible  en  vertu  du  principe  établi  n*  a34* 

Mais  la  proposée  n'en  a  pas  moins  lo  racines,  dont  4 sont 
égales  h  a  ,3  égales  a  b ,  2,  égales  à  c  ^  et  i  égale  à  d. 

P^ous  verrons  par  la  suite  que  ces  sortes  d'équations  sont  plv 
faciles  à  résoudre  que  celles  dont  les  racines  n'ont  entre  ellei 
aucune  relation  déterminée. 

241.  G)N8iQi7BNCE  de  la  seconde  propriété. 

IjC  premier  membre  de  toute  équation  du  degré  m  ayant  si 
diviseurs  du  premier  d^ré ,  de  la  forme 

X— fl,   or  — ô,  j:  — c,...   x— ib,  j:-^/, 

si  l'on  multiplie  ces  diviseurs  deux  à  deux,  trois  à  trois,.,.,  od 
obtiendra  ainsi  autant  de  diviseurs  relatifs  du  second,  do 
troisiëme. . . .  degré  en  x,  que  Ton  peut  former  de  cond)inti- 
sons  différentes  avec  m  quantités  prises  deux  à  deux,  trois t 
trois. . . .  Or,  ces  nombres  de  combinaisons  sont ,  comme  on  Fâ 

.  m— I  m^i     m— a 

vu  n®  147,  exprimes  par  m. ,    m.  . — - — ,...; 

2  a  o 

et  les  produits  obtenus  sont  d'ailleurs  (n*^  234)  les  seuls  divi* 

seurs  du  même  degré ,  que  le  premier  membre  de  la  propoffe 

puisse  avoir,  à  moins  que  l'on  ne  considère  ensuite  les  pro^ 

duits  de  ces  diviseurs  relatifs  par   des   facteurs  îndépendaitf 

de  s. 

Ainsi,  la  proposée  renferme  m,  — ^^  diviseurs  da  secoini 
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<Iegré,m« .  — ç —  diviseurs  du  troisième  degré;  et  aLosi 

de  saite. 

24^.  GosoposiTioN  DES  içnoATiovs.  —  Si,   dans  l'équation 
identique 

• 

on  effectne  la  multiplication  des  m  facteurs  du  second  membre 
(wjijrcz  n*  148)  y  et  que  l'on  compare,  terme  à  terme»  les  deux 
membres,  on  parviendra  aux  relations  suivantes  entre  les  coef- 
ficiens  P,  Q,  E. .  •  .T,  U,  et  les  racines  a,  £,  c, .  • .  i^,  /i  de  la 
proposée,  savoir  : 


«6+004^.  • .  «4*  liasQ, ^«  ...'•..  • 

-— ode— ai<f. ...— i^/=R,  ou  aAc-f-AM.«..-(-^'A'sa— *B; 


< 


dzûicJ. . . .H=:U,  ou  ûftcrf. ,  ..HsïiitfcU. 

(  On  a  placé  nn  double  signe  dans  la  dernière  relation ,  parce 
que  le  produit— a  X-— é  X — c. . .  X*— />  est+  ou— «focf.»  «ifc/ 
sutvaiit  que  l'équation  est  de  degré  pmir  oo  in^màr.). 

Donc ,  t*.  La  somme  ndgébrique  des  racines  prises  en  signes 
tontrairee,  est  égale  aU  co^fficieni  du  second  terme;  ou  bien ,  la 
somme  algébrique  des  ratines  elles-mêmes  est  égale,  au  coef- 
ficient du  second  terme,  pris  en  signe  contraire, 

a*.  La  somme  des  produits  deux  à  deux  des  racines  prises 
at^ec  leurs  signes  réactifs ,  est  égale  au  coefficient,  du  troi'^ 
sième  Èormcm 

3*.  La  sonimeides  produiu  trois  à  trois  des  racines  prises  en 
signes  coàifynnis,  est  égale  au  coefficient  du  quatrième  terme; 
ou  bien ,  le  coefficient  du.  quatrième  terme ,  pris  en  signe  cou' 
traire  ,  est  égala  la  somme  des  produits  trois  à  trois  des  racines 
prises  avec  leurs  signes. 
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£t  «ninsl  de  suite. 

Eu  fin  f  le  produit  de  toutes  les  racines,  prises  en  signet  con- 
traires ,  est  égal  au  dernier  terme;  on  bien ,  le  produit  de  Umie» 
les  racines  ,  prises  as^ec  leurs  signes  respectifs,  estégal  au  der- 
nier terme  de  Inéquation,  pris  ax^cc  son  signe  si  l'équatian  eU 
de  degré  pair,  et  avec  un  signe  contraire  si  l'équatioD  est  de 
d^ré  impair. 

Les  propriétés  démontrées  n^  g8 ,  par  rapport  aux  équations 
du  second  degré,  ne  sont  que  des  cas  particuliers  de  pelles  qai 
viennent  d'être  établies.  Le  dernier  terme ,  pris  avec  son  signei 
est  égal  au  produit  des  racines  enes-mémes ,  parce  que  PcqiM- 
tion  est  de  degré  pair. 

N.  B,  On  a  supposé,  dans  tout  ce  qui  précëdci  le  coefficient 
du  premier  terme  égal  à  l'unîté  S'il  en  était  autrement,  il  fim- 
drait ,  avant  d'établir  les  relations  ci-dessus  entre  les  ooefOdett» 
et  les  racines I  diviser  toute  l'équation  par  ce  coefiicient. 

TnioBIB   COMPLÈTB   DU    PLUS   OKAND    COMMUN    DITISEUB. 

243*  £n  réflécbisaant  sur  les  propriétés  précédentes ,  on  aper- 
çoit une  très  grande  ancdogic  entre  la  rccbcrcbe  des  dÎTiseur^ 
relatifs  du  pi*emier  degré  d'une  fonction  entière  dex,  et  la  ré' 
Noiution  d'une  équation.  Eu  elTet ,  il  résulte  de  la  propriété dv 
n*  289  que  tout  polynôme  A.r*+B*"""*-KlT"~*+...-i-T'+'^ 
est  dùcompospble  en  m  facteurs  du  premier  degré  en  x  ;  or,  pour 
obtenir  cette  décomposition,  il  suffirait  d'égaler. le  poJynoneto 
et  de  résoudre  l'équation  par  rappot-t  à  jr  ;  et  réciproquenMSt» 
si  l'on  connaissait  les  facteurs  du  premier  degré  en  x  qui  ooni' 
posent  ce  polynôme,  on  connaîtrait  par  là  même  les  racines 

Si  l'on  a  l)e8oin  de  savoir  résoudre  nue  éqoation  pour  ob- 
tenir les  diviseurs  relatifs  d'un  polynôme ,  cela  n'est  pas  néces- 
saire pour  obtenir  ce  qu'on  appelle  le  plus  grand  commun  di' 
viseur  relatif  de  deux  fonctions  entières, .  Les  analystes  ont 
même  tiré  parti  de  cette  dernière  question  f lour  la  résolution 
de  certaines  classes  d'é(]uation8.  Ainsi ,  avant  de  pénétrer  df 
^n^ta|;c  dans  la   théorie  dos  équations,  il  est  nécessaire  «|0<^ 
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nous  camp|élidDi9  la  recherche  du  plus  grand  oof^naiii  4i- 
TÎseur;  qvestion  qui  p't  été  qu'ébaaehée  dailf  le.  i"  chapitre* 

Noui  traiterons  d'abord  le  cas  de  deux  ibncttons  entières  de 
X ,  apris  quoi  nous  considérerons  celui  ou  les  deux  polyaone^ 
sont  entiers  par  rapport  à  toutes  les  lettre^  et  aii?;  ooeffici^ios. 

l 

Du  pbis  grand  commun  dipiêeur  rmUuif. 

•     '  '  •  *         .  •'.  ,  ^    '  . 

a44*  ^  P^^  grand  commun  diviseur  relatif  de  àfitoàSime*^ 
tiens  eotiëres.de  s,  est  le  polf nome  do  plus  Jiamdegnf.eTfkvc^ 
qui  dit ise  i  Ja  fois  les  deux  polyDovaed  pmpnsép^  ..       .   - 

Il  résulte  évidemment  de  oette  d^iinitiod  qne  »  krscpie  les 
denx  polynômes  ont  été  divisés  par  leur  plus  grand  coèsiMiii 
diviseur,  les  quotiens  résultans  ne  doivent  plus  renfermer  au- 
cun facteur  commun.èn  X)  car,  s'H  en  existait  un ,  le  produit 
de  ce  facteur  par  le  diviseur  déjà  considéré  serait  de  degré  plus 
élevé  en  9  ^ne  ee^  diviseur»  et  serait  enm*e  4ivîseiir  fref^Hf  dei^ 
deux  polynômes. 

Cela  posé ,  seie^t^^y  d\  d%  les  seuls  factpUrs  dtf  premier  de- 
gré en  jt  ,  communs  à  deux  fiDuctionsièntiènoSt  et  supposons  que 
^9  Pt  9 y  soient  les  exposans  des  puissances  de  ces  facteurs», 
communes  aux  dei»  polynômes.  IL  «H  éviilwil  tf^  ltt<fiiiodÉiit 
d",  </>^  «/'f ,  ^t  un  divjseiir  relatif  commuai  a|ix  deu^  pply^ 
nomes.  Je  dis  de  plus' que  c'est  leur  plus  grand  commun  dir 
¥iife^rf  oar  il  résulte  du  principe  établi,  numéro.  a34  que  le^ 
autres  diviseurs  relatifs  communs  ne  peuvent »étre  que  des 
combhiàisens  a  4  m  ^  3^  à  3, . . ...  des d«f erses  ppsiiiM|noes«de:  dp. 
d\  d"^  dont  les  ex'posiu^s  sont  tout  au  pluacgabx'è  ih  p^  ^. 

Nous  pouvons  dune  éfàbiir,  oomuevumiBa  «iufonos»  i^irîque 
le  plus  grand  commun  di^êsem'  mla^fdc  demyp  /ondiiêns  le/s- 
tières  est  4e  produit  des  plus  hautes  puiêsanoès  de.  tous  les  di^ 
viseurs  du  premier  degré  enx,  cémmuneoausedeuxipioffmome'S 
a**.  q«a  ioui  diyiseur  relatif  càft^mun  à  deux /onctions  an-- 
uèresp  divise  nù^esêoiremcni  leur  plus  gr%¥(^  cQ9^mfî  diï{\seU(r. 
telaiif,.  ^  .....    ^ 
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N.  B.  On  pourrait  encore  former  une  infinité  de  âifisenf 
relatifs  communs  y  de  même  degré  que  d^  X  d'^  X^'*  î  mauoe 
serait  (n^  a3i  )  en  multipliant  celui-^î  par  des  factenrs  indé- 
pendans  de  x. 

245.  Second  principe.  Le  plus  grand  commun  diviseur  relo- 
tif  de  deux  Jonctions  entières  est  le  même  que  celui  qui  existe 
entre  le  polynôme  de  plus  faible  degré  et  le  reste  de  leur  divi- 
sion, ou,  du  moins,  n'e/i  diffère  que  par  un  facteur  indé^ 
pendant  de  x. 

En'eiiet,  soient  A  et  B  les  deaii  polynômes ,  D  lenr  plai 
grand  commun  dÎTiseùr  relatif,  Q  le  quotient,  R  le  reite 
de  leuf  division  ,  D' le  plus  grand  commun  diviseur  rdatif  de 
B  «t  de  R  ;  on  a  Fcgalité 

A  =  B  X  Q  +  R, 
d*oJi  Ton  déduit,  en  divisant  successivement  par  D  et  ly , 

A_BQ       R  4l  — ??a.?: 

D^abord ,  D  élant  diviseur  relatif  de  A  et  de  B ,  il  s'ensuit  que 
-  et  -=^  sont  des  fonctions  entières  de  x  \  ainsi ,  il  doit  en  être 

de  même  de  -rr  -,  c'est-à-dire  que  D  est  diviseur  relatif  de  B  et 

de  R.  Donc,  diaprés  le  premier  principe,  D  doit  diviser  D' qoi 
est  le  plus  grand  commun  diviseur  entre  B  et  R. 

De  même  ,  D^,  diviseur  relatif  de  B  et  de  R,  l'est  ausiide 
BQ  et  de  R,  et  par  conséquent  de  BQ-f-R ,  ou  de  A.  Ainsi,  D'i 
diviseur  relatif  de  A  et  de  B,  doit  diviser  D,  qui  est  le  plB< 
grand  commun  diviseur  entre  A  et  B. 

Les  deux  poljnonies  D  et  D^  sont  donc  réciproquement  di* 
visibles  l'un  par  l'autre,  ce  qui  exige  qu'ils  soient  de  mène 
degré ,  et  par  conséquent  (  u^  ?.44  )  qu'ils  soient   identique* 
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oo  ne  dffièrODt  Pan  de  l'Autre  que  par  an  factear  indépendant 

de  X, 

a4&  De  ces  deux  principes  résulte  le  procédé  sniTant  pour 
trouver  le  plus  grand -commun  diviseur  relatif  de  deux  fonc« 
tioDS  entières  : 

Dis^isez  le  polynôme  de  plus  haut  degré  en  x  par  le  »econd; 
ii  la  ài%fi$ion  sejbiiexaciement,  le  second  poljrnome  est  le  p.  g. 
e,  d.  chervhi.  Si  vous  obtenez  «rit  reste  ,  divisez  le  second  poljr"' 
nome  par  le  reste;  en  supposant  que  cette  division  se  Jasse 
exactement, *le  reste  est  le  p.  g.  à.  d.  entre  ce  reste  lui-même 
et  le  second  pofyncme ,  et  par  conséquent  aussi  entre  les  deux 
pcfynmsees proposés.  Si  vous  cbusnez  un  second  reste,  divisez 
lepren^ier  reste  par  le  second ,  et  continuez,  ainsi  Vopémtion 
jusqiCà  ce  que  vous  parveniez- à  un  reste  qui  divise  exactor 
ment  le  resfe  précédent,  et  qui  sera  alors  te  plus  grand  oom^ 
mun  diviseur  cherché, 

Lorsqu*en  appliquaiit  le  procédé  ci-4esitts  |  on  parvient  à  un 
reste  indépendant  de  x,  on  peut  conclure  que  les  deux  poly- 
Qomes  prqpo^  sf^xA  premiers  entre  eux,  en  ce  sens  qu'ils 
n'^admetten^  aucun  diviseur  commun  en  x\  car  le  plus  grand 
cpmnpi^adiKÎseur reUtif  divisant  ( n^ ^45)  le  reste  de  chaque 
ditision  ,  devrait  aussi  diviser  le  reste  indépendant  de  x  auquel 
on  est  parvenu  y  ce  qui  est  impossible. 

Noufi  ymfiffiA  (  n*^  ^^)  les  modifications  que  l'on  peut,  dans 
la  pratique  I  apporter  à  ce  procédé ,  lorsqu'on  l'applique  k  une 
ce^ioe  classe  de  pol  jnQmes. 

a47.  Sôît  maintenant  à  diterminer  le  plus  grand  commun 
diviseur  relatif  de  pbtsieurs  fonctions  entières  A,  B,  G»  £. .. 

Appelons  D  le  p.  g.  c.  d.  entre  A  et  B,  1/  le  p.  g;  c.  d. 
entre  D  et  G;  je  dis  qne  ï/  est  aussi  le  p.  g.  c.  d.  de  A, 
B,  C. 

£n  efiet,  le  p.  g.  c.  d.-  de  A»  B,  G,  devant  diviser  A  et  B, 
divise  leur  p.  g.  c.  d.  D;  d'ailleurs,  il  divise  aussi  C;  ainsi 
il  doit  diviser  D\  qui  est  le  p.  g.  o.  d.  de  D  et  de  G-,  il  ne  peui 
donc  être  d'un  degré  plus  élevé  que  P'.  Mais  D' est  êvideoimeal 
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ciiuiinuii  au\  trois  polynômes  A,  B,  C  ;  donc  enfin ,  D^  estleor 
p.  g.  c  d. 

On  prouverait ,  d'une  manière  analogue,  que  le  p.  g.  c  d.  D' 
entre  D'  et  E,  est  ie  p.  g.  c.  d.  entre  Â,  B,  C,  £  ;  et  aimi  df 
suite. 

N.  B,  Dans  les  applications  ,  on  commence  par  cherdierle 
p.  g.  c.  d.  entre  les  deux  polynômes  do  plus  laible  degré,  pals 
entre  celui  qu'on  a  ainsi  obtenu  et  le  troisième  polynôme  k 
plus  simple,  etc. 

d48.  En  résumant  les  règles  précédentes,  on  voit  que,  par 
une  suite  de  divisions  algébriques ,  on  peut  toujours  obtenir 
le  plus  grand  commun  diviseur  relatif  eiilre  deux  on  plosiem 
polynômes  en  Xj  quelle  que  soit  la  nature  des  coefliciens  dei 
diverses  puissances  de  cette  lettre  principale. 

On  peut  encore  remarquer  que ,  toutes  les  fois  qu'on  opïiv 
sur  des  polynômes  rationnels,  c'est-à-dire  sur  des  polymmis 
qui  ne  renferment  aucun  signe  d*extraction  de  racine ,  l'appli- 
cation du  procédé  conduit  &  des  quotiens  et  des  restes  qni 
])euvent  être  entiers  ou  fractionnaires,  mais  qui  sont  essee- 
ticllcment  rationnels.  Ainsi  le  plus  grand  commun  diviseur 
relatif  auquel  on  parvient  par  ce  procédé ,  ne  peut  étn 
que  rationnel. 

Du  plus  grand  commun  diviseur  algébrique  ordinaire. 

249*  Les  polynômes  que  nous  allons  maintenant  considéier 
seront  de  la  nature  de  ceux  sur  lesquels  nous  avons  opéré  dam  le 
premier  chapitre,  et  nous  les  appellerons  des  polynômes  ntfMi^ 
fiels  et  entiers,  parce  que  leur  caractère  consiste  en  ce  ipif) 
composés  d'un  nombre  limité  de  ternies,  comme  leajbnctiûas 
entières,  ils  ne  renferment  dans  leur  c 21  pression  aucun  desdèsi 
sifpiesde  la  division  ou  de  l'extraction  des  racines;  c'est4-dirt 
que  les  coefliciens  numériques  ou  ai^él)riques  sont  en  tiers  1^ 
<|u'il  n'cutrc  dans  ces  )Kilyiiomos  que  des  uxpo^uns  euliers  c^ 
positifs  |K)ur  toutes  les  lettres. 
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Un  poljnorae  ralioanisi  ei  entier  eit  Aii  fadeur  on  diwseur 
iYun  scooiui  polynôme  de  même  neture»  lorsqu'il  existe  un 
troisième  polynôme  rationnel  et  entier  qui ,  multiplié  par  le 
ptvmier,  peut  reproduire  Iç  second^  ni  c^C^t  \wr  le  procédé  de 
la  divisiop  ;»Ig«;brîque  ordieaine ,  qu'4EN>  repoantU  BÎ  le  fNrenuer 
polynôme  e3t  Cficteiu*  dix  ;wçpivU 

Tout  polynôme  rationnel  et  enlîqr  est  tlii  viiBifm»  leri- 
qull  h'a  pas  d'autre  diviseur  rationnel  et.,jC](ili^r  quQ  loi- 
lucnie  et  1  unité  qui.  est  diviseur  de  tonte  qui^qtit^  liatjëre;  et 
deux  polynôme  rationnels  çJL  entiers  sopt  di^i  Ffi^iW  i^bs 
EUX,  lorsqu'ils  n'admettent  d'autre Jfacteur  CQfpffian,  r^timnid 
et  entier,  que  l'unité. 

aSo.  Ces  déTinUioos  él^n^  bittn  ^somprises,  iiotfs  rq^derons 
comme  démontrée  la  proposî^u^  Hiivjiete.C)  r  'ifomi  pofynome 
premier  P  (  rationnel  st  ENTum  )  qui  divise  exactement  le 
/traduit  A'XBde  deux  autres po^jmomçs  rationnels  el  entiers^ 
doit  nécessairement  diviser  l'un  de  ces  pofynoniçf}  ei  vpicî  I9S 
conséquences  qu'on  peut  en  tirer  : 

PnEMiEREiiSNT.  Concevons  qu'on  polynôme  rationiiel  ft 
entier  A  soit  déjà  décomposé  dans  le  produit  de  plusieurs  fac- 
teurs premiers,  numériques  ou  algébriques ,  mais  ra/ipme2r 
et  entiers,  et  que  l'on  ait 

A  =  P.P'.P.P* !<•) 

I 

(  plusieurs  de  ces  facteurs  premiers  poevant  élre  égan  entre 
eux). 

Il  résulte  de  la  proposition  qui  vient  d'être  ânpiMsée  $  qu'eue 
cun  polynôme  preini/er.  ^  t  diiTérent  de  P«  P%  P'.«.P(*)9  ae 
])cal  diviser  A;    car,  poiir  diviser  4»  il  falU  q«ii />  diwm 

P  X  VF* PC")  ',  or,  s'il  est  différent  d^  Pf  il  ne  pool  Ip 

diviser  (  puisque  P  est  premier  ]  »  éHi^  d^U  pa^  CMiséquent  dit- 
viser  P^P' ....  PC").  Par  la  même  raison ,  si  p  est  différent  de  P'  f 


(*)  f^oycMf  pour  la  dcmonslratiou,  la  note  qui  est  à  la  lin  du  8*  chapiuv. 
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il  doit  diviser  P^P*.  •  •  .PC")^  et  ainsi  de  saite;  d'où  Poa  cou-* 
clurait  quep  doit  être  égal  au  dernier  facteur  PC"),  ce  qû  eit 
contre  l'hjpothëse. 

Ainsi ,  les  seuls  facteurs  rationnels  et  entiers  que  A  puisse 
renfermer,  sont  les  facteurs  P,  P*,  P". . .  .PC"),  dans  lesquels  k 
est  déjà  décomposé,  ou  les  produits  de  ces  facteurs  deux  à 
deux ,  trois  à  trois,  etc. 

aSi.  Secondbmsnt.  Soient  A  et  B  deux  polynômes  ration- 
nels et  entiers, D  leur  plus  grand  commun  diviseur,  c'est-à-dife 
(  n®  34  )  le  poljrnome  le  plus  grand  par  rapport  aux  ejcposmu 
et  aux  cœfficiens,  qui  divise  exactement  les  deux  poljrnomes 
donnés.  Si  l'on  désigne  par  A'  et  B'  les  quutiens  respectifilde 
leur  division  par  D ,  on  a  (même  numéro)  A=A'D,  B=B^D, 
A'  et  B'  étant  premier»  entre  eux. 

Cela  posé ,  tout  diviseur  premier  d,  commun  aux  deux  polj- 
nomes  y  ne  pouvant  diviser  en  même  temps  A'  et  B',  doit,  m 
Tertu  de  la  pi*oposition  fondamentale  (n^  aSo) ,  diviser  D.  H  eit 
d'ailleurs  évident  que  tout  facteur  premier /?  qui  divise  A  uni 
diviser  B ,  ou  réciproquement ,  ne  saurait  diviser  D. 

Donc,  le  plus  grand  commun  diviseur  de  deux po^punms 
rationnels  et  entiers  contient ,  comme  facteurs  ,  tous  les  dMr 
seurs  particuliers  communs  aux  deux  poljrnomes,  et  nepeti 
renfermer  d'autres  facteurs. 

C'est  le  premier  principe  du  numéro  35  appliqué  à  deux  po- 
lynômes rationnels  et  entiers. 

252.  Troisièmement.  Soient  A  et  B  deux  poljnoracs  ration- 
nels et  entiers  ;  d,d^y  d"^ .  • .  des  facteurs  premiers  (  rationneli 
et  entiers  )  communs  aux  deux  polynômes \  n^  p^  q^,,.  \fi 
exposans  des  puissances  de  ces  facteurs ,  communes  aux  deox 
polynqmes ;,et  supposons,  pour  fixer  les  idées ,  que  ces  factcars 
soient  au  nombre  de  quatre.  On  a  les  deux  égalités 

A  =  €f^rf>.€f''^€f•^A^    B  =  €f".€f'''.€f''^rf•^B^ 

A" et  B"  étant  premiers  entre  eux,  car  s'il  eu  était  autremeot, 


DU  PLUS  GRAND  COMMDlf  DIYISEUB.  ^l3 

c'est  que  l'on  n'aurait  pat  mis  en  évidence  tons  les  facteors 
premiers  communs. 

Cela  posé, )e  dis  que  l'on  a,  en  désignant  par  D  le  plus  grand 
commun  difiseur  entre  A  et  B, 

En  effet ,  il  est  éridènt  d'abord  que  ce  produit  d^d'^JJ^^JT' 
est  diviseur  commun  des  deux  polynômes  De  plus  y  nfetlt  le  plus 
grand  qu'on  puisse  obtenir,  puisque  (n**  aSo)  les  antres  facteurs 
ne  peuTcnt  être  que  les  produits ,  a  A  a ,  3  à  3» .  •  des  diverses 
puissances  de  dy  d\  d",  d',  dont  les  cxposans  sont  tout  au  plus 
égaux  k  n,  p,  q^  r.  (C'est  la  même  proposition  démontrée 
numéro  ^44  pour  le  plus  grand  commun  diviseur  relatif.  ) 

Il  résulte  de  là  que  deux  polynômes  rationnels  et  entiers  ne 
peuvent  avoir  qu'un  seul  plus  grand  commun  diviseur,  c'est- 
à-dire  un  seul  diviseur  commun  dans  lequel  les  coelliciens  et 
les  exposaos  soient  les  plus  grands  possibles  \  tandis  que  deux 
fonctions  entières  ont  une  infinité  déplus  grands  communs  di^ 
viseurs  relatifs  (  n^  a44  )• 

253.  QuATBT^.MTttfKHT.  On  peut,  sans  aucun  inconvénient, 
introduire  ou  supprimer,  dansFun  des poljrnomes  A,  ou  B,  tel 
fadeur  rationnel  et  entier  que  F  on  juge  à  propos ,  pourvu  que 
ce  facteur  ne  se  trouve  pas  déjà  dans  Foutre  poljmome.  Car  il 
est  évident  que  le  plus  grand  commun  diviseur  entre'  les  deux 
nouveaux  polynômes  reste  le  même  qu'entre  les  polynômes 
proposés ,  puisqu'il  doit  se  composer  des  mêmes  facteurs. 

354.  CiNQtniM^ifXNT.  Passons  k  la  démonstration  du  second 
principe  établi  numéro  35. 

Observons  d'abord  que  les  deux  polynômes  A  et  B  peuvent 
toujours  être  supposés  tels  qu'après  les  avoir  ordonnés  par  rap-- 
port  à  une  de  leurs  lettres  communes  1  a,  et  avoir  divisé  le 
polynôme  de  plus  bani  degré ,  A  par  exemple ,  par  le  second  B, 
on  ait  obtenu  un  quotient  entier  et  un  reste  de  même  nature, 
dans  lequel  le  plus  bant  exposant  de  a  soit  moindre  que  celui 
du  diviseur. 
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En  eflet  y  pour  quo ,  clans  diacuno  tins  opérations  partîdlcs,\e 
quotient  soîl  fractionnaire ,  il  faut  que  le  coefficient  du  prmifr 
terme  de  cliaqae  dividende  partiel  ne  toit  pas  exactement  di- 
visible par  le  coefficient  du  premier  terme  du  diTÎieur  ;  étalon 
le  dénominateur  du  quotient  partiel  est  ce  dernier  ooeflictent 
lui-même,  ou  l'un  des  facteurs  de  ce  coefficient.  Or  il  peut  se 
présenter  iroîs  cas  :  ou  ce  coefficient  divise  en  même  temps  1rs 
cbefficietil  des  autres  puissances  de  a  qui  entrent  dans  le  diri- 
iieur  ;  on  il  a  des  facteurs  communs  avec  tons  ces  coeffictens;  ou 
hien  il  a  avec  quelques-uns  seulement  des  facteurs  oommoiu 
qui  n'entrent  pas  dans  les  autres.  (On  dit,  dans  œ  dernier  cUi 
que  tous  les  coefficiens  sont  premiers  entre  eux.  ) 

Dans  les  deux  premiers,  B  coutiendrait  comme  factesr 
ce  coefficient,  ou  l'un  des  facteurs  de  ce  coefficient;  et 
ce  facteur  ne  se  trouvant  pas  dans  le  dividende,  il  ne  saurait 
(  n**  l5i  )  faire  partie  du  plus  grand  commun  diviseur  entre 
A  et  6.  Ainsi  (  n®  253  )  on  pourrait  le  supprimer  d'avance  dan 
M  ;  et  la  question  serait  ramenée  à  rechercher  le  plus  granl 
commun  diviseur  entre  A  et  le  résultat  B'  provenant  delà  snp- 
])ression  de  ce  facteur. 

Dans  le  troisième  cas ,  on  pourrait  multiplier  le  dividende  A 
par  le  multiple  le  plus  simple  des  dénominateurs  desquotiens 
fractionnaires  obtenus ,  lequel  multiple  serait  nécessairement 
premier  avec  B.  Le  produit  de  A  par  ce  multiple  ajant 
(n^  a53)  avec  B  le  même  plus  grand  commun  diviseur  que  celui 
cjui  existe  entre  A  et  B ,  on  pourrait  alors  o|>érer  sur  ce  produit 
A'  et  sur  B,  comme  sur  les  deux  polj'nomes  primitifs }  et  Vd^ 
serait  alors  certain  d'avoir  des  quotiens  entiers. 

Nous  pouvons  donc  admettre  à  priori  qvte  les  polynômes  A  et 
B  satisfassent  à  la  condition  ci-dessus  énoncée. 

Cela  posé ,  je  dis  que  &  p.  g.  c  d.  entre  A  et  h  est  le  même 
que  /e  p.  g.  c  d.  entre  B  et  R ,  R  désignant  le  reste  de  letr 
division  poussée  jusqu'à  ce  que  le  reste  soit  de  degré  moindre 
(|uc  B  par  rapport  à  la  lettre  principale  a. 

En  effet,  soient  D  le  p.  g.  c.  li.  entre  A  et  B,  D' lep,  g»  c  d. 
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entre  B  et  R  ;  on  a  Tégalité 

A  =  B  X  Q  +  R 

(  Q  et  R  étant  des  polynômes  entiers  )  ;  d'ob ,  divisant  d\iIiord 
par  D  et  ensuite  par  D', 

ABXQ  .  R  A _B  X  Q   ,    R 

D~      D      "*"d  W~      D      "^ÎF* 

Cei  deux  dernières  égalités  prouvent,  i^  qae  D  divisant  A ,  B, 
et  par  conséquent  B  X  Q  9  divise  aussi  %  ;  ainsi  D ,  diviienr 
oommun  de  B,  R  ,  divise  (  n**  25i  )  D'  qui  est  le/;,  g»  c.  d,  de 
BetdeR. 

2\  Que  D' divisant  R,  B,  et  p«ir  conséquent  B  XQydivisi? 
ainsi  A;  ainsi  lï,  diviseur  commun  de  A,  B,  divise  D  qui  est 
kp,  g,  c.  d,  entre  A  et  B. 

Puisque  D  et  ly,  divisés  réciproquement  l'un  par  rnutro, 
doifent  donner  un  quotient  entier,  ce  quotient  ne  peut  être  que 
ronité  ;  et  Ton  a 

D  =  D';. . .  .c.ç.yii/. 

255.  Il  nous  reste  encore  à  faire  une  remarque  propre  à  nous 
gaider  dans  la  question  qui  nous  occupe. 

Soît  A  un  polynôme  rationnel  et  entier  qtie  noas  supposons 
ordonné  par  rapport  à  Tune  des  lettres  qui  j  entrent ,  a  par 
ex6mple. 

Si  ce  polynôme  n'est  pas  premier  (  n*  349) ,  c^est-i-dîrc 
rtl  est  déeomposable  en  facteurs  rationnels  et  entiers,  il 
fient  étfe  regardé  comme  le  proiluit  de  trois  facteurs  jïrind- 
panxy  savoir  : 

I®»  D'un  monôme  A,  commun  à  tous  les  termes  de  A  (ce 
racleor  se  compose  du  plus  grand  commun  diviseur  qui  existe 
entre  tous  les  coeiTiciens  numériques,  multiplié  par  le  produit 
des  facteurs  littéraux  communs  à  tous  les  termes)  î 
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7?.  ïfunpoljrnome  Aa  indépendant  de  a,  lequel  doit  (ii*3c) 
•e  trouver  facteur  commun  à  tous  les  ooefficîens  des  dimei 
puissances  de  a,  dans  les  polynômes  ordonnés. 

3^.  D'i/n  polynôme  A3  dépendant  de  a 9  et  dans  lequdlei 
coefficiens  des  diverses  puissances  de  a  sont  premiers  enOteiu 
(n*  a54)  I  en  sorte  que  l'on  a 

A  =  A,  X  A.  X  As. 

Quelquefois ,  l'un  des  facteurs  A, ,  Aa,  ou  tous  les  deux^ie 
réduisent  à  l'unité;  mais ,  du  moins ,  telle  est  la  forme  la  )»loi 
générale  d'un  polynôme  rationnel  et  entier  ordonné  par  np- 
port    a  . 

Il  résulte  de  là  que ,  quand  il  existe  un  plus  grand  commBii 
diviseur  D  entre  deux  polynômes  rationnels  et  entiers  A  et  B| 
on  a  paiement 

D  =  D.  .D..D3; 

D,  désignant  le  plus  grand  facteur  monôme  commun,  Dtk 
plus  grand  facteur  polynôme  indépendant  d'une  lettre  com* 
mune  a,  et  D3  le  plus  grand  facteur  polynôme  dépendant  ck 
cette  lettre. 

Voici  d'ailleurs  le  moyen  d'obtenir  Di  : 

On  cherche  d'abord  le  facteur  monôme  A^  commun  à  tonu  ks 
termes  de  A.  Ce  facteur  est  en  général  composé  de  fiactears  lit* 
téraux  qui  se  découvrent  à  la  simple  inspection  des  termcSt  p** 
d'un  coefficient  numérique  que  l'on  obtient  en  appliquant  aux 
divers  coefficiens  numériques  de  A  le  procédé  établi  en  Ariùr 
mé tique  (n®  i56)  'pour  trouver  le  p.  g.  c.  d.  entre  plasienrt 
nombres  à  la  fois. 

On  cherche  de  même  le  facteur  monôme  Bi  commun  à  tOMS 
les  termes  iieB;  puis  on  détermine  le  plus  grand  factei^ï^i 
commun  à  Ai  et  à  B,. 

Ce  facteur  D,  est  mis  à  part ,  comme  formant  la  premiers 


DD  PLUS  GRAND  COlOIBir  DIVISEnR.  ^1^ 

partie  do  cwiuiiin  dÎTMeur  cherché.  On  supprime  iFeilburÊ 
Us  fadeurs  A,  et  B,  dans  les  deux  polynômes  proposés  s  et  h 
question  est  ramenée  k  chercher  le  p.  g.  c  d.  entre  deux  ncnr 
▼eaux  polynômes  A'  et  B'  débarrassés  de  tout  facteor  mMome. 
C'eftdoncà  deux  polj^nomes  de  cette  espace  qu'il  conTient,d'Ap«« 
pliquer  le  procédé  dont  nous  allons  donner  ledéfreloppeneitt.  < 

Procédé  du  plus  grand  commun  Diviseur. 

a56.  II  peut  se  présenter  plusieurs  ciroonstances,  6a  égard 
an  nombre  des  lettres  que  A' et  B' renferment. 
I*.  A'  ET  B'm  UNXKRiiuiiT  Qu'uni  seul»  LSTnixa, 
Si  l'on  ordonne  A'  et  B'  par  rapport  à  a,  les  oocfficienssei^oiit 
néccMairementpreTOier»  entre  eux,  puisqu'ils  «ont  numériques 
et  qu'on  a  déjà  retiré  les  facteurs  monômes.  Ainsi,  dans  ce  cas, 
il  n'y  a  lien  à  rechercher  que  le  plus  grand  facteur  commua 
dépendant  de  a,  savoir,  D3  (n»  a55). 

Pour  l'obtenir,  on  commence  (n"  a54)  par  préparer  le  poly- 
nome  de  plus  haut  degré,  de  manière  que  son  premier  terme 
loit  exactement  divisible  par  le  premier  terme  du  drvIsMn 
Celte  préparation  consiste  i.  multiplier  tout  le  dividende  par  la 
coefficient  du  premier  terme  du  diviuur.  ouparunfyJZ-de 
ce  coefficient,  ou  (u"  36)/»«r«ne  certaine puiuanee  de  ce  catffi. 
cient,  afin  de  pouvoir  exécuter  plusieurs  opérations  de  suit* 
suu  de  nouvelles  préparations. 

On  effectue  alor*  la  divUion;  et  ton  pousse  F  opération  jus^ 
Vf  à  ce  qu'on  obtienne  un  reste  de  plusjaible  degr^  que  le 
polynôme  qui  a  servi  de  diviseur. 

On  cherche  si,  entre  les  coefficiens  de  ce  reste  (  qui  ne  ne». 
wnt  être  que  des  nombres) ,  «7  n'existerait  pas  un  facteur  corn, 
mun  qu'on  aurait  soin  de  supprimer,  comme  ne  i)ouvant  fkire 
Frlw  du  p.g.  c.d. cherché;  après  quoi,  Fonophn sur U second 
poljrnome  et  sur  le  reste,  comme  on  a  opéré  sur  les  deux  tio- 
bmomes  A'  et  B'.  ^^ 

On.  continue  cettf  série  ttopérationt  Jusqu'à  ce  que  Ton  soit 

»7 
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parpen»  à  an  reste  diviseur  exact  du  reste  précédent,  aaqi 
éé  te^t  âMêtvLT  est  le  p.  g.  c.  d.  D^  qui  existe  entre  A' 
et  D,  XDs  exprime  alors  le  p.  g.  c.  d.  entre  A  et  B  ;  <m 
ftiifuà  ce  qu^on  trouve  un  reste  indépendant  de  a  ^  c'est- 
numérique;  et  c'est  un  signe  certain  que  les  deàl  poljnoi 
et  B^  iotit  premiers  entre  eux. 

2?.  Af   ET  B'  RENFERMANT  DEUX  LETTRES  C  Ct  b. 

Après  avoir  ordonne  ces  polynômes  pdr  rapport  à  a,  i 
d'abord  procéder  à  la  recherche  du  facteur  polynôme  D» 
pèfâàHt  de  a  (n*»  aSS). 

Pour  cela ,  on  détermine  d  abord  te  plus  grand  comm 
viseur  A»  èhtte  tous  tes  coeJJIciens  des  diverses  puissance 
dàrùle  pbljrnofne  h!\  Ce  commtin  diviseur  s'obtietit  en  \ 
quMht  le  t^hocédé  (n®247)  relatif  à  la  rcctie^che  du  p.  ^ 
entî^  pitl&ieurs  polynômes  à  la  fois,  aiiisi  que  la  fëgtecjfal 
flâMié  dans  le  cas  précédent,  puisque  ces  cocllicîcns  ne  r< 
ment  que  la  seule  letlre  b.  On  détermine  de  même  le  plus , 
cwunun  diviseur  B.  entre  tous  les  coefficiens  de  B\  Gomf 
ensuite  A»  et  B»  i  on  met  à  part  leur  plus  grand  commun 
feurD^i  comme  faisant  partie  du  p.  g.  e.  d.  cherché;  ( 
supprime  bailleurs  les  fadeurs  At  e/  B^  dans  A'  e£  B*;  < 
donne  Heu  à  deux  nouveaux  polynofhcs  A*  et  B*  dont  les< 
cieos  toni premiers  entre  eux,  et  auxquels  on  peut  par  i 
qœnt  appliquer  ce  qui  n  élé  dit  dans  le  premier  cas. 

Toulefois,  il  faut  avoir  soin,  pour  chaque  reste,  de 
surer  si  les  coefficiens  des  diverses  puissances  de  la  lettn 
renferment  pas  un  facteur  commun  ^  qu'on  supprimerait 
comme  étant  étranger  au  commun  diviseur.  Mous  avoni 
fait  voir  (n®  38)  que  ces  suppressions  sont  absolument  I 
pensables. 

On  obtient  ainsi  pour  A"  et  B"  le  commun  diviseur  1 
pour  les  deux  polynômes  A  et  B ,  le  p.  g.  c.  d^  est  D,  X  Dt  ' 

N.  B.  En  appliquant  à  A''  et  B'  le  procédé  indique  d: 
premier  cas ,  ou  reconnaît  encore  que  ces  deux  polynôme 
premiers  entre  eux  k  ce  signe,  qu'on  obtient  un  reste  ^  soU 
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mériquc ,  ioUfonetion  de  h ,  mais  indépendant  de  a»  Âl<Mf*  A  et 
B  n'ont  pour  p.  g.  c.  d*  que  Dj  X  !)»« 

3®.  A'  Bt  B'  RurmvANT  mois  xittiba  a,  b  ^  a 

Les  deux  polvnomes  étant  ordonliétpat  rtfppott  à  é^  dHâ&^ 
termine  dabordlep,  g.  c.d.  indépendant  i/e  a ,  ce  qui  le  ftit 
en  appliquant  aux  cocIEcienâdCs diverses  pniieailofade'aj  dans 
les  deax  polynômes ,  le  procédé  du  n®  si47  et  la  rè^jleda  leoml 
cas,  puisque  ces  coeffîciens  polyuomea  ne  senfermunt  «^  1^ 
deux  lettrés  6,  c. 

Le  poljrnome  indépendant  D»  étant  enriêi  mis  en  évidence  , 
et  les  fadeurs  A»  et  fi«  qui  tant  donné,  étant  exprimés  dans  àS 
et  V,  il  en  résulte  deux  polynômes  A*^  et  B''  dont  les  coefficiens 
sont  premiers  entre  eux ,  et  auxquels  on  peut  par  conséquent 
appliquer  ce  qui  a  été  dit  dans  les  deux  Cas  prëcédens. 

Et  ainsi  de  suite. 

Noua  eng'ageons  les  )eunes  gens  à  se  pénétrer  du  procède  que 
nous  venons  d'étarblir,  et  à  tâcher  d'en  hien  saisir  Vésprit. 

Nons  allons  en  fitire  l'application  à  quelques  eicmples. 

aS^,  Soient  lés  deu^t  polynômes 

a^d}  —  c'^*  —  û«c*  -f  c^     et     4a*^-^  2«c*  4-ac!'—  i^eâi 

Le  second  polynôme  est  te  seul  qui  renferme  un  facteur  mo-^ 
nomeï  ce  facteur  est  2.  Eu  le  supprimant  et  ordonnant  par  rap- 
port à  d^  on  obtient  les  deux  nouvelles  expressions 

(«•-o.-c')  d^^a^e^  -f-  c^     et     (aa*  — 2tfc)  if  —  àc^  4-  <^^- 

11  &Bt  d'abord  procéder  a  la  rechercln»  du  cotnmuKl  dftiseur 
indépendant  de  la  lettre  d. 

Or,si  Ton  considère  le?  coefRcicns  /i'—  tf'  et  —  «V*  4*^*,  tltt 
premier  polynôme,  on  olwerte  que  -^<i*c*  -f"  ^^  T^"^  ^^  ttiettra 
sousiafortne  — c'(a^  — c'O  ;  d'où  l'on  toîI  queii^— c^^CSt  fec<f\if 
commun  entre  les  deux  cocflicîeûs  du  premier  polyftoine.  De 
même, les  coefilciens  do  second ,  a**  —20e  et  *—  ac*  +c',  re- 
viennent a  2te(«— c)  et  —  o'(«— c)5  donc  a — e  est  facteur 
commun  entre  ces  coefficiens. 

27,.« 
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(Comparons  maintenant  les  deux  facteurs  <z*  —  c*  et  a  —  e. 
Comme  ce  dernier  divise  l'autre  y  il  s'ensuit  que  a  —  c  eit  «n 
facteur  commun  aux  deux  polynômes  proposés  ;  et  c'est  lepbu 
grand  di\fiseur  indépendant  de  d . 

Supprimons  d'ailleurs  a^  —  c*  dans  le  premier  potvnome, 
et  A  — -  c  dans  le  second  ;  on  obtient  pour  les  résultats  de  cette 
suppression  cf*  —  c*  et  ^ad  —  c*,  polynômes  auxquels  il  faot 
appliquer  le  procédé  ordinaire. 


4a*d*  — 4fl»c»  J 
+  nac'^d —  4^*^* 
—  4aV  +  c». 


Explication.  Après  ayoir  multiplié  le  dividende  par  4^,  et 
effectué  deux  divisions  consécutives,  on  obtient  pour  refts 
—  4^^^+  ^S  polynôme  indépendant  de  la  lettre  principale'; 
donc  y  les  deux  polynômes  d^  —  c*  et  et  7.ad — c*  sont  premiers 
entre  eux.  Ainsi,  le  plus  grand  commun  diviseur  des  polj- 
n ornes  proposés  est  a  —  c. 

Reprenons  le  même  exemple  en  ordonnant  par  rapport 
&  a;  il  Tient  y  après  la  suppression  du  facteur  2  dans  le  se* 
cond  polynôme  > 

(rf*  —  O  a*  —  c'^*  +  c^    et     oJà"  —  {icd  +  c*)  a  +  é. 

En  jetant  les  yeux  sur  le  second  polynôme ,  on  reconnaît  fa- 
cilement que  les  coefliciens  des  diverses  puissances  de  a  sont 
premiers  entre  eux.  Quant  au  premier  polynôme  ,  on  obsene 
que  le  coefficient,  —  c*^*  +  cr*,  du  second  terme  ou  de  «®,  re* 
vient  à  —  c'(^*  —  c*);  d'où  il  suit  que  d* — c'  est  facteur 
commun  aux  deux  coeffîciens;  et  comme  ce  facteur  n'entre  ptf 
dans  le  second  polynôme,  on  peut  le  supprimer  danslepre^ 
micr  sans  en  tenir  «nucun  compte^  comme  ne  faisant  pas  partie 
du  commun  diviseur. 
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Opérant  cette  suppression,  et  prenant  le  second  polynôme 
poar  dividende,  le  premier  pour  diTiscnr  (afin  d'éviter  la  pré* 
paration),  ona       * 


I'. 


reste. 


2  dfl*  —  2Crf 
—  C* 

1    2d 

—  2cd 

a  -|-  2éfc* 

—  c» 

+  c* 

ou  bieui . .  a  —  c, 
(en  supprimant  le  facteur  commun  —  2C<f  —  c*)  ; 

2». 


4-  ûc  —  c*    /  a 


+  c 


Explication.  Âpres  avoir  cDectué  la  première  division  >  l'on 
obtient  un  reste  qui  renferme  le  facteur  —  2ci^  — c*,  dans  ses 
deux  coeffîcicns  ;  car  a^c*  -f-  ^^  =  —  c  ( — ^.cd^^d^  ),  Ce  fao- 
tenr  étant  supprimé ,  le  reste  se  réduit  -a  a —  c,  polynôme  qui 
divise  exactement  à^  —  c'. 

Donc  a  —  c  est  le  plus  grand  commun  diviseur  cherché.  Les 
commençaus  feront  bien  de  reprendre  le  môme  exemple  en 
ordonnant  par  rapport  à  c. 

258.  Il  existe  un  cas  assez  remarquable,  dans  lequel  on 
peut  obtenir  le  plus  grand  commun  diviseur  plus  aisément 
que  par  le  procédé  général  ;  c*est  celui  où  Vun  des  deux 
poljrnomes  renferme  une  lettre  qui  ne  se  trouve  pas  dam 
Vautre. 

Dans  ce  cas,  comme  il  est  évident  que  le  plus  grand  com- 
mun  diviseur  doit  être  indépendant  de  cette  lettre,  il  s'ensuit 
que,  si  l'on  ordonne  le  polynôme  qui  la  renferme,  par  rapport 
à  cette  lettre ,  le  plus  grand  commun  diviseur  cherché  sera  le 
néme  que  celui  qui  existe  entre  les  coefficiens  des  diverses 
puissances  de  la  lettre  ordonnatrice  et  le  second  polynôme, 
fii,  par  hjrpothese ,  en  est  indépendant. 


4ftft  THÉO&nS  COKNiTE 

A  U  Yérité,  on  sera  conduit,  par  ce  moyen  y  k  détemSiierk 
pluf  grand  commun  diviseur  entre  trois  ou  no  plus  graad 
nombre  de  polynômes;  mais  ceux-ci  sefont  beaucoup  plu 
simples  que  les  polynômes  proposés.  Souvent  même  il  arrive 
que  quelques-uns  des  coefficiens  du  polynôme  ordonné  sout 
des  monômes;  ou  bien,  on  reconnaît  à  leur  seule  inspec- 
tion qu'ils  sont  premiers  entre  eux;  et,  dans  ce  eu,  on 
est  certain  que  les  polynômes  proposés  sont  aussi  prcmien 
entre  eux. 

Ainsi,  dans  l'exemple  du  n^  ^Sn ,  traité  par  le  premier 
moyen,  après  avoir  supprimé  le  iacteur  a^^c  commua  au 
deux  polynômes ,  ce  qui. a  donné  pour  résultats  ^ 

J*  —  c'    et     o,ad^^  c"*, 

on  reconnaît  immédiatement  que  ces  deux  nouveaux  poly- 
nômes sont  premiers  entre  eux;  car  le  second  renfermant  b 
lettre  a  qui  n'entre  pas  dans  le  premier,  il  résulte  de  ce  qsi 
vient  d'être  dit,  que  le  plus  grand  commun  diviseur  doit  se 
trouver  entre  les  coeÛiciens  7.d  et  —  c';  or  ces  deux  quantités 
sont  évidemment  premières  entre  elles;  donc,  etc. 

Soient,  comme   application  du  cas  que  nous  exaraiaooS) 
les  deux  polynômes 

Zbcq  -{-  Zonip  +  iSbc  +  Sinpq , 
et  Wy— 4Vè'  +^^od'^2fgq. 

Comme  q  est  la  seule  lettre  commune  à  ces  deux  polynômes 
(qui  d'ailleurs  ne  renferment  pas  de  facteurs  monômes)) oi^ 
pourrait  les  ordonner  par  rapport  à  cette  lettre,  et  suivre  le 
procédé  ordinaire.  Mais  observons  que  b  se  trouve  dans  le  pre- 
mier polynôme  et  non  dans  lu  second  ;  donc  si  Ton  ordonne  k 
premier  par  rapport  a  &,  ce  qui  donne 

{3cq  +  i8c)  ^  +  3omp  -{-  5mpq^ 
on  peut  assurer  queje  p.  g.  c.  d.  cherché  est  le  même  que  cel«i 
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qui  existe  entre  le  second  polynôme  elles  deux  coefiBciens 

3cq  -|-  i8c,     3omp  +  5mpq, 

Or  le  premier  de  ces  deux  cocfficiens  peut  se  mettre  sons  la 
forme3r(^+6),  et  l'autre  revient  à  5^/7(^*4- 6);  d'où  il  suit 
que  ^-|~  ^  est  le  seul  facteur  commun  à  ces  deux  coelficiens.  Il 
luffit  alors  de  voir  si  ^  -f*  6,  qui  est  un  diviseur /^rem/erj  est 
facteur  du  second  poljnome. 
Or  ce  polynôme ,  ordonne  par  rapport  à  q ,  revient  à 

{^ad  —  ^jg)  q  —  è^ify  +  a4fl£/; 

et  comme  la  seconde  partie  i^ad —  fyifg  est  égale  à 

6(4flrf—  7/^) ,  il  s'ensuit  que  ce  polynôme  est  divisible  par 
J  +  6,  et  donne  pour  quotient  l^ad — if  g.  Donc  enfin , 
?-f6est  le  plus  grand  commun  diviseuf  des  deux  poly- 
nômes proposés. 

259.  Nous  terminerons  cette  théorie  par  un  rapprochement 
entre  le  procédé  du  plus  grand  commun  diviseur  relatif  et 
celui  du  plus  grand  commun  diviseur  ordinaire,  en  traitant 
nicccssivemcnt  par  les  deux  procédés ,  un  exemple  dans  lequel 
es  deux  polynômes  soot ,  non-seulement  entiers  par  rapport 
^  x^  mais  encore  par  rapport  aux  autres  nombres  qui  y  en- 
^ent;  parce  que,  dans  la  suite ,  nous  aurons  à  opérer  sur 
beaucoup  d'exemples  de  ce  genre. 

Soient  proposés  les  deux  polynômes 

6x*  —  4^^  —  I  ix^  —  Zx^  —  Sx  —  I , 
ît  ^x^  +  aa'"*  —  i8x*  +  Sx  —  5. 
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Tableau  des  Calculs  par  le  procédé  dup,  g.  c,  d.  relaUJ, 


-  3x^ — 3«— n4^*+a: 

— x^+^x — 1  i-x — 4 
a         a         J2        4 


,0^  &r*— 4xt— I  ix'—  3x*— 3«— i^4xM-2a:^— i8x*+3x-5 


2*.  4x*  +  2^'  — i8a:>+3x  — Sl^a:^  — 39ar*+^x-| 

+iox^ —  20a:*  +  5a:  —  5  Itt-  x  +  ît- 

)39  39 


o. 


Donc  -3  x'  —  Sgx»  +  -2  a: ;p  est  le/i.  g',  c.  d. 

Tablbau  <2ej  Opérations  par  la  méthode  ordinaire. 

1*  Multiplication  par  16.  ) 

9&r*— 64x4— i7&r^—  48x»— 48x— leUx^^-  txx^-i6x'+^ 

— 1120:^4"  256x'' — ï20x*-f-72.r — 16^  24x-a8 

Reste       4-3 1 2x^-624x*-f- 1 56x- 1 56, 
oa  bien  nx^  —  4-^'  "T  ^  —  '  • 

2^     4^^  +    ^^  —  i8x*  +  3x  —  5  )   nx^  —  4^*  +  *—  1 
+  I  ox^  —  20X*  +  5a:  —  5  J   2X  -f"  ^ 


o. 


Donc    nx^  —  4-^*  +  ^  —  '     est  le  /;.  g',  c.  d. 

En  appliquant  le  procédé  du  n**  246  sans  faire  subir  aucune 
préparation,  on  parvient,  comme  on  le  voit  dans  le  premier (ies 
deux  tableaux  de  calcul ,  au  résultat 
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tandis  que  si  Ton  sait  le  procédé  da  n^.  a56  arec  toutes  ses 
modifications  j  on  obtient 

^a?  —  4^+x—  I 

pour  le  plus  grand  commun  diviseur  des  deux  polynômes. 

Or  ce  dernier  résultat  ne  difiëre  du  précédent  que  par  le 

3q 
facteur  -r^w^  est  commun  à  tous  les  termes  de  celui-"  ci  » 

4 
et  que  l'on  peut  mettre  en  évidence. 

D'oJt  l'on  voit  que  l'effet  produit  par  l'application  du  procédé 
sans  préparation,  est  de  donner  le  commun  diviseur  ordi-^ 
naire  qui  existe  entre  les  deux  polynômes  (qu'on  suppose  ro- 
tionnels  et  entiers) ^  de  le  donner,  dis-je,  embarrassé  Aefac" 
teurs  étrangers ,  mais  indépendans  de  la  lettre  principale. 

Or,  comme  nous  verrons  par  la  suite  'que  le  principal  objet 
qu  on  se  propose  lorsqu'on  est  parvenu  au  plus  grand  com— 
mun  diviseur  de  deux  fonctions  entières,  est  de  l'égaler  &  o 
pour  en  tirer  des  valeurs  de  la  lettre  principale ,  on  conçoit 
que  l'introduction  de  ces  facteurs  étrangers  dans  le  résultat, 
ne  peut,  en  aucune  manière,  influer  sur  les  racines  de  l'é- 
quation obtenue ,  puisque  ces  facteurs ,  étant  indépendans  de 
la  lettre  principale,  peuvent  toujours  être  supprimés  dans 
cette  équation. 

Ainsi,  dans  ce  cas,  il  est  tout*à-fait  indifférent  d'employer  ou 
de  ne  pas  employer  les  modifications  ;  et  lorsqu'on  les  emploie, 
c^est  seulement  dans  la  vue  de  simplifier  les  calculs. 

Nous  proposerons  encore  d'appliquer  les  deux  procédés  aux 
exemples  suivans  : 


•{ 


X*  4"    4^~   3x* —  i6ar^+  iix*  +  i^w?  "-  9? 
Gx*  +  aox^r- lao:'—  48**+"  *^^   +  ^^f 
p.  g.  «■  d.  simpUfié  s=.     x'-f-      a?*—    5:r   -f-    3. 


4a|6  imWFORMAJlOVf  DE9  AQDiffOn. 


2«. 


p.  g.  c.  d.  simplifié  =  S^r*—    3x  +    4* 

§  II.  Transformations  des  équations.  Première  partit 

de  V Élimination. 


Nous  nous  proposerons  de  réunir  dans  ce  paraj^aplie  les 
principales  transformations  dont  le  but  est  de  ramener  la  rfo- 
lution  d'une  équation  donnée  ^  à  celle  d'une  autre  équatûi^ 
plus  facile  à  traiter. 

a6o.  FaEiciiiEB  transformation.  Évanouissement  du  settÊi 
terme  de  toute  équation. 

On  conçoit  qu'une  équation  d'un  d^é  donné  est  d^autint 
plus  aisée  k  résoudre^  qu'elle  renferme  moins  de  puissance! di 
l'inconnae  ;  c'est  ainsi  que  l'équation  x*  =sq  donne  sur-fc- 
chsimp,xj=zzt,^q,  tandis  que  l'équation  complète  x*-f-/'<v=f 
a  besoin  d'uue  préparation  pour  être  résolue. 

Or,  une  équation  quelconque  étant  donnée,  on  peut  toujours 
la  transformer  en  une  autre,  c'est-à-dire  ramener  sa  résoluliott 
à  celle  d'une  autre /équation  privée  de  second  terme. 

Soit  en  effet  l'équation  générale 

Posons  aT=ii  -f-x',  u  étant  une  nouvelle  inconnue^  et  4/  n* 
indéterminée  dont  nous  pouvons  disposer  à  volonté  j  il  ^ 

ou ,  développant  d'après  la  formule  du  binôme,  et  ordonnan 
par  rapport  aux  puissances  décroissantes  de  u , 


ÉTIIfOUISSEMEHT  DU  SECOND  TEIME. 


4*7 


j^m— «_j.  jfi^ 


m — I 


+  Q 


i£«-»+...+a:'' 


+  ... 


=  0. 


Puisque  x'  est  tout-a-faît  arljîtraire^  nous  pouvons  en  disposer 

demaniërc  que  l'on  ail  mx' -{-  P:=o;  d'où  l'on  tire  *'==—  — . 

Portant  cette  valeur  dans  l'équation  précédente^  on  parviendra , 
toat calcul  fait,  à  une  transformée  telle  que 

««  j.  q'uT'''^  +  R'««-3  -i- . . .  +Tu  +  U'  =  o , 

priTce  de  second  terme.  Cette  équation  une  fois  résolue ,  on  ob- 
tiendra les  valeurs  de  x  qui  correspondent  aux  valeurs  de  u^  en 

p 
remplaçant ,  dans  la  relation  x-=iu  +x\    oux=tt  —  — , 

la  lettre  u  par  chacune  de  ses  valeurs. 

D'où  l'on  peut  conclure  celte  règle  générale  : 

Pour  faire  disparaître  le  second  terme  d'une  équation  ^  rem^ 
placez  r inconnue  par  une  nouvelle  inconnue  augmentée  du 
^^jfficient  du  second  terme,  pris  en  signe  contraire  et  di^ 
nié  par  le  degré  de  V équation. 

On  peut  reconnaître  à  posteriori  que  cette  substitution  doit 
fempUr  le  but  qu'on  s'était  proposé. 

En  effet,  soient  a,  b^   c,  </^ . . .  les  m  racines  de  l'e'qua- 

P 

tion  donnée  ;  il  résulte  de  la  relation  a:=  m  — —  ,  qui  donne 

p 

ii  =  x-4-— ',  que  les  valeurs  de  u  sont 
"   m     ^ 

P  p  P  P 

m  m  m  m 


/^aS  éviirouiflSEiiERT  do  secokd  teuu. 

la  somme  des  nouvelles  racines  est  donc 

P 

mais  on  a  (n*  242)  fl+ A+c+rf+. .. .  = — P;  la  somme 
précédente  se  réduit  donc  à— P-f-P,  ou  à  o;  ainsi,  le  ooeffidat 
du  second  terme  de  la  transformée  doit  être  nul  de  Itti-mèmei 
N,  B.  On  a  supposé  le  coefficient  du  premier  terme  de 
Téquation  égal  à  l'unité;  mais  si  l'équation  était  de  la  fonne 

Ax"»  +  Px*"-'  +. .  ,+Tx  +  U  =50, 

en  posant  or  =  u+^^  on  obtiendrait  pour  le  coefficient  de  ii^'t 
jnAx^  +  P,  expression  qui ,  égalée  à  o ,  donnerait. ••••.. .i 

P  »     . 

a/ = —  — -r  ;  c'est-à-dire  que ,  dans  ce  cas ,  le  dénominatenr  de 

la  yaleiir  de  x^  serait  le  produit  du  degré  de  l'équation  pat  k 
coeJficientK  du  premier  terme. 

Appliquons  la  règle  précédente  à  l'équation  x*  -f-  pxsf. 

Si  ronposex=  tf ,  elledevientru — ^^  j  4"/\m— -)=î» 

0U|  efieotuant  les  calculs  et  réduisant, u^— ^=  ;. 

4 

7? — 

Cette  équation  transformée  donne.  ..t...  i/szhl/'^-fïi 
par  conséquent ,  on  obtient  pour  les  deux  valeurs  de  x  corra* 

pondantes, x=  — -±:  V/^  +  î* 

261.  Au  lieu  de  faire  disparaître  le  second  terme,  onpcD^ 
demander  que  l'équation  soit  privée  du  troisième, quatrième..'» 
il  suffit  pour  cela  d'égaler  à  o  le  coeflicient  de  !<"*"%  «•"^••» 
Par  exemple,  pour  chasser  le  troisième  terme,  on  posera, dans 
l'équation  transformée  ci-dessus , 

m .  -  ~^x'*  +  (m  —  i)  Pa:^  -f-  Q  =  o, 
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d'où  l'oD  déduira  pour  af  deux  valeurs  dontchacnnei  substitaée 
dans  la  transtbrmée ,  la  réduira  à  la  forme 

M-  4.  P'tt*-»  +  R'ii— 3  +.  • . .  4-  Tii  +  U'  =s  o. 

Aa*delà  du  troisième  terme ,  il  faudrait  résoudre  des  équations 
de  degré  supérieur  au  second  pour  obtenir  la  yaleur  de  a/; 
ainsi ,  pour  opérer  la  disparition  du  dernier  tenne,  on  aurait 
à  résoudre  l'équation 

ar'-  +  Pa:'*-'  +. .  ..+  Tj:'  +  U  =  o, 

qui  n'est  autre  ebose  que  la  proposée  dans  laquelle  on  a  rem^ 

placé  X  par  a/. 

p 

Il  peut  arriver  que  la  valeur  â/  =  —  — ,  qui  (n^  260)  fait 

disparaître  le  second  terme ,  donne  également  lien  à  la  dispa- 
rition du  troisième  ou  d'un  tout  autre  terme.  Par  eiieinpley. 
pour  que  le  second  terme  et  le  troisième  disparaissent  à  la  fois, 

r  P       . 

il  faut  que  l'équation  a?' =-^^  puisse  s'accorder  avec  celle-ci: 

», .  Î^^Il3  a:^»  +  (m  —  I)  Px' +  Q  =  o. 

p 
Or^  si  Pon  remplace  dans  cette  dernière^  ai  par  -*  ^>  il  vient 

m ^.__(m— 1).  --+Q=:o,  ou  (»t— i)  P»— amQssso; 

ainsi ,  toutes  les  fois  que  cette  relation  existera  entre  les  deux 
coefficiens  P  et  Q  ^  la  disparition  du  second  terme  donnera  lieu 
à  celle  du  troisième. 
262.  Remarques  sur  la  transformation  précédente.  —  Loi  nx 

FORMATION  DBS  POLYNOMES  D^RIvis. 

La  relation  x  =  u  -f"  ^^  dont  nous  nous  sommes  servi  dans 
les  deux  numéros  qui  précèdent,  indique  que  les  racines  de  la 
transformée  sont  ^ales  à  celles  de  la  proposée ,  diminuées  on 


ipa  àPPUCATIORS 

Il  faut|  d'après  la  rëgle  n^  260,  poser    jrssu-f-r»  ^ 

4 

x  =  3  -f-  l'i     ce  qui  donnera  une  transformée  du  4*  degré  et 
de  la  forme 

X' +  T'ii  +  -  M  •  + -^  m' +  II*  =  o  ; 
et  tout  se  réduit  à  calculer  X',  T',  — ,  — r. 

2       2.^ 

Or  on  a  ;  en  yertu  de  la  loi  précédente, . 

X'=    (3)<— 12.(3)3+17.(3)»— 9. (3)'  +  7,  ouX'=— iio; 
T=4.(3)5— 36.(3)*+34.(3)«— 9,  ou T'=— wS; 

^=6,(3)»-36.(3)'  +  i7 f=-3j; 

^=r4.(3)«-» ••••rs'**- 

Ainsi  ^  la  transformée  devient    u^  *-  3711* —  1 23ii—  i  losOi 

Soit  encore  proposé  de  transformer  l'équation 

^jc^  —  Sx*  -f-  70:  —  9  =  o , 

en  une  autre  dont  les  racines  surpassent  de  Vuniié  chacune  da 
racines  de  la  proposée. 

Posons  la  relation   u  s=x  -f-  i  ;  il  en  résulte  x=ir— i; 

2! 

ce  qui  donne  la  transformée    X'-f-Y'  u^^-  —  m*+  4^^=  ^« 

X'  =  4.(-_i)S—  5.(— 1)'+7.(— I)'— 9,oubienX'=-a5; 
Y'  =i2.(— i)'— io.(— 1)'+7 T=    S9i 

—     =I2.(— l)'—   5 — =— MJ 

a  a 

173="^ ^3=     ♦' 
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Ainsi  là  transformée  devient    4*^'-^  1711*  4.  ag»  «.  aS.sto. 
On  peut  s'exero^  sar  les  exemples  saÎTans: 

Faire  évanouîr  te  second  terme  dùns  les  équations 

»••  x^— 10*44.   7-r»-f.4x-.9*-©? 

[Résultat,      tt*  —  33a'  —  i  iSu^—  iSzu  —  73  =  o,) 

{Résuluu.    3ii'  -.  i^  *=  o.)  t  ^V-  «•  S161 ,] 

Transformer  VéçuoiioH  3«*-^tlr»+7a-— &r— 9=0»  eik 
une  awfre*  J^nl  les  racines  soient  plus  peUies  que  chacune  des 

racines  de  la  proposée ,  de  la  fraction  ^7 

{Résultat.     Su»  ^  91*»  :^  4ù»  —  ~  û  _  ^—  5.^ 

Noas  snrons  ion^nt  Ocession  de  Rappeler  la  loi  dé.lqnnatkMi 
Aespoljmom^s  déri^és^    '  -     1    . 

164.  Cos  polynômes  foteimnt  cTûhé  firopfWt^  thfes  rwiiar- 
qaable  que  nous  ^louTons  faire  connoftre  dès  àpréseMtJ  *'- 

SoîentXoa  :r«  +  P:r--'  +  Qflf^-f.,..;t^o;utte  équa- 
tion proposée,  et  a,  6,  c*..,  /,  W  *•  rafcinesde  fcette  éi^ri^Hon ; 
on  a  (n"*  2S4)  réqàation  identique  ■   ♦,»    

±-+Px*-+  . . . .  =  (:t-a)  (^..A)  (x-ei  .;^,|x_/). 

Cela  posé,  remplaçons  x  par  j/  +u,  ou  plutôt  par  x+  u 
(pour  éTÎter  les  aoœns)  ;  il  vient 

on  bien  #  changeant  dans  le  seooad  memjbre  l'ordrie  des.  t^rihes, 

et  regardant  chacun  des  binômes  x—à^x^b^ cohime 

trae  leule  quantité; 

28 
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Or,  si  Ton  cfTcctuc  les  inullîplicalîons  dans  diaciin  (le^ 
deux  membres,  on  obtiendra  d'abord  pour  le  piTinîcr ,  m 
vertu  de  ce  qui  a  été  dit  dans  le  numéro  précédent , 

7 

X  +  Yw-f-  — «•+ +  «"•; 

2 

X  étant  le  premier  membre  de  la  proposée >  et  Y,  Z, . . ..  lr> 
polynômes  dérivés  de  ce  premier  membre. 

Quant  au  second,  il  résulte  du  n^  2i4V  i***  <fuc  la  partie  af- 
fectée de  u^,  ou  le  dernier  terme,  est  égal  au  produit.... 
(jf — fl)  (x  —  i), . . .  {x — J)  des  facteurs  de  ïa  proposée; 

a*.  Que  le  coefficient  de  u'  est  égal  à  la  somme  des  prodoib 
m  —  là  m —  I  de  ces  m  facteurs; 

3^  Que  le  coeHicicnt  de  k*  est  égal  à  la  somme  des  produits 
m'-^'^Lkm  —  a  de  ces  m  facteurs  ;  et  ainsi  de  suite. 

D'ailleurs ,  il  7  a  identité  entre  les  deux  membres  de  la  der- 
nière équation  ;  ce  qui  Teut  dire  (n*  180)  que  les  ooeflicienKles 
mêmes  puissances  sont  égaux  dans  ces  deux  membres. 

Ainsi,  1*».  Ton  a  X  =  (x  — fl)(ar— 6)  (ar  — c).. .  {x^l)\ 
ce  que  l'on  sait  déjà. 

2®.  Y  ou  lo  premier  polynôme  dérivé  est  égal  à  la  somme  des 
pivduiu  m — I  à  m— 1  des  m  facteurs  du  premier  degré  de  b 
proposée;  ou  bien  encore ,  égal  à  la  somme  des  quotiens  queltn 
obtient  en  divisant  X  par  chacun  des  m  facteurs  du  premu^ 
degré  de  la  proposée  ;  c'est-à-dire ,  algébriquement, 


X  —  a      X  —  i?       X — c       ""x  —  f 

3**.  —  ou  le  second  polynôme  dérivé  (pris  avec  le  diviseur  2)  «î 

égal  à  la  somme  des  produits  m — 2  à  ni  —  2  iics  m  facteurs  </'' 
la  proposée;  ou  bienoncorc,  égal  à  la  somme  des  quotiens  jvi' 
l'on  obtient  en  divisant  X  par  chacun  des  facteurs  du  second 
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»      .  '» 
Z  X  .  X    •         1^      •'»  •  '•  •    -  -X-  '  •       î 

(H  ainsi  de  suite* 

265.  Sbcondb  transformation.  Faire. disparçS^  les  déjfji/c^nir- 
naleurs  dune  équation. 

Une  équation  étant  donnée ,  on  peut  tou)Our8  la  transformer 
en  uoetiutre  dont^enraeiiM»  t^iilit^égUèsàiiii'MÉA^fei^'S'i^A 
sous-mullipte  donné  de  celles  de  la  proposée.  <.  .  ' ••,<  > 

Reprenons  r^quation  atT-^Tx^^'  +0^""'  Wrr  •  'rWTf rfUjSF^, 
et  dési^QQns  par  7-  l'incomiue  4'une,f^04i^f(e]lG^4UA^;44int  ^s 
racines  soient  k  foi?  jj^ii?  grao*)^.  qu^.  ,<;QUpf  ,d&  U^V^PV^^  ai 

l'on  pose  j^fl»»*;  ft^v*  ihisttftè'i^-ié^'*/  «'bh;  sùfertt'ûàriV  ^t 
cTiassant  ^c  dwy>n0^nat^ei\c  A"  du  pren)^^  .    . 

1  '•         •  •  I    '  •  • 

._    ,      ^_  —    j  -|      '.       —     s,  l'A  •    «î  I'.  :  -.  '     ,j<îi:'«î. 

nfualmifdonl  faillooeQiclièbs  sont'  égaux  à  ceux  de  la  proposée, 
multipliés  respectivement  par  ^%.^'>  ^%  P. . .  .^"'. 

Gsité  tcaaalprnKiUoivest  pfilicîpaM^ilftalilb  peVir jSÛMrf/i- 
paraître  lès  dénomtnaieurs  dune  équation  sans  donner  au  pre- 


Xf^^^fir»+j.^*,-f;-j^,^^»0i     . 


la  •  ^^       "»  ' 


si  Foii  fait  dans  cette  équation ,  x^ss\-^jr  étant  une  nouvelle 
inconnue  et  k  une  indéterminée,  il  vient 


«I  «iii        -      ' .  I      j    »  '     ♦ 


J'»  +  -g-  r'  +  -J-  r  +  -^  y  H-'^  =i^tf. 

Gela  posé,  fl  peut  arriver 'deux  cas': 

2.8.. 


4)6  DUVàRITIOir  DIS  DÉMOMM^âTWBMS^ 

Ou  les  dénommateurs  b^  d^f^  A,  soot  pramiera  enlreesi^ 
dans  cette  hypothèse»  oomme  h  est  tout- à-fait  arbitraire, 
posons  k  s=  bdfh ,  produit  de  ces  dénominaleurt  ^  il  TÎeot 

j<+  odfk  .y^+  cb^dph^  .j^+  ePd^/^h^  ,j+  gb^d^f^k^  =  o, 

éqnatioa  dont  les  coefficiens  sont  entiers  et  dont  le  premier 
terme  a  pour  coefficient  Tùnité. 

On  a  y  d'aiilearsy  |x>ar  déterminer  lesTalem*s  de  x  qni  oor- 
respoodent  luui  Talenrs  de jr»  1«^  reiatiim  jr  =±  TjJ^* 

Ou  bien,  les  dénominateurs  renferment  des  facteurs  corn* 
muns;  et  l'on  rendra  évidemment  les  coefficiens  entiers  en 
prenant  pour  k  le  plus  petit  multiple  de  tous  les  dénomîna* 
tedrs^Blàb  on  peut  encore  simplifier  davantage  en  ôhservaot 
que  tout  fe  rédoit  à  déterminer  k  de  n^niere  qee  A' ,  A*»  A%... 
contiennetit  les  &cteors  premiers  qui  composent  b,dyf,hyk 
des  puiasanoea  an  moins  égales  à  celtes  qui  eùtreat  dans  ces 
diffibeps  dénominateurs.  .    . 

Ainsi .  soit  l'équation  x^ —  2 ar'  A x* =-x = 0. 

^  o         PA       .  iM         9000 

Poaçma^s*^;  ilTientj'<-*-^j^+— */•—  V^^^ ^<>» 

A'  •'6''        12*'        i5o''      gooo 

sotl  fait  d^abord  k  égkl  à  90^00  qui  est  multiple  de  tous  les 
antres  dénominateurs;  il  dt'Olatr  que  le»  eoeBoieaa  devien- 
dront des  nombres  entiers. 

Mais  ai  l'on  décoropoieb,'  idt,  iSo,  et  9000/  en  leurs  fac« 
tenta  I  on  tronve 

6=i2^i,  iissa^XSy  i5o=ax3x5S  goooœaVS'xS"; 

et  en  ûiisant  simplement  A  =  ax3x5,  produit  des  factev» 
simples  diiFérens ,  on  obtient 

V 

*«aBsa*x3*x5\  *'=a»x3'x5',  A«=:a«x3»x5*; 
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4V>i  Pon  Toît  qne  tes  Tuleurs  de  k,  k^yP,  k^^  contiennent  les 
facteurs  premiers  a,  3,  5,  à  des  pnissiinoes  an  moine  égpiles  k 
celles  qui  entrent  dansG,  m»  i5o,  et  9000. 

Donc,  l'hypothèse  i:?=aX3x5=3o«  suffit  ponr  opérer  la 
disparition  des  dénominateors.  Il  Tient  en  effet,  per  k  snbsti*?. 
tntiont 

-     5,ii.3.5^  I  S.a\3V5* ^     7,a^3»,y        i3.aU4,» 
^        a.3    •^•*"    n*.3  ^       a.3.5»  ^       i^STS*""^' 

ou,  redpîsant, j^^ — 5.5^+5.3.5'^;^-^7.a.*.3'.5if — 1 3.a.3*.5s^j, 
owbienenfinyj^ — a5;^+37^-^  ia6e^r-r*  iito^bo* 

n  7  a  des  circonstances  o&  l*on  est  obligé,  dans  Pexpression 
Se  kj  d'augmenter  l'exposant  de  l'an  des  facteurs  premiers  ^ 
d'une  ou  de  plusieurs  nnités.  Mais  on  doit  sentir  la  nécessité  de 
ne  prendre  pour  A  que  le  plus  petit  nombre  possible;  autrement, 
on  obtiendrait  une  transformée  dont  les  coef&ciens  seraient  e]^<* 
trémement  grands ,  comme  on  en  peut  juger  en  calculant  la 
transformée  résultant  de  la  supposition  de  ^=9000  dans  l'ér 
qjxation  précédente. 

Voici  de  nouTelles  applioations  : 

:r=:*^,     d'oi    j^— i4r*+ iV ?— 75a=o. 

a",     jr—  —  a?*-+- •;— xr— — p«^  — p^ — *  +  B~"==5    » 
la  4^  ^^^  ^^  ^^ 

ê 
9 

d'oïl   j^— eÇf^+iSgqf*— *o7aq^-«-9a88ooj^-|-97aoooi=:o. 

266.  Les  transformations  précédentes  sont  celles  dont  l'usage 
est  le  plus  fréquent;  il  eu  est  encore  d'autres  assez  nsitées»  don| 
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nous  ne  [arlero  is  que  loi8(|uc  Foccasion  s'en  présentera,  pane 
qu'elles  sont  trop  simples  pour  être  traitées  séparément. 

En  général ,  le  problème  des  transformations  doit  être  regariv 
comme  nne  application  du  problème  de  Vétiminatian  entre 
deux  équations  d'un  degré  ((aelconque  k  deux  inconnues*  En 
elTet ,  une  équation  étant  donnée ,  supposons  qu'on  irenîlle  h 
transformer  en  une  autre  dont  les  racines  aient  avec  Celles  de 
la  proposée  une  relation  déterminée. 

Désignons  par  F  (x)  =  o  l'équation  proposée  (elle  s*énoncr 
fonction  de  x  égale  o) ,  et  par  F  (x,  j^  )  =  o  Texpression  al- 
gébrique de  la  relation  qui  doit  exister  entre  la  première  in- 
connue X  et  la  nouvelle  j*;  la  question  se  réduit  à  tâcher  d'ob- 
tenir,  au  moyen  de  ces  deux  équations ,  une  nouvelle  équatiou 
eïijTy  qui  sera  alors  l'équation  demandée.  Lorsque  l'inconniiex 
n'entre  qu'au  premier  degré  dans  F'  (x,  j")  =  0^  la  transforoMe 
est  facile  à  obtenir  ;  mais  si  elle  y  est  éleréo  à  la  seconde ,  troi- 
sicme. . . .  puissance,  il  faut  avoir  recours  aux  méthodes  d'é- 
lîmi  nation. 

Donnons  une  première  idée  de  celte  théorie  qui  joue  no  fi 
grand  r6le  dans  l'analyse  a1gobric|uc. 

É  L!  M 1 N AT I  ON .  Première  partie . 

267.  h  li miner,  entre  deux  équations  d'un  degré  quelconqm' 
à  deux  inconnues  y  c  est  parvenir,  après  une  suilc  d'opérations 
exécutées  suc  ces  équations ,  à  une  seule  équation  qui  ne  Tctir 
ferme  que  l'une  des  inconnues,  et  qui  donne  toutes  les  to- 
icurs  de  celte  inconnue,  propres  à  vérifier  les  deux  éqoatious 
en  même  temps  que  des  valeurs  correspondantes  de  l'autre 
inronnuc. 

L'équation,  fonction  de  l'une  des  inconnues,  k  laquelle  on 
parvient,  se.  nomme  Équation  finale;  et  les  valeurs  de  rincon- 
lïiie,  tirées  de  cette  équation  ,  sont  appelées  valeurs  cùw^ 
n  ah  le  s. 

Diî  toutes  lr«  MHftliodes  d'élimination  connues , -/^  w'™^" 
par  le  jdus  faraud  commun  diviseur  est ,  en  général ,  la  f •*>' 


cxpéJitive;«usHC'e$t  celle  que  nous -allons  développer  ici«  . 

Soieal  dein  équations  d'an  deg-ré  qneleonque  k  dea&  in- 
coimues 

ou  plus  simplement  encore  y 

A=o,     6  =  0. 

Supposons  Véquationfintde  enj  obtenue  »  et  tâchons  de  re- 
coonaltte  ({nelque  propriété  des  racines  de  celte  éqnation ,  qat 
puisse  nous  serrîr  à  former  cette  équation. 

Soit  X  =^  l'u<^0  des  valeurs' -çon^nables  Aejr*  Pnisqne  cette 
valeur  vérifie  les  deux  équations  conjointement  aveo  une  cer- 
taine valeur  de  «  «  eUe.doit  être  tdle  que  y  ai  on  la  substitue 
à  la  fois  dans  les  deux  équations  y  qui  neren£srlneront  |dus  alors 
VimcoùMiêJ^jrf  €€9  équation»  admeiieni  au  moiiis  unévakurcom» 
mune  pour  xj  et  à  eette  valeur  commune  doit  néœssairement 
(  u*  ii'j  )  correspondre  un  commun  diviseur  en  or.  Ce  commua 
diviseur  sera  du  premier  degré  en  x  ou  d*un  degré  supérieur» 
suiyantqu'à  la  valeur  particulière^  :?3ffy  il  oorvespondra  une 
on  plusieurs  valeurs  de  x. 

Réciproquement,  toute  valeur  de-j^  qui,  subsLituéei  dans, 
les  deux  équations ,  leur  donne  un  commun  diviseur  eux, 
cH  nécessairement  une  valeur  convenable;  car  idors  ette  vé- 
rifie évidemment  les  deux  équations  en  même  temps  que  la 
valeur  ou  les  valeurs  de  x  tirées  de  ce  oommun  diviseur 
t^alé  à  o. 

a68.  Remarquons. d'aillenra  qvi^avani  aucune  substiêMion,  les 
premiers  membres  des  équations  ne  peuvent,  en  généi-al,aP0tr 
de  commun  diviseur.  Fonction  des  deux  inconnues  ou  de  l'une 
d'elles  seulement.  ' 

Supposons  en  effet ,  pour  un  instant ,  que  les  équations  A-=o^ 
B  =  o ,  soient  de  la  forme 

D  étant  fonction  de  :r  et  dejr- 
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Eu  posant  scparénient  D  s=:  o ,  ou  oblîeiit  uiie  feule  éqmtion 
à  deux  inoonnues  »  qui  |)eut  être  satisfaite  par  une  infinité dt 
systèmes  de  valeurs.  D'ailleurs,  tout  système  qui  anéantit D 
rend  également  nuls  A'D,  B'D,  et  satisfait  par  conséquent  m 
équations  A  =  o,  B=o. 

Ainsi  i'hypotbcsc  de  l'existence  d'un  commun  diviseur  en  s 
et  J'entre  les  deux  polynômes  A  et  B  entraine  la  conséquence 
que  les  équations  proposées  êont  ùidétermi fiées  J^f:feil'k•iÎIt 
susceptibles  d'être  satisfaites  par  une  infinité  de  systèmes  de 
valeurs  de  x  et  dejr.  Dès  lors,  il  n'y  a  pas  lieu  k  déterminer 
une  tquaUon  finale  en  j*,  puisque  le  nombre  des  valeurs  dejr 
est  infini. 

Si  D  était  fonction  de  x^  seulement ,  on  concevrait  Féqes- 
tion  Dr^o  résolue  par  rapport  kx\ce  qui  donnerait  une  os 
plusieurs  valeurs  pour  cette  inconnue.  Chacune  de  ces  valearif 
substituée  dans  A'  X  D  =  o  et  B'  X  D=  o,  en  même  tesnp 
qu'une  >aleur  de  jTf  tout -a -fait  arbitraire ,  vértfietxù$  m 
deux  équatronsy  puisque  D  devient  nul  par  l'effet  seul  de  k 
substitution  de  la  valeur  de  x.  Ainsi ,  dans  ce  cas ,  les  deux  éqoi^ 
tions  proposées  admettraient  bien  un  nombre  fini  de  valem» 
pour  Jt,  mais  une  infinité  de  valeurs  pour  j^;  et  il  n6  pournit 
alors  exister  d'équation  finale  en  j. 

Donc,  toutes  les  fois  que  deux  équations  A  =  o,  Bso, 
seront  déterminées ,  c'est-à-dire  toutes  les  fois  qu'elles  n'id- 
mettront  qu'un  nombre  limité  de  systèmes  de  valeurs  poor  J 
eljTy  leurs  premiers  membres  ne  pourront  avoir  de  commiia 
diviseur  fonction  des  inconnues ,  avant  aucune  substitution  par- 
tioullère  faite  pour  l'une  d'elles. 

N,  B,  Le  cas  où  A  et  B  auraient  un  diviseur  commun  en  J% 
ne  fait  pas  exception  à  la  conséquence  ]irécédente;  puisqu'slors 
il  y  aurait  une  infiuité  de  valeurs  de  x  qui  correspondraient^ 
chacune  des  valeurs  de  j^  tirées  de  ce  commun  diviseur  égaléte. 

2G9.  De  là  il  est  aisé  de  conclure  un  procédé  pour  obtenir 
V équation  finale  en  jr. 
Puisque  la  propriété  caractéristique  de  toute  valeur  convc' 
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noble  Ae  y  y  est  qoe,  substituée  clans  les  premiers  membres  des 
deux  équations  y  elle  leur  donne  un  commun  dmseur  en  x 
qa'ils  n'ftTaîent  fms  auparavant  (&  moins  que  les  équations  nci 
soient  indéterminées i ce  qu'on  ne  suppose  pas),  il  s'ensuit  que 
si,  aux  deux  polynômes  proposés  et  ordonnés  par  rapport  à  x, 
on  applique  le  procédé  pour  trouver  le  plus  grand  commun  dû 
viseur f  on  n* en  trouvera  généralement  pos }  mais,  en  conti^ 
nuaat  Vopérntion  convenablement ,  on  parviendra  à  un  reste 
indépendant  dex  et  fonction  de  j,  qui,  égalé  à  o,  donnera 
l'équation  finale  demandée  ;  car  toute  valeur  de  jr^  tirée  de 
celte  équation ,  rend  nnl  le  dernier  reste  de  Popération  du 
ooRimun  diviseur;  elle  est  donc  telle  que,  substituée  dans  le 
r^te  précédent ,  elle  rend  ce  reste  diviseur  commun  des  pre- 
miers membres  A  et  Q.  Ainsi  chacune  des  racines  de  Téquatioa 
ainsi  formée  est  une  valeur  convenable  dey. 

270.  En  admettant  que  l'équation  finale  Ml  complètement  ré- 
solue, ce  qui  donnerait  tontes  les  valeurs  convenables,  il  faudrait 
ensuite  obtenir  les  valeurs  correspondantes  de  x.  Or,  il  est  éri-» 
(lent  qu'il  8u£5rait,  pour  ce\&,de  substituer  les  différentes  va-* 
leurs  de  y  dans  l'avant-demier  reste ^  d'égaler  successivement  à  o 
lespofynomes  eit  x  qui  en  résulteraienh  et  den  tirer  les  valeurs 
de  xy  car  ces  polynômes  ne  sont  autre  chose  que  les  diviseurs 
en  X  qni  deviennent  communs  à  A  et  B* 

Mais  comme  l'équation  finale  est,  en  général ,  d'un  degré  su- 
périeur au  second ,  nous  sommes  forcé  de  renvoyer  à  un  autre 
chapitre  la  seconde  partie  de  la  théorie  de  l'élimination,  laquelle 
partie  a  pour  objet  de  déterminer  tous  les  sTsnbfBs  de  valeurs^ 
propres  à  vérifier  deux  équations  dun  [degré  quelconque  à 
deux  inconnues,  ' 

Nous  nous  proposons  également  de  revenir  sur  la  nsétbode 
qui  tient  d'être  exposée ,  parce  qu'elle  a  quelques  inconvéniena 
auxquels  il  faut  obrier.  Maïs  notre  but  était  principalement 
ici  de  faire  voir  comment  deux  équations  dun  degré  quelf 
conque  étant  données j  on  peut,  sans  supposer  la  résolutioi^ 
(1  aucune  équation,  parvenir  à  une  autre  équation  ne  renfir-m 
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mant  plus  que  Vunc  des  deux  inconnues  qui  ^mrenl  dans  ki 
proposées. 

271.  Si  l'on  avait  troîa  éqaationi  (1)  y  (a)|  (3),  reiifiennant 
les  inconnues  x  fjr,  ci  s  y  pour  obtenir  VéquaUon  finale  en  2, 
c'est-à-dire  l'équation  qui  admettrait  toutes  les  valear«  de  Pin- 
connue  z ,  susceptibles  de  véritier  les  trots  éiyttatîons  en  même 
temps  que  certaines  valeurs  de  âr  et  de^,  il  faudrait,  en  re« 
gardant  j^  comiue  connu,  éliminer  x  entre  les  équations  (1) 
et  (a),  puis  entre  (i)  et  (3j,  d*apr^s  la  méthode  du  miméro  369; 
ce  qui  conduirait  à  deux  équations  en  j^  et  x»  attxqudles  on 
appliquerait  la  même  méthode  pour  éliminer  j^. 

Même  raisonnement  pour  4  éqoations  h  4  ineonnues ,  etc. 

Pour  le  moment,  nous  nous  bornerons  à  une  seule  applica- 
tion générale  de  la  méthode  d'élimination. 

272.  Soit  proposé  le  problème  suivant  : 

Une  équation  du  degré  m  à  une  seule  inconnue  étant  donnée, 
on  demande  une  autre  équation  dont  les  racines  soient  une 
combinaison  DàrtxMnniE  de  deux  quelconques  des  racines  de 
la  proposée. 

Soit    x"  +  P«*-'  +  Qx'"-'  +. . .+  Tar  -f  U  =  o, 

l'équation  proposée;  appelons  x\  ar*,  a?*....  les  mcînes  de 
cette  équation ,  ot  dcsiguons  par  u  rinconnue  de  réqualioa 
qu'on  veut  ibriuer. 

Si  nous  considérons  deux  quelconques  des  racines  de  la  pro- 
posée ,  par  e^Mcmple  >  a/  et  x",  on  doit  avoir,  par  hypothèse , 

u  =  F(a:',  a:'')....(i). 


cer- 
ra- 


[  La  lettre  F,  qui  s*  énonce  fonction  de,.,,  exprimant  ici  un 
tain  système  d'opérations  qu'il  fiiut  efFectuer  sur  les  deui 
cînes  x'  et  x"  pour  obtenir  la  valeur  de  u  ]. 

D'un  autre  coté,  pui6(|ue  x'  et  or'  $ont  des  racines  de  l'équa- 
tlou  donnée  y  ou  doit  avoir  les  deux  relations 
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.r''»  +  Px'"-'  +  Qx'— *+ +Tj:'  +  U  =  o. .  .(2), 

x"* + Px""^*  +Q.r''«-»4- . . . .  +  T**  +  U  =  o . . .  (3). 

• 

Les  équations  (i) ,  (%) ,  et  (3),  peavent  donc  être  regardées 
comme  les  équations  du  problème:  et  toutes  les,  fois  que  la 
nature  de  la  ooiobiDaison  qvl  Jonction,  exprimée  par  la  lettre 
F,  sera  connue  et  déd nie  y  il  suflira  d'éliminer  j/  et  x'  entre 
Gûi  trois  équations.  \J équation  finale  en  u  sera  l'équation  de- 
mandée. £n  effet ,  le  résultat  ne  renfermant  pins  aucune  trace 
des  deux  racines  particulières  x'  et  or",  puisqu'on  les  aura  éli- 
minées ,  conviendn^  à  toutes  les  racines  x\  x'^oT.^  • . ,  et  aura 
par  conséquent  pour  racine  une  combinaison  (  exprimée  par 
le  caractère  F  )  de  deux  quelconques  des  racines  de  la  pro- 
posée. 

2^3.  Cherchons ,  comme  cas  particulier  de  la  question  pré- 
cédente y  une  équation  dont  les  racines  soient  les  uiFréRX!rCE& 
entre  deux  quelconques  des  racines  et  une  équation  donnée^ 
Cest  ce  qu'on  appelle  I'équation  aux  dipfhbences  . 

Solution.  Soient  j:'"+Pjc**"'+.  . .  =  o,  Téquation  propo- 
H)e,  x\  x"^  x" , ...  SCS  nt  racines;  et  appelons  u  la  valeur  d'une 
'i  uclcouq  uc  ée^  d  i  llerc  ii  ces 

n  ^^      /         • /  9  m     ^r  m 

On  a  d'abord,  en  vertu  de  Ténoucé,  cette  première  relation 

u  :=  xf*  -^  af ,.  * ,  (i). 

D'ailleurs,  3/  et  x"  étant  des  racines  de  la  proposée,  doi- 
«nt  y  satisfaire,  et  donnent  par  conséquent , 

j:'"»  4.  Px'"'-'  H =±=0....   (a), 

^m    ^    Pa;««-«    4. =    o (3)  ; 

•  îl  s'npîrait  (n"  277.)  d'éliuilucr  x^,  x",  entre  les  équations  (i), 
0,ct(3). 
Mais  comme  do  la   rclalioii  (1)  ,  on  déduit  x"  :^  x'  -|*  <<> 
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d'oîi ,  substituant  dans  FùciualioTi  (3), 

(x'  +  m)- 4- P(j/+m)'^'+.... =©..•.  (4), 

il  s'entait  que  la  question  est  ramenée  à  éliminer  x^  entre  les 
équations  (a)  et  (4)* 

Or,  l'équation  (4)  déreloppée  prend  (  n*  263  )  la  fimne 

71 

X'  +  Tw +  —  !/•+ +  tt-=o; 

et  si  l'on  obscrre  que  X'  n'est  autre  chose  que 

X        ^^    IkX  "^"*  •  •  •  f 

expression  qui  doit  être  nulle  d'après  la  relation  (^t) ,  la  der* 
nière  équation ,  débarrassée  du  terme  X'  et  divisée  cnsaile 
par  u  (  vqf.  le  JV.  B.  du  numéro  actuel) ,  se  réduit  à 

T'+  |'u  +  ;^«'4-....+  ii— =o. 

Donc  enGn,  l'équation  chcrcbce  résulte  de  l'élimination  deJ^ 
entre  les  deux  équations 

Z'  =  o, 

z'        y 

Ainsi,  règle  générale:  Pour  former  Inéquation  aux  diffé* 
renées  des  racines  d'une  équation  proposée ,  il  faut  éliminer 
x'  entre  Véquation  X'  =  o  qu'on  déduit  de  la  proposée  eo 
y  remplaçant  x  par  x',  et  Véquation  qui  résulte  de  la  substi* 
tiition  de  a'  +  u  à  la  place  de  x ,  cette  résultante  étant  d'abord 
débarrassée  de  son  dernier  terme  X',  et  divisée  ensuite  parK* 

Pf,  B.  I®.  Dans  la  pratique,  on  se  dispense  de  mettre  l'accent 
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sur  la  lettre  «,  c*est-à*dire  qu'on  élimine  directement  x  entre 
la  proposée  X  =  o ,  on  a:*  +  Par"»"*  -f-  •  • .  as  o,  et  l'équation 

Z  Z 

Y  -|-  -  Il  +. . .+  m"""»  =  o,  dans  laquelle  Y,  - . . .,  «ont  com- 

posés  en  x  comme  T',  —  j« .  •  •  sont  composés  en  x  • 

Le  résultat  de  l'éiimiiiation  est  éridemmeiil:  le  m4me. 
2^  Après  avoir  posé  dans  l'équation  X  ss:  o,  x  rf-  «  i  la  pUice 
deXyOequidoane. 

X  +  Tu  +  ?  Il* +.  •  •+ <«"  ==  o» 

on  omet  le  terme  X ,  comme  formant  le  premier  membre  de  la 
proposée ,  et  Fon  obtient  une  nouTelle  équation 

Z 

Yw  +  -ii»+..,-f-tf"»o,   • 

« 

dont  tons  les  termes  sont  dÎTisibles  par  u,  eu ,  ce  qui*  retient 
au  même ,  qui  est  satisfaite  par  u  =  o.  Cela  doit  être  ^  puisque 
parmi  les  différences  entre  les  racines ,  il  faut  compter  celle 
qui  existe  entre  chaque  racine  et  elle-même;  mais  si  l'on  sup- 
prime ce  fadeur  u ,  l'ëquation  ne  renferme  plus  alors  que  les 
différences  entre  Vune  quelconque  des  racines  et  toutes  les 
autres.  Or  ce  sont  les  seules  différences  que  nous  ayons  besora 
de  considérer  par  la  suite. 

274.  Soit  9  par  exemple  9  i  déterminer  l'équation  aux  diffé^^ 
rences  des  racines  de  l'équation    x^  —  6x  —  9  s=  o. 

On  a  d'abord  I  en  yertu  de  la  loi  de  formation  (  h**  263  ) , 

Xsaar»— 6x— 7,     T=53a:«  — 6,  ?  =  3x,  -^  =  i; 

'  2  '  2,3 

ce  qui  donne  les  deux  équations 

x'  —  6ar  —  7  =  o , 
3x*  — 6   +3x.ïi  +  M*==  dy* 

entre  lesquelles  il  faut  éliminer  x. 
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SI  Ton  afvpliqtic  à  ces  detix  6qu«lîoiM  le  proeédé  do  n""  269^ 
on  dbticnt  pour  P*3c]aation  Ijfiftl^  en  u^ 

t^  ^  36ii4  +  324ii»  +  45g  =  o. 

Cest  réquaiion  ouo;  différences  Aei  f  àânes  de  ta  proposée. 

275.  C0nipùiiiion  tt forme  de  VétpÊmêiùn  aux  tUtffiUyeoces, 

Oti  peut  reconnaître  à  prhH,  pour  tovle  èqualioi^  du  de- 
gré m,  la  forme  et  la  composition  de  V^ptûtion  aum  àiffè» 
rencet  des  racii^  dmçe^fi  équaiipn,  .     . 

Désignons  toujours  par  x\  x'^  a!^. . . ,  les  racines  de  la  pro- 
poiéei  par  u  l'nw  <|uel^Q<)«^4l^  différences  ;  et  remarquons 
(|ue ,  si  l'une  des  différences  e#t  x"  ^^x'^  i]  eQ  ^irte  a^pessai^ 
rement  une  autre,  x'  —  x''^  qui  ne  dlifcre  de  celle-là  que  pr 
le  srgne;  c'est -^--diffe  ^ue,  si  «  efft  une  tnleur  de  u,  — « 
en  est  nécessairement  une  autre;  de  même,  C  étant  une  ra- 
cine ,  r-p  S  en  ^t,  j^ne  aiitre,  etc.  •  • , 

Donc  le  pvctnièr  meiulire  de  l'équatioii  en  «  peut  être  «lis 
sens  la  içivne  ' 

»  \ 

ou  I  «u»lMpH?9A  ilc»  fadeurs  âouii  à  deux  « ,    . 

■ 

Doi^.c«tte  équation  est.dc  degré  pair,  et  de  plus,  ne  renfcrmi 
que  des  puissances  de  degré  pair  de  Pinconnue  ;  c'est>à-dirt' 
qu'elle  eit  de  la  foriiie 

Le  degré  2n  est  d'ailleurs  égal  à  fn{m  "^  i),  ou  bien 
(11°  146)  AU  nombre  d'arrangemcns  deux  à  deux  que  l'on  peut 
faire  avec  un  nombre  m  de  lettres. 

Si,  dans  l'équation  préoédei»le>  ou  pose,  pour  âmptifai , 
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H*  TZz^Zf  cUo  devient 

X-^.P'Z-' +Q'*""* +.•••+ T's-fU' es:  O. 

équaiioD  d'un  degré  •ouS'-iid'uMe ,  n ,  ou  m ,  dont  les  ra- 
cines sont  les  carrés  des  différences  entre  les  racines  x'y  x" , 
X*,...  ;  car,  en  mettant  dans  la  relation  u*  =  2 ,  à  la  place  de  f/, 
sca  différentes  valeurs    t*  —  **,  x*  —  *,..-,  on  obtient 

I?équattpn  en  z  ^  à  laquelle  on  est  parvenu  tout  a  l'heore, 
s'ap{>elle ,  pour  cette  raison  ,  Véqualion  aux  carrés  des  différ 
renées }  et  on  la  considère  ordinairemeul  de  préférence  à  F^iil^ 
tîon  aux  dilTérences ,  comme  étant  d'un  degré  sous-double.       ^ 

Ainsi  ^dan$  l'exemple  ,du  numéro  préoédent,  l'é()uation  aux 
dllTérentes  est  du  6*  degré ,  c'est-à"4ire  d'up  diegré  marqué  pinr 
3(3  —  I  )  1  ou  par  6.  Elle  ne  renferme  que  des  puiammnng  de 
degré  pair  ;  et  si  Ton  pose  u'  =  z ,  elle  devient 

x' —  36s«  4- 324a  4- 459  ï=  o, 

*  *  • 

équation  dont  les  r^dnei  Aôot  le»  carrés  éiè  lÉUJ^rènces  des 
racines  de  la  proposée. 

L'équation  aux  niFviiuBlfÇMt  ou  àmx  OAABàj  vu  itkMbiBHeBs , 
noas  fera  très  utile  par  la  suite. 


4  • 


§  III.  JDes  Équations  susceptibles  deibaissement. . 

On  coinprcfid  sous  ce  titre  toutes  les  équatioI^  dopt  deux 
ou  plusieutà  raciiteé  ont  entre  elles  des  relations  particu- 
liëretyparoe  qu'en  général  on  peut  faire  dépendre  la  résolu- 
tion de  ces  équations  de  celle  d'autre»  équations  de  degré 
moindre.  Telles  sont  les  équations  qui  ont  des  racines  égales, 
c'est-à-dire  dont  le  premier  membre  (  n^  qI^o  )  couticiit  de^  fac- 
teurs-égpitix. 
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Les  méthodes  qui  se  rapportent  k  ces  cbases  â'éqiutiom 
i^appellent  méthodes  Rabaissement,  et  doivent  être  regardées, 
jusqu'à  un  oertaili  point ,  comme  une  branclie  de  là  transfor- 
mation des  équations,  puisque  le  but  général  de  cette  théorie 
est  de  ramener  la  résolution  d'ime  équation  à  csélle  d'une  éqov- 
tion  plus  simple. 

MiTHODS  DBS  RACIHI8  loALSS^ 

176.  Dire  qu'une  équation  sr  des  racines  égales,  c*est  dire 
(  n*  a4^  }  ^^^  ^'^  premier  membre  a  des  fadeurs  égaux }  àti 
lors 9  le  premier  poljnome  dérÎTé,  qui  e^t  (n*  364)  la  somme 
des  produits  (m^-i)à  (m— 1)  des  m  facteurs  «  oontieol 
dans  chacune  de  ses  parties  au  moins  une  fois  le  facteur  qoi 
entre  plusieurs  fois  dans  la  proposée.  Donc ,  il  doit  exister  un 
commun  di¥iseur  entre  k  premier  membre  de  ta  proposée  et 
son  preinier polynôme  dérivé. 

Mais  de  quelle  manière  ce  commun  diviseur  se  compose^t-il 
au  moyen  des  facteurs  égaux  de  la  proposée  7  c'est  ce  qu'il  s'agit 
maintenantd'exami  aer« 

9177.  Une  équation  étant  donnée  >  on  demande  de  reconnaître 
si  elle  a  des  racines  égales^  etg  s'H  est  fusible,  de  déterminer 
ces  racines.  ^ 

Désignons  par  X  le  premier  membre  de  l'équation 

supposons  qti'il  renferme  rt  facteors  égaux  à  jr— a,  n'  faclenrs 
égaux  kx  —  bj  n"  facteurs  égaux  ii  x  —  c« . .. ,  et  ^'il  con- 
tienne en  outre  les  facteurs  simples  x^^p^x  —  q^  jr  — t.  . .; 
en  sorte  que  Pon  ait 

X=:  (*-«)•  {x—b)^  (^-0"^.    . .  (x—p)  (*— î>  (X— r).... 
Si  l'on  considère  Y,  ou  le  poljnome  clériTé  de  X,on  a  tv 
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(n*  ft64)  (foe  ce  polynôme  est  la  somme  des  quotiens  de  ta  dîyi'^ 
siôH  de  X  pdr  chacun  des  m  facteurs  du  premier  degré  de  ta 
proposée.  Or,  comme  X  renferme  n  facteurs  égaux  i  «  —  a, 

X 
on  aam  d'abord  n  quotieaa  partiek  égaux  k  ■        ;  même  rai* 

sonnement  pour  chacun  des  facteurs  égaux  fX  —  £|X  —  £•••! 
d*aillears^  on  ne  peut  former  qu^un  seul  quotient  égal  a 

X  XX 

I  •  .  •  •  •  Ainsi ,  Y  est  nécetsairemcnf  de  la 

jp  — />'  X — q    X  —  r 

forme 

X — b      X— c  ar-— /i  '  ar— y    .  x—r 


IVaprës  cette  composition  du  polynôme  T^  il  est  Tisible  que 
{x — a)*"^',  (x  —  &)"'""•,  (je— <?)**•"',..•  sont  des  facteurs  com- 
muns à  toutes  les  parties  de  ce  polynôme;  donc  le  produit 
(x  —  «)■"•*  (x  — é)*'"''  (x  —  c)*'~'.,i  est  un  diviseur  rela-- 
tifdeY*,  d'ailleurs  X  renferme  aussi  évidemment  ce  diviseur  ; 

ainsi  X  et  Y  ont  pour  commun  diviseur  relatif, 

(x— «)■"*  (x — A)*'^'  (x — c}*''**"....;  je  dis  maintenant  que 
c'est  leur  plus  grand  commun  diviseur.  En  effet,  les  facteurs 
premiers  de  Xsont  x  — fl,  x  — ^,  x— c,,. .  et»— /i|  ^'^9% 
X —  r, .  • .;  or,  Y  ne  peut  avoir  pour  diviseur,  x — />,  '-— 7» 
X  —  r, . . . .  puisque  chacun  d'eux  entre  comme  fadeur  dans 
tovitea  les  parties  de  Y,  excepté  dans  une  seule. 

Donc  enfin  le  plus  grand  commun  diviseur  déX  et  dé  Y  est 

D  =  (X  —  «)""'  {X  —  *)•'-'  (x  —  c)»'-« ...  ; 

<^est-à-dire  que  ce  plus  grand  commun  diviseur  est  le  pro» 
duit    des  facteurs  qui   entrent  plusieurs  fois   dans  la  pro^ 
osée,  élevés  respectivement  à  une  puissance  moindre,  d'une 
nité  que  dans  la  proposée.  . .      .      . .,  ^  ^ 

2n8.  De  là  on  peut  conclure  la  méthode  suivante  t 
Pour  reconnaître  si  une  équation  X  t=  a  renferme  des  ra- 
cines égales  ^  formez  Y  ou  fc  polynôme  dérivé  de  X  ;  puis  cher* 

•9 
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chez  (  n®  246  )  le  plus  grand  commun  diviseur  relatif  entre  X 

*    **  '  *  • 

et  Y;  $1  vous  n'en  trouvez  pas^  réquation  m'a  pas.  de  racines 
égales  ou  de  facteurs  égaux. 

Si  vous  en  trouvez  un,  et  que  ce  commun  diviseur  D  soit  du 

*  ♦ 

preniier'iiUgré ,  ou  de  la  forme  a:  —  A ,  posez  !!.  *—  li  t=±  o  ,  doù 
x=)i/  TOUS  pouvez  alors  conclure  que  l'égualion  a  deux  racines 
égales  à  h,  'et  n'a  quune  seule  espèce  de  racines  igoles  »  dont 
Vou's  pouvez  la  débarrasser  en  divisant  X  par  (  x  — *  ^  )*. 
. .  Si  D  Brt  du  second  degré  eti  à ,  résolvez  VéqaatiJin  D  =  0  ; 
il  peut  arriver  deux'  cas:  ou  les  deux  racines  sont  égales, oa 
elles  sont  inégales.  1°.  Si  vous  trouvez  D  =  (  a:  —  ^  )*>  tous 
pouvez  r'onclure^ue  ïéqîiation  a  trois 'raciiits^égal^  à  hj  al 
T^admti  ^'ùn^se&le  e^tct  de  racines  égales,  Sont  \oùs  pou- 
vez la  débarrasser  eu  divisant  X  par  (x  —  A)^;  2^  si  D  est  de  la 
forme  {x  —  X)  {x  —  A'  ) ,  c'est  que  la  proposée  a  deux  racines 
égales  a\x ,  et  deux  racines  égales  à  U',  dont  on  la  débarrasse 
cn^dïviian  t  X  par  '(  a:  —  X  )*  {x  —  h'  y,  ou  par  D', 

Supposons  maîutenant  que  D  soit  d'un  degré  quelconque;  t7 
jfaul,  pour  connaître  les  espc'ces  de  racines  égales ,  et  le  nombre 
des  racines  de  clioque  esjiece,  résoudre  cofnplèlemenlJ'éfualion 
t)  i=  o-  et  îôule  raciife  simple  de  "D  z=s  o  sera  double  dans  la 
ptoposéé;  toute  racine  double  deuzszo  sera  triple  dans  lapnh 
pesée;  et  ainsi  de  suite. 

27g.  Âfipliquons  cette  méthode  à  quelques  exemples. 

On  demande  si  V équation  2xi —  i2«?-)-  i^r'-^&p-f^^jseï 
a  des  r/jcines  égales* 

On  a  (n**  262  ),  pour  le  poljrnome  dérivé  ^ 

'    "  éi^  —  SBx'^  +  38x  —  6. 

*  'Xir/èil  *dli!èrcïianl*(n'*  259)  îe  plus  g1*and  tommun  diviseur  re- 
ISHl  krMî'ù  ces  3ei>s  pôljnoriies,  on  troi^e  U  =  x  —  3  =  o, 
Vi}i!*x^'^S  ;^^a^pi*opose^  a  uonc  deux  râc7nfes  égales  i  3. 

Divisant  son  premier  membre  par  (x  —  ôV,  on  ot>tîeàt 

•        •     • .  •  1 

1^. 
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Ainsi  FéqaalîoQ  est  complètement  résolue;  et  a  pour,  rapines^ 

3,  3,  +  5  /^=^,     et    — i  »/ZrS. 

Soit  pour  second  exemple,  ar* — 2a^+3ar''— 7jp*+  8jr*--S=±0} 
Ml  a  pour  le  polynôme  dérivé,       5j:^— 8j:^+9fr* — i4a:+8, 
rt  pour  commun  diviseur,. , .         jr*— 2j:  -f-i  ou  (a:— i)'; 

donc  la  proposée  ^  /n^ii  racines  égaler  ai. 

Divisant  son  premier  membre  par  (  âr  — *•  i  )^  ou  par.  •  •  1 .  • 
x'— 3ar''+3j: — i ,  on  trouve  pour  <]uotient. 


x'  +  a:  +  3r=o;     d'où     x  = ^ ; 

?  ■      •       • 

Téquation  est  donc  encore  complètement  résolue. 
SQ}t  Iff.  nouvelle  éguation 

X'  +  5x^  +  Sx»—  6x*—  i5x'— .  3jr»  +  ar  +  4  =  o  ; 
b  paljnume  dérivé  eut 

nxfi  +  3ox*  +  3oj:i  _  a4x^  _  45x»  -  6x  +  8.; 
etl!oQ  trouve  pour  commun  diviseur, 

x^  4-  3j:^  +  jc*  -*-  ît  —  2. 

Uéquation  x^  +  3x^  -^-x*  —  3x  -7-  a  =  p ,  ne  j:eut  pas  éjjtre 
imnicdiatemcnt  résolue  j  mais  en  y  appUquf^t  la  ^léthodp 
<les  racines  égales,  c'esl-a-direen  reohercliant  le  p.  g.  commim 
diviseur  entre  le  premier  membre  et  son  polypo^p  dérivét 
(ar^-f  ^*-|-2x — 3,  on  trouve  pour  commun  diviseur j^^-^  '  î4)? 
ÏUÎ  prouve  que  jp4-  1  entre  au  carré  dans  x^+Sx^+x* — S^—j^ 
't  ov  cube  dans  le  premier  membre  de  la  proposée. 

SiJ'on  divise  x^+Sx^+x*— 3x— 2  par  (x-f-i)*  ou  «'+2^:^-1, 
I  ,vîent  pour  quotiqnl,  x'+x— t2  ,  jpolynoine  qui,  égalé fi,^rOf 
'oiiDç  lès  c|eux  rçcines  x  ==  1 ,  x  sr=  —  a  1  ou  les  d^^jL  Taf^ff^fS 

29. . 
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j:  —  I  et  X  -h  a.  On  a  donc 

,î  j.  3x3  + X*  — Sx— 2  =  {x+ !)•  (*  —  0  (*  +  *)• 

AînÂ ,  le  premier  membre  de  la  proposée  est  de  la  forme 

(x+i)'  (X— I)'  (x  +  a)«; 

ou  bien,  en  d'autres  termes ,  l'cqualion  a  trois  racineiégibi 
à  —  I ,  deux  égales  à  i ,  et  deux  égales  à  —  2. 

Voîci  de  nonvelles  applications  : 

,•.  x^— 7a:*  + 10x5+ 2xr^— 43x5— 35x*+4&r+36sso, 

(x-a)'(^-3r(x+i)^=o; 

a*.  X' — 3x*+  «yc* — igx^  +  anx' — 33x'  +  a7x —  9=«» 

(x—i)'(x*+ 3)^=0. 

a8o.  Lorsqu'en  appliquant  la  méthode  précédente  »  on  obtient 
une  équation  D  =  o  d'un  degré  supérieur  an  second,  comiM 
•ette  équation  peut  elle-même  être  soumise  à  la  métho(!e,oo 
parvient  souvent  ainsi  à  opérer  la  décomposition  deD?=oeD 
ses  facteurs  ;  et  l'on  connaît  par  ce  moyen  les  différentes  espios 
de  racines  égales  de  l'équation  X=  o,  ainsi  que  le  nombre  Je* 
racines  de  chaque  espèce.. Quant  aux  racines  simples  de  X=:0) 
on  commence  par  dégager  cette  équation  des  facteurs  égan^ 
qu'elle  renferme;  et  Téquation  résultante;  étant  résolue,  ùi^ 
connaître  ces  racines  simples. 

Les  racines  égales  de  X  =  o  ne  peuvent  pas  toujours  être 
découvertes  immédiatement  :  c'est  ce  qui  arrive,  par  exempk} 
lorsque  D  n'a  que  des  racines  simples  et  surpasse  le  second  (le* 
gré,  auquel  cas  chacune  de  ces  racines  entre  deux  fois  dans  k 
proposi^  ;  et  l'on  ne  peut  les  obtenir  qu'en  résolvant  l'équi- 
tibn  D  =  o  d'après  des  méthodes  que  nous  exposerons  ultériev 
rement. 

aSi.  Mais  pour  ne  rien  laisser  k  désirer  sur  cette  matiire) 
nous  allons  faire  voir  que,  quelle  que  soit  r  équation  profits^ f 
si  elle  a  des  racines  égales,  on  peut  toujours  faire  dépendre  sti 
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résolution  de  celle  éCune  suite  et  équations  dont  la  premihre 
n* admet  que  les  racines  simples  de  la  proposée ,  une  seconde  les 
racines  doubles  (c'est-à-dîre  les  racines  qui  y  entrent  deux  fois^, 
une  troisième  les  racines  triples, ^\c* 

En  effet ,  soit  X  =  o  l'équation  proposée^  et  désignons  pi^r 
X'  le  produit  des  factears  du  premier  degré  qui  correspondent 
anx  racines  simples  ;  par  X''  le  produit  des  facteurs  du  preroiep 
degré 9  correspondant  aux  racines  doubles  ;  par  X'',  X'^. ...  le 
produit  des  facteurs  correspondant  aux  racines  triples  ^  qnfir 
druples.  •  • .;  en  sorte  que  l'on  ait 

— \'  T'«  Tf*3  Tr»^4  T^*         •'  -     -  -     '♦ 

il  résnlte  de  ce  qui  a  été  dit  n*  2771  que  le  ^plos  gr^d  cominun 
diviseur  entre  X  et  son  polynôme  dérivé,  Y,  est  de.lA  forme,^  •  1 

Dt=x^x••.x*'^X'■*..•v'^'  -  -'^  ^"  »' 

puisque  les  facteurs  égaux  de  la  prop(Mée  doiyent,pi|trer  dans  D 
k  une  puissance  moindre  d'une  unité  que  dspas  la  pr/^osée. 

Cela  posé,  opérons  «ne  D  conune.nous  avons,  pp^p  sur  X;  e  t 
désignons  par  D'  le  .pliis  grand  çqmmun  diviseur  qui  existe 
entre  D  et  son  polynôme  dérivé.  On  a 


••'••     '  vl 


On  trouverait  de  mèmei  en  opéraiit  snr  Df  cdblqieton  axypévé 
surDetXy  ':»:'. 

(Nons  supposerons  y  pour  fixer  \^s  idées',  que  S  soit ^e  pfûs 
grand  nombre  de  fois  qu'une  même  racine  entre  ^àns  i^< 
tien  proposée,  c'est-i-dire  que  l'équation  D*='<{'Sl'^'i{Pqi 
des  racines  simples.)  ^^i  ^'^^  *^^^ 

AotoellemeAt  ,  si  Ton  divise  successitfiktfcht*  l^'^^'^'D^ 
D  par  ly,  ly  par  D^,  H*  par  Tf,  et  ^tfôli  «sfgtt^^îîfepeét^^. 
m«tot  par  Q ,  Q^Q^  Qf,  les  qudttèrft^bfcWtoay/VtfiWiAîkîftP- 


I   • 


454  THI?ORIK 

niei'  le  tableau  suivaut: 

■ 

X   =  X'X''X'"X'*<X»*) 

D  =X"X*»X'«X'^     -i  iô'~*'~ 

Q'=X"X"X"X'     <Q' 

In» — T»T«»"«T         i^i 

k 


j  ^,  =  x-= 


D"  =  X^  =  o  )  g*  =  X>'=  0 

'  '  ïfod  IMh  voît  que ,  jp'at  le  niojen  de  trois  es3'5t(ine8 d'opén- 
tions ,  sikVôir  :  une  série  d^opëràtions  du  pi  lis  grand  commun 'di- 
viseur et  deux  séries  de  diyÎRions,  on  parvient  à  isoler  succès* 
sivemcnt  les  facteurs  X',  X",  X**,  X*^,  et  X',  qui,  égalés  sc- 
pàtéÀient  V  o ,  donnent ,  la  première  les  racines  simple,  h 
secondé  lèis  ^aèirtes  doubles ,  ^Ic. 

Il  est  à  rMiarquer  d'ailleurs  que  le  degfé  de  X'=^o  exprime 
le  noriibre  des  racines  sinliples  de  la  proposée;  le  itigrèi» 
X^  =  o ,  le  nombre  des  racines  doubles;  celui  de  X'^srô,  le 
nombre  des  racines  triples,  etc.;  et  la  résolution  complète  de 
ces  équations  fait  conn.ûlre  les  dificrentes  espèces  de  racines 
doubles ,  .triples  y  quadruples ,  etc. 

Ainsi  la  méthode  des  racines  égaies  n'est  pas,  eingéiiénlf 
une  niétbode  de  résolution  complète,  mais  bien  une  méihoi^ 
d^ abaissement.  Ce  n'est  que  dans  le  cas  <th  les  équations  X'=:o. 
X'  =  o,  X'^pio/. . .  ne  sont  que  du  premier  ou  du  seconde' 
grè. c|u'oii.pcut  obtenir  inimcdiatcment  toutes  les  racines d^ 

ûElîlft'fP".  proposée. 

282.  On  peut  appliquer  la  théorie  des  racines  égales  à  I* 

,ITcV/^^l>?  clf^f  ^*^lations  qui  doivent  exister  entre  les  ooefiiciec:! 

^ij,>îift..|ï9^5n|9ffi4^ 0p  ^  du  second  ,  troisième, . . .   degré,  pot*' 

^q^^iPOJÏf^îMfi.so^^.  un  carré,  un  cube, .  • .  parfait.  Il  ^t 
pour  cela  de  former  le  polynôme  dérivé  du  polynôme  pr(^ 
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posé,  paîs  d'exprîmer  (n"  7.77)  la  condition  iK^ccssftîre  pour 
que  ce  poljnoinc  dérivé  soit  diviseur  relatif  du.  pQ^Dopie 
proposé. 

Soit,  par  exemple,  lo  trinôme  du  second  degré  ax^-i-ùx-^c, 
dont  le  polynôme  dérivé  est  aox  -f  ^ , 

ùx  -^  î6*     )         X  -^  5- 
nabx  +  ^ac  *  ■ 


■  .    Il  t    ■      r» 


En  appliquant  à  ces  deux  polynômes  le  procédé  du  pln>)cr:itid 

commun  diviseur  avec  ses  modifications  (n^  hSq)  ,  on  troàVe 

Ipùui  reste ,  ^ac  —  ^'  ;  et  si  1- on  suppose  4^-  ***  t**^^  o ,  ou 

i*— 4^^  =  09  2â^*f-^sera  le  plus  {^rand  conimun  4i?isuivr 

entre  ax*+ùx-\-  c  et  son  dérivé  qui  n'est  autre  chose  que 

7aX'\'b  hiî-même;  ainsi  Ton  peut  regarder   ax* -{' bx  +  c 

comme  le  carré  de  200; -("^9^  un  facteur  quelconque pri'S, 

indépendant  de  x. 

On  a  yu  en  effet  (u^  112)  que  b*  — •  4<7^  =3.0  est. la  eoçdÂ^îon 
Hféqpisaire  et  ^uIBs^nte  pouç  c^u'an  trinôme  du  s^çnc)-  4t^é 
Mit  joii  carre  purfait.  ... 

Soit  encore  le  polynôme •     ax'  -f»    Ax'  +  cXtr^^d^ 

doint  le  dérivé  est 3ax^  -f-  tAx   -^  c'; 

endiercbant  leur  plus  grand  couimun  diviseur,  on  trouve  jmur 
reste,  {6ac  —  2b^)X'\'C)ad — bc.  Or,  si  i*on  écrit  que  ce  reste 
est  nul,  on  établit  la  condition  que  3fl.r*-f-  2^a:-J-c  csf  corn- 
"nuQ diviseur  entre  le  polynôme  et  son  dérivé;  mais  c.e  reste 
doit  être  nul  ,  quelle  que  soit  la  valeur  d.T  Xy  ainsi  (n"*  180  ), 
^  a  séparément 

6ac  —  zb""  =  Oy     gad  —  éc  =  o. 

En   effet  y  la    première    de   ces    deux   conditions    doripe 

b*  bc         b^ 

^  ^  7-  ,  et  la  seconde,  <^=  —  =  — -  :  d'où,  substituant  dans 
3«  '         9«i      27/z*  '         '  ^^ 
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le  poljuonie  proposé, 

Même  raisonnement  pour  les  poljnomes  du  4'»  5'j-  •  •  degré. 

A^.  i9.  Les  deux  relations ,  6ac  —  ab^ssso,  ga</  — 6c  =  o, 

entraînent  nécessairement  la  condition  que  le  dérivé 

Zax^+^bx-^c  soit  un  c€UTé  parfait^  car  si  les  deux  facteurs 
du  I*'  degré  en  or,  dont  il  se  compose,  pouvaient  être  inégaux, 
comme,  d'après  la  théorie,  ces  facteurs  dcTraient  se  trouver  a 
la  a"*  puissance  dans  le  polynôme  proposé ,  il  faudrait  alon 
•que  cçluLrci  f&t  au  moips  du  4"'  degré,  tandis  qu'il  n'est  que 
du  3-, 

EteoLelet,  la.conditîon  pour  que  3ax*  +  ^^  +^  •oit  un 
!cacré  parfait ,  est,  comme  on  l'a  tu  tottt*à<^l'heure , 

{ihy  — J^.3ac  =  0,     ou    6*  —  3«c  =5 o  ; 

et  cette  relation  renti^  dans  la  première  dea  deux  relations  »• 
dessus. 

a83.  Le  procédé  du  plus  grand  commun  diviseur  sert  encore, 
dans  d'autres  cas ,  à  abaisser  le  degré  d'une  équation  :  tel  est  celai 
oii  Ton  donne  d'avance  une  certaine  relation  entre  deux  des 
racines  de  l'équation  proposée. 

Soit,  pour  fixer  les  idées,  l'équation  générale 
.x-»+Pa:^'+Qt^"*+ -hT*+U  =  o....  (i), 

et  supposons  qu'entre  deux  des  racines  aeib,  l'on  ait  la  rela- 
tion b  s=i  ka 'i' h  (k  et  h  étant  des  nombres  connus  et  donnés 
àpriori). 

Puisque  l'équation  (i)  doit  être  satisfaite  par  les  deux  quan- 
tités a  et  An  -f-  A ,  il  s'ensuit  que ,  si  l'on  met  dans  cette  équa- 
tion ,  Ax-^  A  à  la  place  de  J?,  ce  qui  donne  la  nouvelle  équation 

(*x+A)*+P(*«+*)*^'+--.  +  T(*jp  +  A)  +  U=o...  (a), 
les  équations  (i)  et  (a)  doirent  être  satisfaites  par  une  même 
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iraleur  a;  donc  (n*  387)  il  doit  exister  uo  comiiuin  dWisçnr 
relatif  entre  les  deux  premiers  membres. 

Ainsi,  en  appliquant  à  ces  deux  polynômes  le  procédé  du  pins 
grand  commun  diviseur  relatif,  et  égalant  à  o  le  diviseur  ob*- 
tenn,  on  en  tirera  la  valeur  de  la  racine  a.  Cette  valeur, 
substituée  dans  la  relation  ù=^ka'\'h,  fera  connaître  la  valeur 
correspondante  de  b. 

Si  ce  commun  diviseur  est  du  premier  degré  en  x,  on  peut 
conclorc  que  deux  racines  seulement  de  l'équatioa  ont  entre 
elles  la  relation  donnée.  Si  ce  diviseur  est  du  second  degré, 
c^est  qu'il  existe  deux  couples  de  racines  qui  jouissent  de  cette 
propriété;  et  leur  détermination  ne  présente  encore  aucune 
difficulté.  Après  quoi ,  l'on  pourra  diviser  le  premier  membre 
3e  la  proposée  par  cbucun  des  facteurs  du  premier  de^é  qui 
correspondent  aux  racines  obtenues. 

Eq  général,  soit  D  le  commun  diviseur  auquel  on  est  par- 
venu. La  résolution  de  l'équation  proposée  ne  dépend  plus  que 
de  la  résolution  de  Véquation  qu'on  obtient  en  divisant  te 
premier  membre  de  la  proposée  par  chacun  des  fauteurs  du 
premier  degré  qui  correspondent  aux  racines  de  D  =  o,  et  à 
celles  qu'on  a  déduites  de  la  relation  6  =  Aa  -4-  A. 

Soit  pour  exemple,  l'équation 

X* — lax^  +  ^6x*  —  7ix  +  3o  =  o....  (1), 

dont  nous  supposerons  que  deux  des  racines  a  et  6  sont  liées 
ptr  la  relation  6  =  2a  +  i . 

En  ndettant  ax  -f*  i  pour  x  dans  la  proposée,  et  développant 
kscilculs,  on  obtient,  toute  réduction  faite, 

80:^  —  32X^  +  36j:*—  jx  —  2  =  o. 

Appliquant  aux  premiers  membres  de  cette  équation  et  de  la 
proposée  le  procédé  du  plus  grand  commun  diviseur^  on  par- 
vient au  diviseur  relatif  x  —  2  ;  ce  qui  donne 

X — 2S=sO;     d'od     X=s2^0Uâ=:X 
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Cette  Talear  Ae  a,  sabstîtuée  dans  la  relation  issid-fii 
donne  ensuite  b  =  5. 

Le  premier  membre  de  la  proposée  est  donc  difistblc  par 

(jp— -a)  (ar — 5)     ou    «•  —  7Jr-f- lo; 

et  en  effectuant  cette  dÎTisIon,  on  a  ponr  quotient 

5      I 
jr»_5:r+3=:o,     d'ot    x  =  -±-t/iS. 

L'é<|uat!on  proposée  se  trouve  donc  ainsi  complètement  rf 
tolue. 

a84-  On  peut  déduire  comme  cas  particulier  de  Fanaljie 
précédente,  te  principe  fondamental  de  la  théorie  des  radiici 
égales,  (i^ayez  n*  336.) 

Soit  fait  h:^o  dans  la  relation  6  =  ^a  +  &  ;  elle  deri^t 
it^ka^  et  Téq^iation  (a)  du  n®  a83  se  réduit  à 

»*.ar*  +  P*"— x—'  + 4.Tit.x4-U  =0.  I 

Mais  comme  on  dok  ayoïr  pour  la  même  Talear  de  ^^ 

X"  +  Px"—  +  Qx'»-»^- J^Tx  +  TJ  =0, 

on  peut  substituer  à  l'une  de  ces  équations  le  résultat  de  leur 
soMl^action,  ce  qui  donne 

(A»"  —  OJf-'+P  (*"-•  —  ï)ar"»-'+ +  T(k  — .  i)x=so  ; 

ou  bien,  observant  que  (A  — i)x  divise  tous  les  ternies  de  ceuc* 
ci,  et  effectuant  alors  cette  division. 


Actuellement  si,  outre  l'h^polbëse   de  A=ro,  on  suppose 
As?s  I,  ce  qui  revient  à  dire  que  deux  des  racines  6  et  fl  iod^ 
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egalrSf  l'éqaatlon  précédente  devient 

ma*-'  +  P(m  —  i)j:'«-"*+Q(m— a)j:"'-3^  .  • .  4-T  =  o,   ' 

équation  dont  le  premier  içenibrc  doit  aToir  un  diTiseur  relatif 
comoiuii  ayecoclui  de  la  proposée. 

Mais  iffx"7»  +  (m  —  i)  Px-'-'-f.  •...  +  !  n'est  autre  ch6(^ 
(q*  a6a)  que  le  polynôme  dérivé  du  premier  membre  de  U 
proposée  *"  +  Pjr*"'+. .  •  +  Tx  -j-  U  :;=  o  ;  donc  enfin ,  dans 
le  cas  ou  cette  dernière  équation  à  des  racines  égales  ,  tt  Soit 
exister  un  commun  diviseur  entre  ie  premier  membre  V^e  cette 
équation  et  son  polynôme  dérivé  (^), 

t 

a85.  Parmi  les  équations  susceptibles  d'abaissement ,  on  dis- 
tingue particulièrement  les  équations  dites  réciproques  :  ce  sôfldt 

celles  ^L£e»t^t!.Içs  nMn^es  lor84}u'on  j  cbat^ear  en  '-• 

Ainsi  I  par  exemple ,  toute  équation  de  la  forme 

I 

x*+px^^*  +  jx*"**  +  . . .  .+  qx*'^px  -f-ï  ='6,' 


,  « 


c^est- à-dire  telle  que  les  ooediciens  des  termes  à  égale  distance 

destxtréiaes  A>îeut  éyuf  entre  eux,  m^  .*iiaeiiiquiUp».répi- 

••  ».  .. 

proqae;  car  si  l'on  y  remplace  x  par  -  ,  elle  devient 

X 

d'oà,  en  multipliant  paf  x"*,  et  renversant  l'ordre  d^  termes, 

X" +^x"""' 4"  Î^»^**"*  + +qx*+^px+  t^szOf 

é^ation  i^Qtiqae.«irttc  la  proposée. 


(*)  Ce  modtfdKdémoimmÎDttdp.prtnc^iretb  k  cbc«riftd|s  racioet  égales 
stdù  à  M.  Poinsot. 
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La  dcnomination  de  réciproques,  donnée  à  ces  cquatioiis, 
▼ient  de  ce  que,   si  l'on  suppose  a  racine,  nécessairement 

-  est  aussi  racine  de  la  même  équation . 

a  ^ 

Afin  de  pouToii^  assigner  la  forme  générale  des  équations  ré* 
ciproqueSy  nous  considérerons  successivement  le  cas  oii  Péqua* 
lion  est  de  degré  impair,  et  celui  où  elle  est  de  degré 
'pair.  « 

PasMixa  CAS.  Soit  une  équation  quelconque  de  degré 
woRair, 


•ta^i 


+/>a:*" +  ?*•■*"'+  ••••  +*x*-f-tr+«=o...{i). 


Pour  que  cette  équation  soit  réeiproquei  H  fiiut,  d'après  la 
définition ,  qu'elle  reste  la  même  lorsqu'on  y  remplace  s  par 

-f  •  •         '       •  .      .     '  .     . 

-.Effectuons  cette  substitution  ;  il  vient 

d*o&,  multipliant jpar.  x^*^'^  divisant  k,  et  renversant  l'ordre 
des  termes  y 

*  u  u  u         u       u 

Or,  pour  que  les  équations  (i)  et  (a)  soient  identiques  entre 
elles,  il  faut  que  les  coeCBciens  des  mêmes  puissances  de  x  soient 
égaux,  c'est-à-dire  que  Ton  ait  les  relations 

f  s  9         P      .   ^ 

u     ^  u      '    •         u        '«  u 

On  déduit  de  la  dernière,  «*  =  !,  d'où  u=±i;  et  si  Tod 
prend  d'abord  la  valeur  us-f"'»  î^^l  résulte 
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prenanl  eniaSte  la  yalear  u  =s  — -i^on  trouve 

d'où  l'on  Toit  qn*une  équation  de  degré  impair  est  réciproque 
quand  les  coei&ciens  des,  termes  à  égale  distance  des  extrêmes 
sorti  égaux  et  de  même  signe,  ou  bien  égaux  et  de  signes  con-* 
traires  (elle  ne  peut  d'ailleurs. èlre  réciproque  que  dans  l'on  de 
ces  deux  cas). 

SaooKD  CAS.  Soit  une  équation  quelconque  de  degré  pair,  . 


(Dans  ee  cas ,  comme  le  nombre  total  des  termes  est  :iii  + 1,  le 
terme  rx^  est  à  4^1e  distance  des  deux  extrêmes.  ) 

Remplaçons  x  par  -  dans  cette  équation  ;  il  vient 

*  ■ 

d'oii ,  multipliant  par  x*%  divisant  par  u^  et  renversant  l'ordre 
des  termes, 

*    U  U  II    .  .    Il       •  U      *   tt  ^^'• 

or,  pour  que  les  équations  (3)  et  (4)  soient  identiques  entre  elles, 
il  (aut  que  l'on  ait  les  relations 

t  s  r  Ç         P  i 

u     *^^  u      *  u  u       ' u       '» 

La  dernière  revient  à  u'  s=  1 ,    d*oii    u  =dbi . 

Cela  posé|  pour  la  première  valeor  u  =+ 1,  on  trouve 

•  .      «  •  •    • 

»  • 
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el  pour  la  seconde  u  =  —  i, 

t=^pj      #  =  —  y,...  r=— r,....  y  =  — *,  p  =  ^t, 

égalités  dont  celle  du  milieu ,  r^=z  — >  r,  ne  peut  exister  à  moins 

*  Donc ,  Ufuie  équation  de  degré  paît  est  réciproque  toutei 
tes  fois  ,  t^.  que  les  cvefflciens  des  termes  à  égale  distance  da 
extrêmes  sont  égaux  rt  de  même  signes  2*.  que,  le  terme  du 
milieu  manquant  dans  Véqualion,  les  coejfficiens  des  termes  h 

égals  ib'^^su^  dus  ^^trim^0  fom  4§m0c  M  4t  ^fgvieÊftmimfipf 

(L'une  ou  l'autre  de  ces  deux  conditions  est  d'ailleurs  néce^ 

fatîrp.).  .-•.-• 

386.  Passons  actuellement  à  la  résolution  de  ces  sortes  d'é- 
qûalîcméYel  silpposont  d'abbni  qûM(  flf agisse  #<ine  équation  é 
degré  pair,  \Mè  qae  ka  coeffieteas  dés  termeis  à  égale  Aislaoa 
des  e&trémes  soîept  égaux  el  de  même  signe. 

Mous  prendrons,  pour  fixer  )es  idées,  iltte  cquatlon  du  8'  de- 
gré; mais  on  reconnaîtra  aisément  que  la  même  méthode  s'ai>- 
pli«^uerast  à  t4uta  4utre  «^«a^iqn  .satiçlaisant  k  Vhyf^hest 
établie. 

Sait  4oae.FéqiialâoQ  *- 

x^+px^  +qx^+rafi+sx^  +  r3fi+qx*+px+i=zo...{i)\ 

«  • 

et  posons 4ans  èctte  équation  »  x  +  ~  ='•  •  •  (2). 

[On  est  conduit  à  cette  transfom)fAi«|i  f^ir  lamiiailfiieaai- 

yante:  puisque  les  racines  sont  réciproques  deux  à  deux ,  il  s'en- 

f  ï  a  a 

suit  cjuef o§ ebnn^it  les ppoduity^X  3»  * X  J»  <?>C'-> . .  •.... 

des  racines  récifyroquesX  c|;iapun  dç.oesj>vpAuit«^^l^  ij; 
il  suffirait  donc  (a®  11 4);  pour  obtenir  les  deux  racines  a  et 

-,  ou  ietr*  • .  >  de  connaître  les  sommes  a-f  -,  b  -f-y , 

4i  b  CL  O 


\    -     I 


Ott,  ce  qtn  réfithi  ^u  ibéttiè^,  lès  rtlkftM  iè  k  ÏMicliôfi  St^  i-.] 

Gela  pos6^  si  Pdti  tfii^se  l^^tfatiM  (i)  p^ra^ydt  qa'on  tus* 
senil>le  les  termes  affectés  des  mêmes  cocfficiçDS^  il  vicnl 

la  diffietrifé  éêi  ainMi  i^éMté  fc  ex|>riiiier  ea  foictsM  de  s  la 
Or  on  a  y  en  géoéral , 


1 

dqualÎDB  (l^oji  Vûn  Àéàui/t^  en  jvrampIa^nl^gr^f-'H  par  «., 

Ibrthi^Tc  qui  àùntie  Peïpressîoto  â:^^'  -| i^  au    ihojeii    des 

deaiL  exfAreàsidtiB  semblables  de  degrés  Immédiatament  iafé- 
rieurs,  m  et  7»  —  i. 

Soit  fait  successivement    m.=  i,a,î,4f 5> •  •  -i 
on  trooye 

I     • 


«  • 


**  "*■  ^  "("''h?')'  -(«•+ ~)«««-^*»4«»  5 


ainsi  de  suite  à  l'Infini. 

•  ■ 
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£a  un  mot ,  ces  expression»  forment  (n*  i83) ,  a  ptrtSr  iâ 

x'-f-— |Une  série  récurrente  du  second  ordre>  dontrétUk 

de  relation  est  (x ,  —  i). 

Il  ne  s'agit  plus  maintenant  que  de  substituer  dans  Péqnstiot 

(3) ,  à  la  place  de  *'+  ^  >  *'  +  ^  i  **  +  JT  »^**  Talewsqrfci 
Tient  d'obleniri  ce  qui  donne  pour  l'équation  résultante, 

ou ,  réduisant  et  ordonnant  par  rapport  as, 

«  ♦  +  rs' +  (y  —  4  )  z»  +  (p  —  3r)  «  —  2  y  +  a  =  o , 

équation  d'un  degré  sous-double  de  celui  de  la  proffosée. 

Donc,  la  résolution  de  toute  équation  de  degré  pair,  telkftt  • 
les  cœfficiens  des  termes  à  égale  distance  des  extrêmes  ssâ 
égaux  et  de  même  signe,  peut  être  ramenée  à  la  résdadm 
dune  équation  de  degré  sous-double, 

287.  G>nsidérons,  en  second  neu,Vuquation  de  degré  impsk^ 

a^^'  +px*'  +  ^jc"-'  + +  î*'+/?x  +  I  =0, 

dans  laquelle  les  coefiiciens  des  termes  a  q;alc  distance  âtiOr 
trèmes  sont  égaux  et  de  même  signe. 

Il  est  d'abord  visible  que  —  i   est  racine  de  cette  éqnatioi; 
car  le  premier  membre  devient^  par  l'hypotbëse  xzss —  t, 

—  »+/'— Sr+ +  9—P+IÎ 

donc  ce  premier  membre  est  divisible  par  x  +  t. 

Je  dis  de  plus  que  le  quotient  est  un  polynôme  réciprofK 

de  degré  pair^  dont  les  coefficiens  à  égale  distance  des  extréna 

sont  égaux  et  de  même  signe. 

En  effet ,  on  voit  bien  clairement  que ,  si  l'on  divise 

^i«+i  4.j!7x"  +  çx"-'  + +qx*  +px  4.  I,  par  x+i, 

OUI  +px+qj^+ +  jrj:«— >  +/ix-  +«•■♦! .  gari+^, 


.. 


DES  ÉQUATIONS  RJÊCIPaOQUES.  4^5 

les  coefficîensdes.itffOiWidoiuèmttTavg  <ians  les  deux  quotieiii 
soot  nécessairement  cg^ux  (il  suflit  4*aillei)^,d'eiroçti«ecl09 
deux  divisions  pour  s'en  oonTainci^f)  ^  p^ais  I^.^iqcch^  ^Hfi^tieift 
n*est  autre  chose  que  le  premier  obtenu  dans  un  ordre  inverse* 
Sone  il  feiot  Vé<^l«i?renieiit  qoe-  les  derniers  cocÂiâféns'  du 
premier  quolient  sdièitt  respc^èHvètnÀit  égaux  aux  premier^.' '  * 

U  rëlnilie  delk  qu*»prfe  avëir dhrîsé  lé  premier  tirtcmbréf  de  14 
proposée  p«P  3t^  t'i'tiéohXieti'Atà  triie  éqàatbn  réëip^o'qUeïM 
degré  pair  dfe  mdmé  f^ttùe  q\\&  éelter'du'  nàméro  pi^ëc^'cnl^,  et 
qu'on  réMudràdetiafiièmo  ninnlèré;'^''  '^'   *'-  ^^ 

iSa  II  âoufrtèslèémx^i^à  bôistcréret^fés'é4u'*ali'6né/x1^ 
))Mr  ou  impak*  )  décries  te^mèé  à  <^Vdls(aAct''^4s^ciic|ri-'énici 
o])tdes  coejfficiens  égaux  et  de  signes  contraires.  Soit  Pé^[uaîio4 


I  y*-^r^" 


«■^  '. 


\7-. 


(il  n'y  «  |i<lkitici?db  iammûAi  nttiï)«»pu%Mfiftr;  si  m  éW^'teptiv; 

(0(i^m))roAoial  Rlfifl{teraittt«ift4-'>'j  <M'p*ifV^^'^'^  èêt'^puiip, 
le  termo  du  ttiljeu.doii' iiiÉnqhefi((4Ut  q86>  poîn"  que  t^équatioa 
«oit  riPijfrçqu^^)  .  .     ,/  •       .u  -\î  -^-^  'a  V,,.../. ";    -    -,  r,.  /  ^ 

satisfaite  ^af^  jiJ5?k  +, j  |  dpnç  }e  pfl?9»}^riji|l^iiibltot«lfc.«Ulii«Ji4lf 

Or  si  Ton  divise    *        .  ^A»-.  lo^  1  ; -Ij  iii;  :j  i  •i'iiritJdim 

<ïu ,  ce  qili  reVidnt  au  mem^c.  (  en  cljatigeant  les  si"iies>,  ,  .  „ 
^P-^J^*^  ftî^RffW  f»^€J%?f  *«liWi«s-^'«^ 


466  DIS  ÉQCATIOirS  lÉCIPAOQD». 

égaux  et  de  mime  signe ^  ainsi  ce  poljnome  rentre  dans  Toi 
des  deux  cas  précédemment  examinés* 

N.  B.  Dans  l'hypothëse  qui  nous  occupe  actuellement,  i 
l'on  suppose  que  m  soit  pair,  comme  en  diyiaant  le  premiff 
membre  de  la  proposée  par  x  -—  i ,  on  obtient  un  quotient  Is 
degré  impair  dont  les  coeffîdens  sonê,égaux  et  de  mime  sigmt 
ce  quotient  est  lui-même  divisible  par-x-4-i(n*  187 )• 
Ainsi  le  premier  membre  de  la  proposée  est  dirisiUe  fir 
(x— -i)  (x-f-i)  ou  X*— I;  et  le  quotient  est  un  poljncnie 
de  degré  pair  qui  rentre^  dans  la  classe  de  ceux  déjà  traiict 
»•  a86, 

a8g.  £n  résumant  tout  ce  qui  vient  d'être  dit ,  on  voit  i*.  qoC} 
$iVéquation  réciproque  proposée  est  de  degré  pair,  et  que  Ut 
coejficiens  des  termes  à  égale  distance  des  extrêmes  swâ 
égaux^et  de  même  signe,  sa  résolution  peut  être  (n^aK) 
ramenée  à  celle  d'une  équation  de  degré  sous*doubk  ; 

a^.  Que,  si  V équation  est  de  degré  impair,  les  coefficient k 
égale  distance  des  extrêmes  étant  égaux  et  de  même  signe  p  k 
premier  membre  est  divisible  par  x  -f-  i  (n^  287)  ;  et  cette  diti- 
sion  étant  effectuée^  Féquation  résultante  peut  être  ramenée' t 
une  équation  d'un  degré  sous-^ouble  ; 

3^.  Que,  sïY équation  est  de  degré  in^air,les.coefficiau  à 
égale  distance  des  extrêmes  étant  égaux  et  de  signes  contramt, 
le  premier  membre  est  divisible  par  x —  i  (n*  288)  ;  et  la  di* 
vision  élant  effectuée ,  on  parvient  à  une  équation  snsceptiiik 
d'être  abaissée  à  un  degré  sous^double  ; 

4^.  Que,  si  l'équation  est  de  degré  pair,,  les  coeffixienf  dm 
termes  pris  à  égale  distance  des  extrêmes  étant  égaux  et  de 
signes  contraires ,  le  premier  membre  eist  divisible  par  x^-- 1 
(N.  B.  n*  a88)  ;  et  si  l'on  effectue  la  division ,  l'écfnaticm  qui  é' 
résulte  peut  être  elle-même  abaissée  à  un  d^ré  sous'-daubk, 

ago.  Applications,   Soit  l'équation  générale  à  deux  termei 

X*— is=so;  cette  équation  a  évidemment  i  pour  racine  j'el 

n  eff^tumt  la  division  par  x*!—!,  on  troave  (n^  3i}  pour 


DES  ]i<2UATioirs  licmoQUES.  4^7 

•tient| 

latîon  réciproque  de  degré  pair  ou  impair^  dont  la  résolution 

tty  au  moyen  des  principe*  précédensi  être  ramenée  à  la  ré- 

Btion  d'une  équation  de  degré  plus  simple. 

ioit^  par  exemple ,  l'e'quation  ';c^}— -  t  =:  o; 

a  ;  en  dÎTisantpar  x  —  i ,  "^ 

x^-j-ar'-f-x'+x-f-iirïO, 

lation  que  Pon  peut  mettre  sous  la  forme 

Posons    x4--=«>  d'où  x*^-jsa:+ I  =0}  il  en  résulte 

ar>  +  a  +  — rnz*,    ou    a*+^  =  s*  — a.  ' 

I  '1 

nrtantcesTalearsdex-(-~etdea:*-|----  dans  Péquationy 

lobtient  «*  —  a  +  «+is=:o, 

réduisant»     ^  t{-  s  —  i  ss:  o; 

a      a 
illenrs,  Téquati^    cc^  '^  zx  +  i  =3  o    donne 

■  ■ .  I  ■     •  'i^"  î  •         ^  • 

kdicaèi.àulislitttant  11  la  place  de  x  ses  deux  yaleurè/'oli  A|' 
le  réSuctîott  faite , 


.\. 


3o.. 


4G8  THÉORIE   DES   FONCTIONS  SYMÉTRIQUES. 

': 'iL'équatiou  x*°ii^.t'*ifa' o  j' peut  èiièerè  être  résolue  cora- 

plëlemcnt  par  le  uicmc  moyen. 

En  effet  ^  on  a 

•>       ■  .    . 

a:'*»  —  1  =  (x^— 0  (x^  +  i)  =  a 

:V:On  oonnuîA  déjà  les  reoiaesdc  i*(k]uiition  j:*  —  i  .=  o;q9MA 
à  celles  de  Tôquatioii  a^  i^  i  =  o ,  Qomine»  par  réchaagfeje^ 
en  — Xy  ^le  derie&t'a^ —  i  =30,  on  volt  <|iie  tout  se  ràloit 
à  prendre  avec  des  signes  contraires  les  .racine^  de  c^te  (It^ 
nière  éq nation • 


*'re  equaiion. 


§1V.  ThéQFfç^JesfoTiçtiqns^sjin^riques.   , 

I 

Pour  compléter  rensçmblè  des  matériaux  nécessaires  à  la  ré* 
solution  des  é<|uations  d'uii  >le«;ré  quét<k)nque,  il  nous  reste  a 
e.^^pctser  uuq  des  théories  les  plus  çuiieuses  e|.  les  plus  impor- 
tan{e9  uc  rÀnalyse":  ?est  laTlicorfc  Ses' fôncdàhs  njmiiriyki' 
Le  célèbre  Laj^range  en  a  fait  la  base  d'une  méthode  pour  ré- 
soudre }<»sjériuatioQk.dii. troisième  et  daqhatriQiiii|,degré. 

(Les  caïuiidals  pcAir  rÉcole  Polylechnnffuè  peuvent,  sans  in* 
coavénicnjt,  passer  :ce,  paragraphe  ,  que  nous  n'avons  placé  ip 
^ue  pour  nous  con^tu'nier  a  la  jji af relié  "(Jiftcr  hbusnotljr  sstfSifiti 
tracée.) 

291.  On  ?.'^}^,Q\\cJoncUoh  sj'm'âlrtque  des  racines  d*u ne  équa- 
tion, toute  expression  atgcbriquc  qui  renfornfè.  cet  raeipH^ 
combinées  de  la  même  manière,  soit  entre  elles  ,  scit  ovec 
d'autres  quantités,  AÈm'tî  ^  W'spnrme  c  4"  ^  +  ^  +....+  t^f  » 
des  racines  (runc  équation  ,  la  somme  06  -|"^^  +  ^^"f-»»«+'A  ^ 
leurs  pro(ittiitsileuK  k'd'oux  jl-la  ^mni^  abat^jétlt^^  .^ »  4ô  hoA 
produits  trois  ii  trois.  .  .,  sont  dites  des  fonctions  symétrique 

des  racines.  '*,-_?'      ■     *^ 

Le  caractirc  dislinctif  d'une  TOnctîSn  symétrique  de  diverse 

quel 


les  coeûiçiiuis  d'une  (kiuaUon,'Ou  a  cntfc  Iqs  racines  et  ^  1 

;        r  I 


<- 


aOKMATiON   DES  PUISSANCES  SBMBUBLCS.  .    ;  4^9 

coefficiensi   les  relations   a  +  i  +  c«4-  •..•.3=  —  P#»«;..« •' 

a^  -f"  ^^  +  A^  +  •  •  •  =  Q. .  « . ,  abcd: . .  =;=  ±  U  ;  nous  allons 
Toir  maintenant  que  toute  fonction  symétrique  bationmsixe  de 
ces  mêmes  racines,  peut  être  exprimée  également  au  moyen 
des  coefliciens  de  Pcq  nation.* 

292.  Sommes  des  puissances  semblables  dés  racines  d'une 
équation.  Les  plus  simples  des  fonctions  symétrî([uesy  celles 
au  moyen  desquelles  on  peut,  comme  nous  le  rerronsi  for- 
mer toutes  lés  autres,'  sont  tes  sommes  des  puissances  seii\— ' 
blables  des  racines  j  telles  que  a  +  ft  +  c-f-d4"-'- •••••> 

«•+^'+^+<'*+ ,  et  en  général, «■+é"+c«+rf«+. . .  • , 

R  étant  un  nombre  entier  quelconque. 

Or  je'  dis  que,  sans  connaître  les  racines,  il  est  possible 
d'exprinrer  les  sommes  de  leurs  puissances  semblables  au 
moyen  des  coefficiens  P,  Q,  R,...   qui  sont  i\vs  quantités 

COQBtteU 

Soit  en  effet  at»+Pl?*^•+y*~-'»-^ïl»»-3. ,  .4.T*4-U=o, 

Téquation  proposée^  et  désignons  ses  rac|nQS  par  a^b^c^d... 
Si  l'on  divise  successÎTement  le  premier  membre  par  chacun 
des  m  facteurs  du  premier  degré ,  «  —  a  y  af  ?—  ft ,  .r— 'd  )•.»', 
on  obtiendra  (n^  ^38  ) ,  pour  les  différcns  quptieqs, 


X— '+a 

ar"-»+a* 

a»-»+a' 

*•-*+ 

-f:»»-»'.  •. 

+P 

+P« 

+P^ 

ff 

4-Pa--*. 

+Q 

+Q« 

» 

+Q.'?'"-' 

f 

+R 

^ 

4-Krt»^* 

•^-.  • .  V 

•             w 

•         ••••            •.             »,..,, 

^^•JU  »  ^  ^  • 

a-'»-f*    • 

•jf'"-»-f'i'-  • 

x"'-î-H' 

fl?^"J-4-s  •.  % , 

.+^?*r.».. 

+P 

-fPô 

• 

^PA»-* 

a 

+Q 

+Q* 

t 

tQ*"*;;?, 

+R 

j 

**'i'^  •  •  •  • 

» 

-fT-' 

■ 

•          • 

^  *  S  l        è 


«t  ainsi  de  suite  pour  chacun  des  facteurs  jp  —  c,  »▼—</..• 


470  .  somiATioir  des  poissahcbs  semblaiucs 

Maintenant  y  si  l'on  fait  la  somme  de  ces  n»  qaotieii8,et(|Qe 
Von  pose  I  pour  plus  de  simplicité , 

/i*     +6*    H-  c     -f  . .  • .  =  S», 
fli     +6^     +«*     +....  =  Ss» 

on  obtient  évidemment  pour  cette  somme, 


•+s 

x-'+S. 

x—s+S, 

x"-4+. 

•  •+Sb-i 

-fijp 

+PS. 

+PS. 

+PS-. 

+mQ 

+QS. 

+QS^ 

-f-mR 

"J"«  •  • • 
"f^«  •  •  • 

+mT. 

D'un  autre  côté  ^  l'on  a  vu  (n^  264)  que  Y,  ou  le  poljnone 
dérivé  da  premier  membre  de  la  proposée ,  représente  aonik 
somme  des  m  quotiens  de  la  division  de  X  par  x  »-  a,  x  —  i| 
X—  c. ...  ;  or  on  a  (n*  262  ) 

T;=5iiwc"-*+(m-i)Pj:«--»+(m.2)Qx--5+(m-3)Rx«-^+.-+^^ 

Donc,  en  comparant  terme  à  terme  ces  deux  expressions  iieft* 
tiques  de  la  somme  des  m  quotieoSi  on  obtient  les  relations 

Sj-f-i»P=:(m — i)P,  ou  simplifianti   S,+Ps=o; 
S,+PS,+fyiQ=(m— 2)Q,  ou  bien,  S.+PS,+2Q=z=o  ; 
S3+PS.4QS,+mR=(m— 3)R,  ou  S3+PS«+QS,+3R=o; 


on 


Sp,,,  +  PS«_»  +..•.+  mT  =s  T, 

S„.,  +  PS«u..  +  QS„^s  +. . .+  (m  —  I)  T=o. 


La  premî&re  formule  donne  d'abord  la  valeur  de  S,  en  fdnctioB 
deP;  la  seconde  donne  ensuite  S^  en  fonction  de  P,  Q,  etck 
S,  ;  ainsi  d(!  suite  ;  enfin ,  la  dernière  fait  connaître  S«.i  ** 


tas  BACiivEs  D'mii  iicsoktwm  4?^ 

inoyso  dePiQy  R|*..Ty  6td6  Sm^^f  Sm~^  *  *  •  »  9^'  sont  ccnséi 
connus  d'après  Ic^  relations  précédentes. 

Pour  étendre  ces  formules  au  cas  d'une  puissance  quelconque» 
reprenons  l'équation  proposée,  et  remplaçons  x  par  chacune 
des  racines  a,  6|  c,  J. .  •;  on  a  les  ^alités 

«"  +  Pa"-»  +  Qa"-^  +..•.+  Ta  +  U  =  o, 
*"  +  P&— »  +  Q6--»  +....+  T*  +  U  =3  o, 


Mnltipliant  tontes  ces  égalités  respectiyement  par  a*i  &*f 
c".  •  • . ,  et  ajoutant  les  produits  terme  à  terme,  on  obtient , 
d^aprës  les  notations  convenues  i 

S«+,  +  PS»+»^,  +  QS»4^,  H +  TSiH-i  +US.=  o.     / 

Cela  posé ,  Toici  Fusage  de  cette  formule  s 

Soit    ?i=o,     d'oi    S,  =  S.=  flt»+4»  +  c*4....=:m; 

elle  derient 

S«  +  PS«-, +  QS„-^ +. .  .+TS,  +  mU  =5  o. 

Osttc  dernière  formule  se  lie  immédiatement  avec  la  dernière 
des  formules  obtenues  ci-dessus. 

Soit  fait  ensuite  n  =s  i,  a,  3,  4»  5.*ryOn  troure     • 

Sm^^  +  PS»      +  QS«^,  +....+  TS.  +  US,  =  o, 
S»H,.  +  fS„^,  +  QS„      +..-.+  TSs  +  US,  =  o, 

SaH-3  +  PSiB+ft  +  QSflkf  I   +.  •  .  .+  TS4  +  US3  xz:  O, 


Il  est  facile  de  reconnaître ,  d'après  Tinspection  de  ees  for- 
mules, que  les  sommes  des  m  premières  puissances  étant  for- 
mées, les  suivantes  forractit  (n^  i84)  une  série  récurrente 
dont  Téclielle  de  relation  est  l'ensemble  des  m  coefficiens 
P,  Q,  R T,  U,  de  la  proposée,  pris  en  signes  con- 
traires. 


r  .  .  ... 

47A  APPUCATIONS. 

La  formule  S«^«+PSm4^-t +  •  •  •  peut  donner  égdemenl 
les  sbmmes  des  puissances  entières  et  n^tires.  En  eftt, 
soît  d'abord  .  n=  1;     il  en  résulte 

S««.  +  PS»..  +....  +  TS,  +  US,,  =0, 

cquatîôh  d'où  l'on  peut  lirer  la  Talcur  de  S_i  en  fonction  Je 
Sm.i  '9  Sm.A, . . .  S, ,  S09  cjui  sont  censés  connus. 

Soit  encoKc  n  î=  —  «  >  n  =  —  3-,  ■. .  ;  on  obtiendra  de  non- 
\clles  ibrinules  qui  donneront  S_:.t  en-fonction  de  S«i.a,  Sa^,.» 
So»  S^,...,  puis  S.3  en  fonction  de  Si^.^,  Sai^i..*S^) 
S^«;  et  ainsi  de  suite. 

Concluons  de  \h  qu*?/ne  équation  quelconque  étant  donnét^ 
on  peut  toujours,  sans  connaître  ses  racines,  obtenir  les  sommes 
de  leur»  puissances  semblables ,  le  degré  de  la  puissance  éM 
un  nombre  entier  quelconque  ,  positif  ou  négatif 

Soit,  pour  exemple^  Vcquation 

X*  +  ar*  —  «ja:*  —  a: +6  =  0/ 

On  a  pour  cette  équation  particulière , 

P=i,     Q  =  — 7,     T  =  -i,    U  =  6; 

bc  qu! donne 

S.=-P=-i, 

S.=— PS, — 2Q= 1 4- 1 4 = 1 5 , 

S3=— PS.— QS.—3T=— 15-7+3=:— 19, 

84=— PSj— QS.— TS.— 4Ui=i9+io5-i-24=99, 

«5=- PS4— QS3— TS,— US.=:— 99— i33+i5+6=— în, 

Sb^— PS5— QS»— TS3— US,=2 1 1  +693^  1 9—90=795, 


-S3-PS.— QS.— TSq  _  19— 15—7+4  _  I 
^-1 [f  —  -        6  —6' 

_S,-PS,-QS,-TS_,_~'^'*'"^''^'''6_85 


Cm  vnTesm  peuvent  être  arYsément  Térîfiées ,  car  Téqttiittèti 
a  été  formée  par  la  miiklplibation  i^9  fâtleurs  x  — *- 1 ,  :r-f- 1  ,* 
jf  ««««a^  or -^  3;  ce  qui  âoiMé  4*  >>  "^  >*  +^1  et*— 3,  pour 
les  quatre  racines. 

Constâërons  matntëmtnt  fl'iiùtf  es  espèces  Ae  fonctions  «ymc— 
trîques. 

2g3.  On  distingue  les  fonctions  symétriques  ratîopnelles  et 
entières  des  racines  il^une  équation ,  eu  fonctions  symétriques 
à  une  lettre .»  à  ^eux  l^ttfes  ,^  trpis  lettres,  etc.  , 

Les  fonctions  symétriques^  h  une  lettre  sont  celles  d^nik 
chaque  terme  ne  renferme  qu'une  racine ;.ie\\e  est  la  fonction 
a"  -f-  6"  +,c*.*. . ,  que  nous  «avons  déjà  (a**  aga)  exprimer  au 
moyen  des  coefficîens  de  l'équation. 

Les  fonctions  à  deux  leltie^  soot  cefles  doui  chMuc  ternm 

enferme  dou;iç  racines  $  telle  est  la  fonctioxi. .  ♦  •. * 

a^b?  4-  fl«c''  -f-  b^a^  -f.  c^dF  +••••?  d^nt  il  e»t  aisé  de  con-' 
cevoir  la  formation  en  prepantf  tous  les  .^rrangeiiieqs^^i/4P 
à  deux  des^m  racines  ^  et  eu  alTectant  les  deux  lettres  de  diaqi^e 
produit^  des  esposans  respectifs  r»  et/?,  d'où  il  sait  que  Iq 
nombre  total  des  termes  de  cette  fonction  est  (n°  l46}  Og^l  à 
m  (m —  i). 

Les  fonctions  à  ircHi  lettres  Mnt  ceUew  dont  chaque  terme 

renferme  trois  racines j  telle  est  la  fonction t ...  • 

tf'ftfr^  -4-  aVrf»  +  b^oTc^  +. . . . ,  que  l'on  obtient  en  formant 
tcMis  le»  arrangeraens  trois  à  trots  ,  des  m  racines ,  et  affec- 
tant les  trois  lettres  de  cliaque  produit,  des  exposans  respectifs 
71,  y?,  q\  ainsi  le  nombre  total  des  termes  est  marqué  pat' 
m  (m— ••!)  (fw  — a);  et  ainsi  de  s«ite. 

Conui^ ,  on  terme  qoAloonqae  d'«int  fonction 'SyttiétHque  à 
plusieurs  leures  étant  écrit  a  ^n  peut  obèenir  ^touales  autt'es 
en  substituant  à  l'arrangement  des  lettres  qui  entrent  dans 
ce  terme,  les  autres  arrangemens  dont.  Ie3  in  lettres  sont 
susceptibles,  et  en  conservant  aux  exposans  le  mémo  ordre.,  on^ 
est  convenu,  pour  abroger,  de  représenter  les  fonctions  à 
une,  deux,  trois. .  •  letlres,  de  celle  manière:  T.fl",  T,a"b^j 


4^4  ÉTALUATIOll 

T.a^àfd»  •  •  •;  c^e9t**à-Klire  que  l'on  place  en  aT«lit  d6  Findei 
termes  de  la  fonction  la  lettre  T  ;  et  cei  notations  éqornint 
à  a»  +  i"+c''  -f . . . ,  a''bP+a'cF  +  .. . ,  a'ô^cf  +  û"*^ir+... 

Les  fonctions  dont  nous  venons  de  parler  sont  dites  le$f(m> 
lions  symétriques  élémentaires. 

On  peut  concevoir  ensuite  que  tous  les  termes  d'une  mène 
fonction  soient  affectés  de  coefficiens  ;  mais,  pour  que  la  fen^ 
tion  soit  symétrique  I  il  faut  que  tous  ces  coefficiens  soient 
égaux;  et  alors  on  peut  mettre  ce  coefficient  en  facteur 
commun. 

Cest  ainsi  que  l'expression  4^A*+4^*c*+4é'«'+.  •  •*  Ç* 
l'on  suppose  symétrique  en  a,  6^  c. . . ,  peut  se  mettre  sonsli 
forme  4  (a^b*+a^c*+Pa*+. .  .)i  ou  4T.a'*V 

Enfin  un  polynôme  symétrique  en  a,  6 ,  c. .  •  peut  étreoon" 
posé  de  la  réunion  y  par  addition  ou  soustraction ,  de  pluneui 
Jonctions  symétriques  élémentaires;  auquel  cas  le  polynoM 
proposé  est  dit   une  fonction  symétrique  complexe,  en  ee 

qu'elle  renferme  plusieurs  fonctions  de  la  forme 

T.tf»,  T.a'bP,  T.a»*^c^. ..;  mais  V évaluation  d'une  fonctios 
symétrique  complexe  est  évidemment  ramenée  à  celle  de  du- 
cune  des  fonctions  élémentaires  qui  la  composent.  Passons  donc 
il  la  détermination  de  celles-ci. 

Évaluation  desfonctions  sjnnétriques ,  à  deux  ,  trois, .  •  lettres, 

294*  On  a  déjà  donné  (n^  292)  des  formules  pour  évalner 
les  fonctions  telles  que  T.a%  qui  n'est  autre  chose  que  &• 
Cherchons  à  évaluer  la  fonction  à  deux  lettres  T. a"^.  Four 
cela^  multiplions  entre  elles  les  deux  expressions 

a-  +  é»  4-  c*  4-  £/•  +....=  T.fl»    ou    S„ 
aP  4.  iP  +  c^  +  ^  +. . .  .==  T.af     ou     S^, 

Le  second  membre  est    T .  û"  X  T .  a' ,     ou     S,  X  S^ 

Quant  au  premier  membre,  il  peut  arriver  deux  cts  dans 
la  multiplication  :  ou  les  deux  termes  du  mulllplicande  et  dn 
multiplicateur  ont  la  même  lettre,  et  dans  ce  cas  le  produit 
partiel  est  un  des  termes  de  la  fonction  T.â**^^;  ou  bien  les 


d'une  FOIfCTIOIf  STmÊTRIQUE  QUELCONQUE.  ^']S 

deux  termes  ont  des  lettres  différentes ,  auquel  cas  le  produit 
partiel  est  un  terme  de  la  fonction  T.a"&^.  Gomme  d'ailleurs 
le  produit  total  doit  Âtre  symétrique ,  puisque  ces  deux  faétcurs 
le  lont,  il  s'ensuit  que  le  premier  membre  a  pour  expression! 

Ainsi  l'on  a  l'équation     T.a""»-''  +  T.a'^bP  ==  T.a"  X  T.af  ; 
ffoa  l'on  déduit  T.a"*''  =  T.a«  X  T.  a^  —  T.a»*f  ; 

OQj  remplaçant     T.a",  T.aP^  T.a*"*"^,  par  S»,  S^,  S»^.^, 

T.a-A/'  =  S.Sp-^S^p...       (i). 

S||  Sp,  Stt^p  étant  connus ,  d'aprës  les  formules  du  n*  agi, 
ceDe-ci  pourra  servir  à  déterminer  toutes  les  fonctions  à  deux 
lettres. 

Cas  particulier.  Si,  dans  cette  formule ,  on  suppose  n-ispj 
dreonstance  qui  arrive  osses  souvent,  le  second  membre  se 
lidait  à  (5^)*  —  San*  Pour  savoir  ce  que  devient  le  premier 
(qai,  en  apparence,  se  réduit  à  T.a"6") ,  il  faut  observer  que 
Fmia 

T.ii»6/»=  a'bP  4-  «"cF  +  a'^dP  +  . . .  +  If'aF  +  c'aF  +  • . .  ; 

or,d^ns  I'hjpotbèseden==/7,  tous  les  termes  de  ce  polynôme 
tiennent  égaux  deux  à  deux ,  savoir,  a"^  et  b^oF,  a^cP  et 
«•a'. . .;  donc  T.a'bP  se  réduit  réellement  à  2T.a"6",  c'est-à- 
dire  au  double  de  la  fonction  exprimée  par  T.a"6*,  et  dont  le 
^mbre  des  termes  n'est  plus  (n^  298  )  le  nombre  des  arran— 
fi^mens ,  mais  bien  le  nombre  des  combinaisons  deux  à  deuXm 
Donc,  en  supposant  n-=zp  dans  la  formule  (i),  on  trouve 

aT^-é-=(S.)*-S„;     d'oi     T.a«ô»  =  ^?î^l=l^...   (2). 

Tâchons  maintenant  d'évaluer  la  fonction  T.a^bPci, 
Pour  7  parvenir,  multiplions  entre  elles  les  équations 

afi  +  bi  +  c^+di  + =T.af. 

On  a  d'abord  ^  pour  le  produit  des  seconds  membres  y 


47^  ÉVALUATION 

T.a'i^  X  T.tf'  ;  qnnnt  aux  premiers  membres ,  on  doit  oUenir 
trois  espèces  de  fonctions  symétriques  pour  le  produit  toUi. 

Car,  ou  la  lettre  du  terme  multiplicateur  est  semblable  i 
la  lettre  du  terme  multiplicande,  afTectéc  de  Pesposant  n; 
auquel  cas  le  produit  partiel  est  un  des  termes  de  la  fonction 

Ou  la  lettre  du  terme  multiplicateur  est  semblable  à  la  lettre 
du  tei*me  multiplicande  ,  affectée  de  l'exposant  p  \  et,  dans  ce 
cas,  le  produit  partiel  appartient  à  ia  fonction  T.a"^'^, 

Ou  bien ,  elle  est  différente  des  deux  lettres  qui  entreit 
dans  le  terme  multiplicande;  et  alors  le  produit  partiel  eittt 
dos  termes  de  la  fonction  T.i^b^of» 

Donc  enfin ,  le  produit  total  des  deux  premiers  membreii 
pour  expression,  T.a*-^b^  +  T.a*b^^  +T.a"ft''c^. 

Ainsi ,  Pon  a  pour  nouvelle  équation , 

d'où  l'on  déduit 

TM'bPci  =  T.a-'bP  X  T.û'  —  T.a'-^bP  —  Tm^ùp^] 

oa,mettant  h  la  place  de  Ta^bP^  Ta'-^-^bP,  Ta»*'*^^  leurs  ralenrt 
tirées  de  la  formule (i)  ,  et  réduisant , 

Cas  particuliers,  1°.  Supposons  deux  des  trois  cxposaw 
égaux  ,p:xiq,  par  exemple  ;  le  premier  membre  se  réduit  * 
2,T.a"bPcPy  puisque  tous  les  termes  de  la  fonction  géncrafe 
Tm^ùPc^  sont  alors  égaux  deux  à  deux  ;  et  la  formule  (3) 
devient 

•     T.O'&Z'CF  =  ^"^^^ ^*  ~ ^S^pgf  —  SnS,p  -f  2S,^p  ^  ^  ^      j^jj 

cette  nouvelle  formule  servira  pour  toutes  les  fonctions  s  i^^ 
lettres  dont  les  deux  exposans  seront  égaux. 


D^UVE  FONCTION  SYMÉTRIQUE  QUELCONQUE.  4?? 

â^  Supposons  les  trois  expaaras  égaux,  c'est-à-dire  nssipzhq^ 
]c  prgwei^  mfnnbil'a  de  la  fprinule  (3)  ^  réduit  À  ^T.  a^^Vi 
parça  .qi;^  \q>u%  ks  termif  (n"*  14:^)  â^ieiM»0n.t  égMUL  «Âr  è 

'    jI  tf  ClnO*0*  Câb    11  H  II  *É><    U  <r|Ti«i>>i  ifl  II  ■  ■   >■  ,   ,  k  a 


A. 


Ou  parTiendraît  à  ce  même  rêsullht  diaprés  la,  formule  (4}« 
eu  obset^nt  gue  n==|i  donne  T.  af'b^âf  zrz'TI.eft'c^^^Arc^ 
que  tofus  les   termes  dé  T.'d^b'^c^  de\ieûiient  égaux  itc>is''i 


trois. 


Pour  peu,  qu'on  réflécTiisse  sur  la  marcTie  qui  vient  d'^tri 
^iilvte  pour'  Svâliier  T .  a^b^,  T .  û^b^d,  il  est  aisé  d'e' vbli*  ce  qu'il 
/ay4MUiaii^)po|ir  VéT^hiatum  de$  ^oppt^e^t  è^-^fuqW  I^t^Mb 
à  cinq  lettres ,  etc. 

agS.  NousATUni  déjifxvm^afqflus  (a^  s^S)  cpf/tqule  fonotioa 
symétrique  rationnelle  et  entière  des  racines  d'une  équation 
n'est  que  Ip  résultat  dp  la  réunion,  par  adJitloh  ôu'souUr^cnDn| 
des  fonctions  T.fl*,  T^a^'ô^  T.a^&^'c^.. .-,  nous  sommes  donc 
en  droit  de  conclUr'e  ce  theo^einé/ qui  est  un  d'es-plus  tcaût 
et  des  plus  împort^n|i  ^el!A^ljrse,^klgébrjqtte.î  Toute  fonctio\ 
spTiétrique  rationnelle  et  entière  des  racines  dune  équation 

éèf^'>ê^jfiùie)f»^die^Véqutifiofi*    '^^   •    ..;:ioi'/;   .!..:■;>;    .!i'r:;:iTc 

'  '  fh  B:  rfert-^st^ïfe  tHènië  '9\itit  îànelhh  «syalêtf  l(}^e  ttiAWrt 
nelle  et  fractionnaire;  car,  si  l'on  conçoit  que  tous  les  tevm^ 
iS6i^t\t  'ràltiiW  '^u  ine^e'déhoMftfa(4ui*^  ^-«^Mbiref  éttâéhx- 
pràsï(Ai^rrittrî6tiùaiffe  A>iH''le^«rtutt^^(^Ai?-''flétrfe\,  '^d^'iipWSP* 
caracleçe  difiîpc^if  d'^nç  rpD|çticp,  sj^m^tr^^^^  ,  êtrCj, 

itiiisi  qW  le  deilomidatWàr  9  ^uhe  fodction  iyiÀétri^uô  ration* 

"pUfîftt  .^.^^y^i^  ;^^?«^rî  mM4w^,  fi^mf^'iMm  ^sMjw 

. .  ?9^.  ^Hf^^'^^^ons  de  ./^./^%/e  /^ff  fo/fft^ons  sjrmc'lrf^mç^^^ 
î*4fc%f^  ^W.jfûttoiions >vfl^^fiq^fs  .donÙK}  k  i»oye;^  de  ro^. 


•  .  ".  •  v'/.v  >v    w^  .»:   '  ,  •;•  ',  ?.t   •     >  •  .'  *  '*  :*;-.  j/ .  r  ..  >•     •«.•: 


»  • 


48o  APPLICATIONS 

/«m  a,  pourcoQet  de  ré(|uatîoii  ()),  -m 

■ 

donci  d'après  la  composition  connue  des  équations,  lesottOl- 
cieiwP',  Q',  &%•••  sont,  au  signe  près  ixiur  quelqaet^st, 
les  sommes  des  produits  iàiyaà2y3à3....des  quititèi 

■ 

■ 

c'est-à-dire  que  l'on  a 

_  F=  (a  r-,*r  +  («  —  cy  +•••., 

(y=  (a  —  by  {a  —  0*  +  {a  —  by  {p  —  c/  +... 
—  R'  =  (a  —  A)*  (a  _  c)*  (*  —  c)«  +  . . . . 


^••'••a   ^•^■'•••t  ••* 


Or,  toutes  ces  expressions  sont  dteslonctioos  ^métriques  qsf 
rou  peut  éviiluer  au  moyeu  de^  Gcieffîciçwf.p^Q^  fit/i^i  4<k 
proposée.  Toutefois,  si  l'on  efl'ectuait  ces  déve)pp|iâmeiif,hi 
diverses  fonctions  que  Ton  obtiendrait  seral^Vi  des  £;>ncitoal  ■ 
unC|  deux,  trois,  etc.|  et  eu  ^ùuqral  à/;  lettres  (s^  lloucon- 
sidcrc  le  cocflicicuC  de  rang/?  -{-.' i),y  et  ce^  icOC^fKcîens  s'évalue* 
raient  avec  beaucoup  de  peine  dans  bi  pratique.  j,  :  > 
liWxs il  existe  un  mcprcnplus  simple  du  caiçuler^',gQ\îi.- 
Les  formules  S,  -|-  P  =  o,  Sg  +,  PS,+;ïQ==î  q, .  .j,  obteni» 
numéro  292 ,  font  connaître  S,,S^f  S| ,  •  ^  « ..  ito  l^<9kim  de P» 
Q,  u,  .• .  Il) 

îlicîproquernent ,  connaissant  à  priori,  1/es  somniet  Si» 
S»,  83....  des' racines  d'une  équation,  on  pOvri'aittOalcu-' 
ler  les  cocfiicifehi  P,  Q,  R,...  d^aj^ti^s  les  inemësTormuIes; 

car  elles  donnent,  .  .  *   . 

»*■■  ..~  ■■-'I-.- 

p ç     ri I  — S, —  PS,    ^       —  Si—  PSa —  QS, 

douCf  si  nou«  |N)uv^ui&t<v^dii«*rl€s  souim(?s:  des  pu^ssancft*  srn:- 
blobles  des  cartes  des  dijfértrncos  >  (*  -^'  by,  {tt  —  c)' .  .  ': ,  rou^ 
obtiendrions,  facilement  leivalcui'S.de  F^',  Q' ,  R'. . . . 


.< 


DE  LA   THÉORIE   DES  FONCTIONS  STMÉTBIQUES.  4^1 

OVf  en  appelant  S' u  S\f  S' 3 ,  S'4. ...  les  sommes  des  puissances 
semblables  des  racines  de  l'équation  (3),  on  a 


S',?=(fl—i)H(û—0^+ ..=('"—  i)T .  û^— 4T .  a^b+eT.a*b% 

S'sîrÇa— *)«+(a— c)8+ . .  .=(/»—  i  )T .  a«— 6T  •  a*b+  i5T .  «<*• 

— aoT.oVj 


Explication  de  ce  tableau,  II  est  évident  d'abord  que  les 
dételoppemens  de  S^,  S'i,  S'3. ,,  rie  peuvent  se  composer  que 

.  de  fonctions  symétriques  à  une  ou  deux  lettres  au  plus  ;  quant 'à 
la  manière  de  les  obtenir,  on  observera  que^  dans  chacun  4teuXy 
st'yOa  a^y  ou  a^,....  doit  être  répélé  autant  de  fois  que  l'on  peut 
finmier  de  dilTérenccs  entre  la  racine  a  et  toutes  les  autres  dont 

'  k  nombre  estiTf  — -1  \  donc  les  fonctions  T.a%  T.a^yT^i^xf  •  • 
ont  toutes  (m  —  i)  pour  coeûicient. 

Lescoefîlciens  des  autres  fonctions  sont  d'ailleurs  ceux  des 
développemens  des  puissances  {a  —  A)*,  (a —  A)*,  (a —  i)'.... , 
depuis  le  second  inclusivement  jusqu'au  coejfficient  du  terme 
gui  tient  le  milieu,  aussi  inclusivement^  Enfin  ,  les  diverses  par- 
ties sont  alternaliveraent  positives  et  négatives ,  comme  dans  les 
développemcns de  {a  —  A)* ,  (a  —  b)K»,. 

Le  nombre  des  sommes  S^,  S'a»  S's...  qu'il  est  nécessaire 
dévaluer,  est  égal  au  nombre  des  coefiiciens  P',Q',R'...  de  l'é- 
qViation  (3)  ;  par  conséquent ,  la  dernière  somme  estS',-  * 

Cela  posé,  voici  la  marche  qu'il  faut  suivre  dans  la  pratique 
pour  évaluer  ces  sommes  : 

On  commence  par  calculer  les  sommes  Si  yS%9S2...y  jusçu^à 

Sum  OU  S„(„,«i),  des  racines  de  la  proposée  (i)y  puis,  à  Vaide 

des  formules  du  n"  294,  on  évalue  toutes  les  fonctions  T.ab^ 

T.abyT.a'b\,.^  d'où  Ton  conclut  les^Taleurs de  S',, Sr\,SV* 

S'. ,  et  par  suite ,  celles  de  F ,  Q' ,  R' , . .  .T' ,  U'. 

3i 


i|Sl  AFPLICATIOIIS 

298.  Soit  proposé  de  former  l'équation  aux  carres  âa  i{fi* 
rtnccs  des  racines  de  l'équation  j:^  —  ^x  +  7  =  0. 

fut      a  |\ 

'  Cette  équation  étant  dû  3*  degré,  on  a  m  ^ i  ta  8  ; 

ainsi  Péquatïon  cherchée  csl delà  rorme  x'+PV-f-Q'*+fc's» 
<fMt*à-dire  qu'il  y  a  trots  eoeffidetis  à  détcnuiner,  ut  par 
^u«nt,  trois  sommes  S',,  S^a,  S's^  à  calculer*  Cela  poséiOca  4 

P  =  o,     Q=— 7,     R  =  7; 

d'où  l'on  déduit  I  tout  calcul  fait  y 

8,t««,S.=ai4,Ss=  — 21,  8^=98,  S5=e— 245,  S»=83î, 
!*«•  le     S.=:      14,  T.fl*'   =S6    =833\ 

t.ab^    Q  =-  7,  ï.«*6=S5S,-Sb=— «13, 

ï.d^nr:     S^^     98,  T.a^b'^zS^S^^'Sgizx     539, 

T.fl'»»=  i-i^^ ^  =  -^-- ^  =  4q  ; 

2  2  ^^ 

donc    S'  ,=2t' .  «•— 2T .  ab  =^42 , 

S'a=2T.a<— 4T.a^i+.  6T. «'&»_:  882, 

S'3=2T .  a«— 6T  ^•^Z^  + 1 5T . a'Â«— 20T . a»4'=i8669i 

ainsi ,  à  «aase  dès  formules 

on  a  P'  =  -.S',=— 42,  Q^=      ^*  '=44'» 

R  =  3 =  —  49- 

Donc  ^Gn ,  l'<»  obtient 

«' —  42;»' 4. 44ix  —  49 r=  o, 


DE  LA  THéOME  DES  FOHCTIORS  STHâTHlQina.  ^(H 

pour  Péquatf«n  aux  carrés  des  différencts  des  rticities  d^  l'é- 
qaatton    x^  —  ^j:  +  7  =  o. 

Nous  engageons  les  commençans  à  traiter  ce  nlémé  exemple 
par  l'éHinînali«i*rafiû<)é<ii>nit>al^f  fas  detix  mélhaiiAl» 

199.  Ce  ino}ren  do  déterminer  les  coefTiciens*  de  l'équa- 
tion M±  tdtrés  éis  d(ff'éttHceé  ^  petit  étr6  égal^iitfnt  em- 
ployé pour  délerroiner'  les  coeOiciens  de  Féquatfoii  diêêe 
êommff9  dtt  nÊcirtté  prisés  éeust  à  êsuxf  M-t»bfa*^c^  b^c, 
(vqx-  n*  296). 

Soil  x'  -f-  Px*  +  Qx  +  R  =2  o,  Véqaation  proposée  ;  l'équa- 
tion aux  sommes  <(-(-&,  c^Cj  b  *^c,  serait  et  ik  rarme 
*'  +iV+.Q'*+  V  =co;^ eo-a^^l^elaîil  S'^Sà^  S^f  lesaom- 
mes  des  puissaaoss  aeoiblables  des  racjiia^  do'  cette  seconde 
équation,  on  aurait^  pour  déterminer  S'i,  5'^»  ^'sp  les  formules 

S\=(a  +  b)  +(a+c)  +{b  +  c)  =2(fl  +  *+c)=2T.a*, 
S'.=  (a  +  *J*+{fl  +  eJ*+(»  +  i^=aT.«*4-aT>éifr4 
S\^{a+b)^  +  {a  +  cy  +  {b+ç)^=7T.a^  +  3T.à'b. 

«      •  >  \  » 

Apres  avoir  calculé  les  sommes  S| ^5^,83, de  la  proposée,  on  tu 
déduirait  les  valeurs  de  T.a*,T.a^,T.a^,T.a^i,  ce  qui  ferait 
connaître  S\  fS\fS^s',  et  l'on  obtiendrait  enfin  P'yQSR  ,  d'après 
les  ibnwlle»  '  <  T  . 

Ott  dpcMTâiijd^iae  moDÎère  «Aaloi^e  p«ur4brM€i^  tt«ie  éqii»* 
tien  dont  les  racines  fussent  des  combinaisons  de  oellflade  litpn^ 
posée^  del^^wmea^b+kabffl+e^kdô^^.^yùû  tnf'àity 
psut^  nAe  A|uvitoik'd«ik''*' degréV 

Sr,ts:(a^6^kab)+(a4c'1-kaé)-^....±^(M'-^i)t.à*+kT!.ab; 

+  3A  Ç£.<^b  +  !iT,a*b*) 


I 


3t.  • 
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Nous  proposerons  les  exercices  suivâns  : 

Déterminer,  i®.  V équation  aux  carrés  des  différenca  ian- 

cines  de  Téquation     x^  —  &r  —  7=0. 
(Résultat z3  —  36z»  4. 324*+ 459=20.) 

Cet  exemple  a  déjà  été  traité  (0*274)  par  la  méthode  d'âî- 
mination. 

0?.  L'équation  aux  sommes  deux  à  deux  des  racinei  de  l'é- 
quation ^r' — Sx + 2  ==  o. 

(  Résultat ;f^  —  3z  —  2  =  o.) 

3**.  Véquation  dont  les  racines  soient  des  combinaisons  dch 
forme    «  +  ô  +  aft ,  des  racines  de  l'équation 

x^  -j-  3a:*  —  4^  ""  *^  =  ®« 
(Résultat 2?+  10*'+ 1 7X  —  28 = o.) 

4**.  Uéquation  dont  les  racines  soient  les  sommes  deuxàdear 

des  racines  de  Tcquation    x*  —  6x'  —  Sx*  -j-^^x-^  ^0  —  0. 
(Résultat 

A^— -  i8z*  +  gSz^  —  96Z* —  747**  -h  2322x —  ig44^^  ^0 

3oo.  Nous  terminerons  les  applications  de  la  tliéorie  des  fonc* 
tions  sjmétriques  par  la  démonstration  d'un  très  beau  théorème 
sur  l'élimination. 

Ce  théorème,  dû  à  Bezoat,  consiste  en  ce  que  le  degré  de 
z.'iQUATioN  FINALE  çui  résulte  de  l'élimination  de  fune  des 
inconnues  entre  d^ux  équations  d'un  degré  quelconque  à  deux 
inconnues,  ne  peut  être  plus  grand  que  le  produit  des  degrés 
des  deux  équations;  et  il  est  justement  égal  à  ce  produit, 
lorsque  les  équations  proposées  sont  les  plus  générales  de  leurs 
degrés. 

Avant  de  développer  la  démonstration ,  il  est  indispensable 
de  faire  connaître  la  forme  d'une  équation  complète  du  nf*^' 
degré  i  deux  inconnues. 


I 
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Nous  avons  déjà  reconnu  (n*  1 16)  que  toute  équation  du  se* 
cond  degré  peut  élre  raraenée  à  la  forme  Mx'^  +  Nar  +  P  =  <*f 
M  étant  une  quantité  toute  connue,  N  un  polj^nonâe  du  pre— 
mier  degré  en  j*,  et  P  un  polynôme  du  second  degré. 

En  général,  une  équation  à  deux  inconnues  est  dite  du  m'^"" 
degré  lorsque  ,  le  plus  haut  exposant  de  chaque  inconnue 
étant  rtij  la  somme  desexposans  de  ces  deux  inconnues  dans 
un  même  ternie ,  ne  surpasse  pas  m  (*).  Il  résulte  éTÎdemnfient 
de  là  que  toute  équation  du  degré  m  peut  être  ramenée  à  -là 
forme. 

A  étant  une  quantité  connue ,  numérique  ou  algébrique, 
B  un  polynôme  du  i"  degré  en  j'j  tel  que       &^  +  &'  » 

C  un  polynôme  du  a*   degré ^*+^'j^  +  c' , 

D du  3«  degré...    dy^d'y+ifjy^d'^ 

••..•..•■•••.•.••••••••. •.•..■•..••••.•••^•••••••« 

T .,  du  (/»  — i)'*"'  degré.../r"-«4-6'"^*+ 

U du  m''«'      degré... i/y"  +ii>'"""'  + 

3oi«    Gela  posé^  considérons    les  deux  équations  a   deux 
inconnues, 

Ax*  +Bx""-'  +  Cj:'"-»+.  . , .  +Tar  +  U  =o, 
AV  H-  B'x--'+  Cx^-^+ +  T'x+  U'  =  o , 

que  nous  désignerons ,  pour  abréger,  par      M  =  o  ,N  =  o. 
Concerons  en  outre  ^  quoique  nous  n'en  ayons  pas  encore 


{*)  On  sapposc  ici  qoe  les  dciiominateors,  s*il  y  en  u ,  ne  loafcrmcnt  pat 
lesincoanacs  x  et  j^;  autrement,  il  faadraît  d'abord  cboMer  les  dcnoinina* 
tcars.  {  Voyez  la  remarque  du  n«  g^.  ) 
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les  mojens ,  que  la  première  équation  toit  résolue  complète- 
ment par  rapport  à  j:,  et  donne  les  m  valeurs  x  =sa ,  âr=i, 
x  =  c,.  .  .  .  (a,6^c,...  étant  alors  des  fonctions  de  J^); cha- 
cune de  ces  m  Tuleur's  de  x ,  substituée  dans  Téquation  M=o, 
d|oit  la  Térificr,  quelque  valeur  que  l'on  attribue  kjr  après  cette 
substitution. 

D'un  autre  côté ,  si  l'on  substitue  ces  m  valeurs  successivement 
4ans  le  premier  membre  de  l'équation  N  =o ,  on  obtient  les 
expressions 

AV+B'a"-«  +...,  iV'A»  4.B'A"-'+,..,  A'c»+ B'c— '+«., 

qui  sont  y  en  général»  des  fonctions  irrationnelles  de  jr.  Oo  je 
dis  qqe  tout9  valeur,  jrz^C^  qui  rend  nulle  Tune  de  ces 
fonctions ,  est  une  valeur  convenable  (n^  267).  En  elTet,  sup- 
posons,  par  exemple,  que  €  rende  nulle  la  fonction 

A'a*  +  B'a''""*  -f-. ...  ;  et  désignons  par  jr  =  « ,  ce  que  de» 
vient  X  s:  0,  lorsqu'on  remplace  j"  par  C  dans  a;  le  système 
(ar=:ce,  j-sszC)  vérifie  évidemment  M  =  o,  puisqu'on  t 
déjà  vu  {\uex=a  la  véVifie  quel  que  soit  jr.  En  second  lieo, 
jr^C  rendant  nulle  la  fonction  A'a"  +  B'a'~*  -{-•..,  qui 
p'cst  autre  chose  que  le  premier  membre  de  N  =  o,  dans  le- 
quel on  a  mis  <i  à  la  pince  de  x ,  vérifie  N  =  o  en  même  temps 
que  xz=zA^  valeur  de  a,  qui  correspond  â^  =  C.  On  Toit 
donc  que  (jps=ii,  jr:=z^)  forme  un  sjslème  commun  tux 
deux  équations  M  =  o  et  N  =  o;  ainsi,  jr -==.  Z  oai  uncvt^ 
leur  convenable. 

Réciproquement,  toute  valeur  convenable  de  j  doit  anéantir 
fune  des  fonctions  ci-^dessus.  Cor,  pour  élre  convenable ,  il  faut 
qu'elle  satisfasse  aux  deux  équations  en  même  temps  qu'une  cer* 
taine  valeur  de  x\  or,  toutes  les  valeurs  de  x  convenables  sont 
comprises  dans  x=tf,a:  =  ^,  x  ^^  c,...;  et  des  que  Ton  bii 
j:=fl,ou.r=6, . . . ,  le  premier  membre  de  N=o,  retombe  dans 
l'une  des  fonctions  ci-dessus,  qui  doit  par  conséquent  s'éranooir 
par  l'hypolhèse  ^=3». 

On  peut  conclure  de  là  que^  si  l'on  égale  ào  le  produite 
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toutes  ces  fonctions ,  l'iqu atiov  qu'on  obtiendra  sera  (sans  au* 
cun  facteur  étranger)  r  équation  finale  qui  résulte  de  t  élimina» 
tion  de  x  entre  les  deux  équations  proposées. 

Cette  équation  finale  est  dope 

(A'c»+B'c— •+.... -f-Tc+U') =0. . . .  (Y), 

Sa  formation  semble  reposer  sur  la  rcaaiiition  complète  de 
l'équation  M  =  o  par  rapport  à  x  ;  mais  nous  allons  voir 
que  cela  n'est  pas  nécessaire,  et  nous  reconnaîtrons  dans  ce 
qui  \ienl  d'être  dit  une  nouTelle  méthode  délimination. 

Remarquons  4'abord  que  l'équation  (T)  ne  change  pas, 
quelque  permutation  que  l'on  fasse  entre  les  racines  a,  fr,  c...  ; 
ainsi  le  premier  mepabre  est  (n®  agi)  une  fonction  symétrique 
rationnelle  et  entière  des  racines  de  l'équation  M  s:=  o,  résolue 
par  rapport  à  x.  Donc,  en  vertu  du  ibéorème  n^  29$,  ce  pre-^ 
mier  membre  peut  élre  exprimé  au  moyen  deft  coeffiolcns  A^ 
Bi  C,...  de  l'équation  M  =  o^  et  il  est  possible  de  former 
IVquation  (Y)  sans  que  l'on  soit  obligé  de  résoudre  d'abord 
l'équation  M  =  o. 

Cette  méthode ,  qui  est  a^seai  simplo  pour  deux  équations 
du  second  degré»  devient  très  laborieuse  lorsqu'on  veut  l'op- 
pliquer  à  des  équation^  d'un  degré  plus  élevé.  ï^lle  a  tgutefoisi 
sur  la  nietliode  exposée  n**  269,  et  4ur  plusieurs  autr^,  l'avan» 
tage  de  conduire  toujours  à  la  véritable  équation  finale,  sans 
l'introduction  d'aucun  facteur  étranger. 

Mais  ici  notre  principal  objet  est  de  démontrer  le  théorème 
surl^  degré  de  l'équation  finale. 

3oa.  Pour  déterminer  le  iWgré  en  J*  de  l'équation  (T}jt  il 
tuiBt  de  eonsidércr  ^^  terqie  4^  raun  quclconqu^^  Or  qH^juc 
terme  de  ce  produit  se  forme  de  la  multiplicatioi^  d'un  U*^ni« 
<lu  premier  facteur,  par  un  terrne  du  second ,  par  un  terme 
du  troisième. ...  ;  soient  Ka^,  K'&^'  y  K^c^",.», ,  des  termes  pris 
AU  hasard  dans  ek^qiin  des  m  |acteur&{  Iç  terme  çorrespon- 
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liant  du  produit  sera 

d'ailleurs,  le  produit  total  est  symétrique    en  a,  &,  c... 
donc,  ce  terme  fait  partie  d'une  des  fonctions  symétriques  qat' 
entrent  dans  la  composition  de  (Y);  et  celte  fonction  partielle 
peut  elle-même  être  représentée  (n*  298)  par 

K.K'  K''....xT.£i***V... 

Il  salHt  donc  de  déterminer  le  plus  haut  degré  en  ^  de  cette 
fonction. 

Si  l'on  se  rappelle  la  composition  des  formules  qui  donnent 
S,  9  Ss,  83,...  (n°  29:1),  et  que  l'on  ait  égard  aux  degrés  en  J 
des  coeHiciens  A»  B,  G, . . .  de  l'équation  M  =  o  (n**  3oo],  on 
verra  que  Si  y  S»,  Sj,....  S^,  sont  du  1",^.*,  3'....etcngcRéril| 
du  degré  h  en jr.  Donc,  S*  X  Sh' X S^"...  est  d'un  degré  roarqoé 
par  A  -|-  A'  4-  ^''  +  «  •  •  •  ',  et  d'après  les  formules  du  n*  294,^(11 
donnent  l'expression  d'une  fonction  symétrique  quelconque, 
T.a*ô*'c*". ...  est  aussi  du  degré  A  +  ^'  +  **•••>  c^  ne  peut 
surpasser  ce  degré. 

D'un  autre  côté,  soient  X*,  k\  k" , , . ,  les  exposans  dej"  dans 
les  coefTiciens K ,  R%  K''. . .;  la  somme  âcs  exposans  du  pro- 
duit K.R'.K" est  A-f^'  +  A''+ Ainsi ,  dans  la  fonc- 
tion K.K'.K",  ..xT.a^b^'c^". . . .,  la  somme  des  exposans  est 
*+A'  +  F  +  . .  ..+  7i  +  A'+7i'+... .;  mais,  d'après  la  com- 
position do  l'équation  N:=Oy  l'on  a  tout  au  plus 

k  +  h  =  nj  k'  +  h'—n,   k'  +  h^^n 

Donc  enfin ,  la  fonction  symétrique  ci-dessus  est  tout  an  plos 
d'un  degré  marqué  par  /i-f-/i  +  7i4-...>ou  mx^.  C.Q.F.D. 
N,B,  V  équation  aux  différences  étant  (11®  273)  le  résultat  de 
l'élimination  dex  entre  les  équations 

X  =  o, 
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dont  la  première  est  du  degré  m  en  jt,  et  la  seconde  du  degré 
m  —  I  en  x  et  u,  il  s'ensuit  que  celte  équation  finale  doit  être 
du  degré  m{m — i)  ;  et  c'est  en  eflet  ce  qui  a  été  reconnu  (u*  a^S). 
Lie  théorème  précédent  est  également  applicable  h  un  nombre 
771  d'équations  renfermant  un  pareil  nombre  d'inconnues.  {^OJ',, 
pour  sa  démonstration ,  un  Mémoire  de  M.  Poisson,  XI*  cahier 
du  Journal  de  F  École  Polytechnique ,  page  199O 


CHAPITRE  VIII. 

Résolution  des  Équations  numériques  à  une  ou 

à  plusieurs  inconnues» 

Les  principes  que  nous  avons  établis  dans  le  chapitre  précé- 
dent j  sont  applicables  k  toutes  les  équations,  de  quelque  nature 
que  soient  leurs  coefiicicnsi  numériques  ou  algébriques;  et  ces 
principes  doivent  être  regardes  comme  les  élémens  des  mé- 
thodes employées  pour  résoudre  les  équations  de  degré  supé- 
rieur. 

Nous  ayons  déjà  dit  que  les  analystes  ne  sont  parvenus 
jusqu'à  présent  qu'à  la  résolution  des  équations  générales  du 
troisième  et  du  quatrième  degré.  Les  formules  qu'ils  ont  ob* 
tenues  pour  les  valeurs  des  inconnues^  sont  si  compliquées  et 
d'un  usage  si  peu  commode ,  lorsque  toutefois  on  peut  les  ap« 
pliqner  (  ce  qui  n'est  pas  toujours  possible  )  ,  que  l'on  doit 
regarder  le  problème  de  la  résolution  des  équations  algébri^ 
ques  d'un  degré  quelconque ,  comme  plus  curieux  qu'utile* 
Aussi  les  analystes  ont- ils  dirigé  principalement  leurs  ro- 
cherches  vers  la  résolution  des  équations  numériques,  c'est-à- 
dire  de  celles  qui  proviennent  de  la  traduction  algébrique  d'un 
problème  dont  les  données  sont  des  nombres  particuliers  ;  et 
ils  ont  trouvé  des  méthodes  au  moyen  desquelles  une  équa^ 
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iion  numérique  dun  degré  quelconque  étant  donnée  ^  on  peit 
toujours  déterminer  les  racines  qu'elle  renferme. 

C*est  Tensemble  de  ces  méthodes  que  nous  noua  propom 
de  développer  daa3  la  première  partie  de  ce  chapitre. 

.  La  seconde  aura  pour  objet  le  complément  de  I*éKmtnatioQ) 
ou  la  résolution  des  équations  numériques  à  plusieurs  ÎDConniiQi 

PncMiiRE  PARTIE.  Équations  numériques  à  une  inconim* 
[Pour  la  généralité  de  nos  raisonnemens ,  nous  représenterani 
encore  l'équation  proposée  par  a:'"-|-Px""**+Qx"~*+-  •  •=®i 
nais  les  lettres  P,  Q. . .  •  seront  censées  désigner  des  iiewbiii 
particuliers  et  des  quantités  béelles  ,  positives  on  négatires.] 

§  I"   Principes  fondamentaitx*  Limites  des  racines, 

3o3.  Premier  principe.  Si  deux  nombres  p  et  q  (de  signes 
quelconques),  substitués  à  la  place  de  x  dans  une  équation 
numérique ,  X  =:  o ,  donnent  deux  résultais  de  signes  ca^ 
iraires ,  ces  deux  nombres  comprennent  au  moins  une  raeîm 
réelle  de  la  propesée. 

Avant  de  démontrer  cette  proposition ,  nous  ferons  voir  qnei 
si  un  nombre  u,  mis  à  la  place  de  x  dans  un  polynamel, 
fonction  entière  de  x  (n^  23o),  mais  dont  les  coeCBcienf  sofit 
numériques  et  réels,  a  donné  un  certain  résultat  A,  onpounê, 
en  remplaçant  x  par  a  -f  i/,  et  prenant  n  suOisamment  petit, 
obtenir  un  nouveau  résultat  qui  dijjhre  du  premier  Jtsim 
quantité  moindre  que  toute  grandeur  donnée. 

Soient  en  elFct  A,  13,  C,  D, ....  ce  que  deviennent  les  polj' 

Z        V 

nomes  X,  Y,  —  ,  — 5  ,. . . .  v.n**264)  quand  on  y  met  â  au  lien 

de  x\  lepoiynomeX  deviendra,  par  la  substitution  de  a-f*'» 

A  +  Bii     +  Cm*  +  Dm^  +. . .+  w", 
ou  bien       A  -f-  m  (B  +  C«  +  Dm*  +. . .  +  «"•"-•)• 

La  quantité  11  (B  +  Cii  -f-. . .)  est  Texpression  de  la  dlB* 
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rence  enire  les  nVsuUats  des  substi talions  de  a+  uetàc  a\  et 
c*est  cette  diflcrence  qui  doit  être  reconnue  susceptible  de 
détenir  inoindre  (jue  toute  grapdeur  donnée,  pour  une  valeur 
de  u  convenable. 

Or,  B,  C,  D. . . ,  étant  des  quantités  finies  de  signes  quel- 
conques,  considérons  le  cas  le  plus  défavorable  qui  puisse  se 
présenter,  celui  où  elles  seraient  toutes  de  même  signe  et  égales 
à  K,  la  plus  grande  d'entre  elles.  L'expression  u  (B+Cu-f"*  •  •) 

de?ien t  Kii  (i  -f-  «  +  u'  +  •  •  •  +  "'*^*)> 

on  (q*  3i)  -    ■■     ■       >  quantité  moindre  que  ,  dam  le 

casdett^i. 

Cela  posé,  si  l'on  veut,  par  exemple,  que  la  différence  soit 
moindre  qu'une  quantité  donnée  N ,  il  n'y  a  qu'à  poser 

=  ou  <  N,     ce  qui  donne    u  s^  ou  <r  c — ==  ; 

•t  toute  valf  ur  de  u  qui  satisfort  a  cette  dernière  oonditiou , 
satisfera  nécessairement  i  l'inégalité 

Ktt  (i +«  +  «'+...+ M"- )<N, 
et  à  plus  forte  raison ,  à  l'inégalité 

w(B  +  Cii  +  Dii»4..)<N.  C.Q.F.D. 

Noua  pouvons  aotuellement  démontrer  le  principe  éooocé 
ci-dessus. 

Les  deux  nombres  p  et  q  mis  h  la  place  de  x  dans  l'équation 
X  =  Oy  donnant,  par  bypotlièse,  deux  Tc&ixlis^is  de  signes  con* 
iraires.  Pi  et  Qt  |On  peut  concevoir  que  Ton  fasse  varier  x  par 
degrés  insensibles  depuis  J9  jusqu'à  q-^  les  résultats  dessubstitu- 
lionasncoessives  varieront  aussi  par  degrés  iiisensibles,o'est-è<l  ire 
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de  manière  à  ne  difTércr  les  uns  des  autres  que  de  qaantîtéi 
aussi  petites  que  l'on  voudra  (ce  qu*on  exprime  en  disant  que  le 
polynôme  X  est  soumis  à  la  loi  de  continuité  dans  l'interTalle 
de  P|  àQ,).  Or,  une  quantité  qui  est  constamment  Gnie(*), ne 
peut  passer  du  positif  au  négatif,  ou  réciproquement,  qa'en 
passant  par  la  \alcur  o.  Donc,  parmi  les  nombres  compris 
entre /7  et  9,  il  y  en  a  nécessairement  au  moins  un  qui  donne 
un  résultat  égal  à  o  ;  et  ce  nombre  est  alors  une  racine  de 
l'équation  X  =  o. 

3o4.  Second  paincipe.  De  ce  que  deux  nombres  substitués 
à  la  place  de  x  dans  une  équation ,  donnent  deux  résaltati 
de  signes  contraires,  on  est  en  droit  de  conclure  qa'ib 
comprennent  au  moins  une  racine  réelle  ;  mais  on  ne  pent 
pas  affirmer  qu'ils  n'en  comprennent  qu'une  seule ,  et  ib 
peuvent  en  comprendre  un  nombre  impair  quelconque.  Ceci 
résulte  d'une  nouvelle  proposition  que  nous  allons  démon- 
trer, et  qui  consiste  en  ce  que,  si  deux  nombres  comprennent 
un  nombre  impair  quelconque ,  an  +  ^t  de  racines  réelles,  les 
résultats  de  leur  substitution  à  la  place  de  x  sont  de  signes 
contraires  ;  et  s'ils  en  comprennent  un  nombre  pair  quel* 
conque  2n ,  les  résultats  de  leur  substitution  sont  nécessaire^ 
ment  de  même  signe. 

Pour  mettre  cette  proposition  dans  tout  son  jour,  désignons 
par  a,  ^,  c...  celles  des  racines  de  l'équation  proposée  X^o, 
que  l'on  suppose  comprises  entre  deux  nombres  donnés  p  etjj 
de  signes  quelconques,  et  par  T  le  produit  des  facteurs  dn 
premier  degré  en  x,  qu  correspondent  aux  racines  réelles  non 
comprises,  et  aux  racines  imaginaires. 

Le  premier  membre ,  X,  de  l'équation  peut  se  mettre  sousli 

forme  (x — a)  (x — b)  (x  —  r)...xY. 


(*)  En  gcncral ,  une  fonction  (îc  x  peut  passer  de  Tctat  positif  2k  Telal né- 
gatif, soit  en  passant  par  Vi/tji/n,  soit  en  passant  par  la  valeur  s<fn> ;  ntii 
ici,  les  coefficiens  de  la  proposce  étant  des  nombres  Unis ,  et  x  aVntrant  p» 
en  dcnominatear,  la  valeur  de  X  ne  peut  pas  dcTenir  infinie. 


Dl  lA  UÊ80LDT10N  DES  ÉQOAtlONS  NClfiElQUES.  49^ 

Substituons  maintenant  dans  le  produit  précédent  ^p  eij  h  la 
place  de  x\  nous  obtenons  les  deux  résultats 

(p  ^  a)  ip  ^  b)  ip  ^  c)  .. .  X  T, 
{q  —  a)  iq  —  b)  iq  —  c)\..  X  Y'. 

T' et  Y'  désignant  ce  que  devient  T  lorsqu'on  j  remplace  x  par 
pet  y,  ces  deux  quantités  T' et  Y"  sont  nécessairement  de  même 
signe;  puisque  autrement,  en  vertu  du  premier  principe,  Y 
aurait  encore  au  moins  une  racine  réelle  comprise  entre  pet  q^ 
ce  qui  serait  contre  ITiypotlièse. 

€ela  posé ,  pour  déterminer  plus  facilement  les  signes  des 
deux  résultats  ci-dessus ,  divisons  le  premier  par  le  second  ;  il 

{p  —  a)  (p  —  b)  (p  —  c)....  X  Y^ 
^"^°^  Iq-a)  {q-b)  (q^c)....    XY" 

pm^a      p'-^b      p'^c  ^    Y 

ou  bien X r  X  - — -  X X  sf5« 

q..^a       q  —  o       q  —  c  x 

Mais/?  et  q  comprenant  les  racines a,b,c,d...j  on  a néces-* 
sairement        P  ^  ^t  ^»  ^>  ^i*««» 
et  q  ^  Oj  bj  c,  dj.  .  .  ; 

d*ou l'on  déduit  p-^  a^  p -^  bj  p —  c^. ..         o, 

et  j  — tf,  ?  — *,  y  — c,.,.    ^  o; 

donc ,  puisque/? — a  eVq — a  sont  de  signes  contraires ,  de  même 
que  p b  et  y— -6, /?  — cet  ^  —  c. ...,  les quotiens partiels 

P      ^      P.~         P.         , . .  sont  tous  négatifs  ;  d*ail!eurs  =r; 
j  — a»     q^b'     q—c  Y 

est  essentiellement  positif,  puisque  Y'  et  Y*  sont  de  même  signe  ; 

p^  a      p'^b      p  —  c  Y' 

ainsi ,  le  produit -^- X —5  X  ^^;^  X yi,    sera 
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négatif  il  les  racines  comprises  o.  ^b^  c. .  •  sont  en  nombre  tu- 
pair,  et  positif  SI  elles  sont  en  nombre  pair. 

Donc  enfin  les  deux  résultats  (p — a)  {p-^b)  (/?— c). .  .XT 
et  (y—  à)  {q — b)  {q — c). . .  X  Y'',seront  de  signes  contraires 
ou  de  même  signe,  suivant  que  les  racines  comprise^  entre /» et} 
seront  en  nombre  impair  ou  en  nombre /?air. 

Conséquence^  Il  résulte  nécessairement  de  cette  propoî- 
tioQ ,  que,  si  deux  nombres,  substitués  à  la  place  de  x  Jtn 
une  équation,  donnent  deux  résultats  de  signes  contnùns, 
ils  comprennent  au  moins  une  racine,  mats  ils  peuvent  musi 
en  comprendre  un  vombre  impaih  quelconque  j  et  s'ils  ém- 
nent  deux  résultats  de  même  signe,  ou  ils  ne  compreaneÊt 
pas  de  racines,  ou  bien  ils  en  comprennent  vv  vouBEiriis 
quelconque. 

Limites  des  racines  réelles  des  éguativns. 

Les  diverses  raclbodcs  inTcntécs  poor  la  résoIutioB  des 
équations  numériques  se  réduisent,  en  dernière  analyse,  à 
substituer,  dans  l'équation,  des  nombres  particuliers,  qui  en  SMt 
alors  reconnus  racines,  comme  la  vérillant,  ou  qui,  du  moins, 
sont  jugés  devoir  comprendre  une  ou  plusieurs  racines.  Mais 
en  rcUécbissanl  sur  raccroisscment  rapide  (à  mesure  que  xaug* 
mente)  du  premier  t(Tme  par  rapport  aux  autres,  qui  sont 
de  degré  moindre,  on  sent  qu'il  doit  exister  un  nombre  sus- 
ceptible de  rendre  ce  premier  torme  à  lui  seul ,  supérieur  à  tous 
les  autres  réunis,  c'est-à-dire  à  leur  somme  arithmétique,  (n^6t) 
et  qui,  par  conséquent,  substitué  dans  l'équation,  donne  ncccs- 
sairdhicnt  un  résultat  de  même  signe  que  ce  premier  tenue 
(qu'on  peut  toujours  regarder  comme  positif).  Ce  nombre  est 
donc  une  limite  au-delà  de  laquelle  tout  autre  substitution  de- 
viendrait inutile,  puisqu'on  serait  sûr  d'obtenir  des  rcsultlts 
constamment  positifs,  et  jamais  nuls.  C'est  donc  par  la  déter- 
mination d'un  pareil  nombre,  qu'il  convient  de  faire  précéder 
le  développement  des  mélbodes  de  i^solution. 

3o5.  On  appelle  LIMITE  supiRiEUBE  des  racines  positives  d'une 
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équation,  tout  nombre  qui  surpasse  la  plus  grande  des  racines 
positives  de  cette  équation. 

Il  résulte  de  cette  dénnilion  que  la  limite  est  susceptible 
iutm  îaiînîté  de  Talturs;  car,  des  qu'un  nombre  est  reconnu 
lapérieur  â  la  plus  grande  racine  positive,  tout  nombre  plus 
grand  jouit  à  plus  forte  raison  de  cette  propriété;  maïs  alors 
on  doit  se  proposer  de  déterminer  la  limite  la  plus  petite 
possible:  or,  on  est  certain  d'avoir  une  limite  dès  que  Ton  a 
•blin«  un  nombre  qui  y  substitué  à  la  place  de  il,  rend 
k  premier  membre  positif,  et  qui  est  tel  en  même  temps  p 
que  tout  autre  nombre  plus  grand  donnerait  aussi  un  résultat 
positif. 

Occupons-nous  donc  de  la  détermination  d'un  nombre  qnî 
jouisse  de  cette  double  propriété. 

3o6.  Commençons,  avant  tout ,  par  résoudre  la  question  sui- 
vante :  On  demande  vn  nombre  qui,  substitué  à  la  place  de  x 
dans  une  équation  ^  rende  le  premier  terme  x'^  plus  grand ^  à 
lui  seul,  que  la  soumc  aritiimbtiqub  de  tous  les  autres. 

Supposons,  k  cet  effet,  que  tous  les  termes  de  Téquatiott 
soient  négatifs,  à  partir  du  second,  en  sorte  que  l'on  ait 

x«  —  Px»"-»  —  Qx*"-'—  • . . .  —  Tx  —  U  =  o  ; 

il  s'agit  alors  de  trouver  pottr  x  un  nombre  qui  rcadt 
or- > Px'"-»  +  Qx"»— +  ....+TX  +  U....  (i). 

Or,  si  l'on  désigne  par  K  le  plus  grand  do  tous  les  coefficiens, 
cl  qu'on  pose  la  nouvelle  inégalité 

x»>  Kar*"-»  +  Kx"*-'  +  ....  +  R.t  +  K .-. .   (2) , 

il  est  évident  que  tout  nombre  rais  ])our  x,  qui  satisfera  à 
celle-ci ,  satisfera ,  à  plus  forte  raison ,  à  la  précédente. 

Mettons  d'ailleurs  le  facteur  x"*  en  évidence  dans  l'îné- 
giltté  (ft)  ;  elle  devient 

-">--(7+|+-  •+^  +  |r>...  (3); 
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et  SOUS  cette  forme  on  toU  que^  dès  qu'un  nombre  substi- 
tué à  la  place  de  x  aura  satisfait  à  Pinégalitéy  tout  %ulre 
nombre  plus  grand  y  satisfera  encore  ^  puisque  la  somme  des 

K      K 
quantités  — h  ~i  "H  •  •  •  •  dey îent  d'autant  plus  petite  que  x  est 

plus  grand.' 

Cela  posé,  si  Ton  fait  d'abord  a:  =  Kdan8  l'inégalité  (3), 
le  premier  membre  devient  K",  et  le  second  membre 

K*fi+"^  +  ^+....  \  quantité  plus  grande  que  K*. 

Ainsi  le  nombre  K  ne  satisfait  pas  à  l'inégalité. 

Essayant  maintenant  K  -f~  i  ^  on  trouve  pour  le  premier 
membre,     (K  +  i)"». 

Quant  au  second ,  pour  en  calculer  plus  facilement  la  ti- 
leur,  nous  remonterons  à  Pex pression 

Ou  K(*"-' 4.  x"-'     4..,..-f    x+i), 

qnl|  d'après  la  propriété  du  n°  Si,  ou  d'après  la  formule da 
n*  193  I  revient  à 

x" —  I 


K. 


X —  I 


et  nous  j  remplacerons  x  par  K  -4*  i*  H  vient ,  par  cette 
substitution , 

(K4- 1)*" I 

K.  -=r — \ ,    ou  réduisant*.  ••  (K-f-i)"*— i, 

résultat  évidemment  plus  petit  que  (K  +  i)";  d'ailleurs,  nous 
avons  déjà  reconnu  que  tout  autre  nombre  plus  grand  satisfe- 
rait, à  plus  forte  raison,  à  Tinégalité  (3). 

Donc  enfin  ,  K  4"  '»  ou  le  plus  grand  coefficient  de  l'cqoa- 
tion,  augmenté  de  t unité,  et  tout  nombre  supérieur  à  1L^\% 
jouissent  de  la  propriété  de  rendre  le  premier  terme  x",  à  Ini 
seul ,  plus  grand  que  la  somme  arithmétique  de  tous  ks 
autres. 


I 
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307.  Limite  ordinaire  des  racines  positives.  Le  nombre  que 
l'on  yient  d'obtenir,  peut  élre  oonaidéré  comme  nne  |iremifct'e 
limite,  puisque  ce  nombre,  ou  tout  autre  nombre  plus  gremi» 
rendant  le  premier  terme  supérieur  à  la  somme  de  tout  le» 
autres ,  les  résultats  des  substitutions  de  ces  nombres  à  la  place 
de  X  dotfent  être  constamment  positifs  ;  mais  cette  limite  est 
ordinairement  beaucoup  trop  f;rande^  parce  qu'en  général,  l'é- 
quation renferme  plusieurs  Icrmes  positifs,  Cbecçhona  donc  i^ne 
limite  plus  rapptochéede  la  plus  grande  racine. 

Désignons  par  x*""  la  puissance  de  Jt ,  correspondant  an  pre* 
tnier  terme  négatif  qui  vient  après  ie  terme  x'^,  et  oonsidcrons 
le  cas  qui  e&i  évidemment  le  plus  défavorable  (ipais  ilicsltplu^ 
facile  à  traiter) ,  celui  où  tous  les  termes  sont  négatifs  à  partir 
de  x"^*,  et  aAectçs  du  plus  grand  des  coefficiens  négatifs  qui 
entrent  dans  l'équation. 

SoilS  ce  coeilicient;  tàcbons  d'abord  de  satisfaire  à  la  con- 
dition 

ou,  mettant  le  fticleor  ±^  en  évidence,  .  -        . 

«  g        ,      *  9  '•  ••4*4»». 

Cette  autre  forme  prouve  déjà  que,  dçs  qu'on  adfa.  ^i^uvé 
pour  X  un  nombre  quisatisfasseà  Tincgalité^  tout  autre  nombre 
plus  grand  y  satisfera  encore,  puisque  la  quantité  entre  paren-* 
thèses  devient  d'autant  plus  petite  que  X  est  plus  grand. 

Or,  si  l'on  pose  d'abord  x*=sS,  ou  xti^yS^Sf,  le  pre- 
mier toenibrc  de  rihégalîté  (a)  dcvifent  ff",  "ért  fe  second.  .*.  ^. 

S'-  (i  +  ^^,  +  s'^h:5^+-  •  •  ^+yi"lH^^>*^^T>dlÇWTO»tplua 

M 

grande  que  S'"  ;  donc  S' ou  V^S  ne  satisfait  pas  à  l'in^alité. 

3a 
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(en  réunissant  le  premier  et  le  quatrième  terme,  le  second  d 

3 

le  troisteme ,  etc.  )  ;  or,  on  Toit  que  x :^^ /^g^c^ai^a' Aln^^ 
ou  tout  autre  nombre  plus  grand,  donnerait  un  résultat  po- 
sitif. 

L'aiiiTice  de  cette  méthode,  qui  ne  peut  s'appliquer  qu'à  cer- 
taines, équations ,  consiste  à  décomposer  le  premier  membre 
en  plusieurs  parties  composées  chacune  de  deux  focltun 
dont  le  premier  soit  un  monôme  positif,  et  Vautre  un  K- 
nome  en  n  dont  le  second  terme  soit  numérique  et  négatifs 
puis  à  déterminer  x  de  manière  que  tous  les  facteurs  enOt 
parerAhèses  soient  positifs. 

Elle  est  rarement  applicable  à  des  équations  renfermant 
plusieurs  termes  consécutifs  affectés  du  signe  — . 

'  Par  exemple ,  on  ne  peut  rappliquer  à  une  équation  telle  que 

x^  —  5x^ —  i3x^  -|-  i7:r'— 6g=o. 

Toutefois  ,  comme  le  premier  membre  de  cette  équation  pent 
se  mellre  sous  la  forme 

on  reconnaît  aisément  que  i3  •{•  i  ou  i4  serait  nne  limite sik 
périeure. 

Bog.  Méthode  de  Ne^vton  pour  déterminer  la  limite  supé" 
rieure,  la  plus  petite  possible  (en  nombres  entiers). 

Soit  X=  o  Téquation  proposée;  si  Ton  fait  dans  cette  cquar 
tion  ,  xsszx'-^Uyx'  étant  une  indéterminée,  on  obtient (n* 262) 

la «k*À»formée  X'  +  T'm  -{ w»  +  ...  +  w"«  =  o,  dont  les 

2 

coeIRciens  s'obtiennent  d^aprcç  une  loi  connue. 

Cela  posé ,  concevons  que ,  par  des  essais  successifs  ,  on  soit 

parvenu  à  déterminer  pour  j:^  un  nombre  qui,  substitué Jani 

jP-    -         • 

X',Y',—  , , .  ^  rende  tous  ces  coeiFicicns  positifs  à  la  fois;  jeilij 
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que  ce  nombre  est  supérieur  à  la  plus  grande  racine  posiïU^ 

de  Féqualion  X  :=  O.  ?         :^. 

En  eflet,  les  eoefljcicns  de  la  tran$fi>rsQée  étant  toos  yiMitiisV 

aucnn  nombre  absolu  ne  peut  vérifier  celle  éc^uatioB^aiiMii 'les 

valeurs  réelles  de  n  doivent  être  ioutcfi.  négaù^es^ .  w^iè  de.l'cM^^ 

quatÎQn  xz;=x'^u,  ou  tire  u=a:  —  ;r'  ;  et  poMur  que  les  vatears 

de  u  qui  corresppndept  k  chaque  valeur  de  x  et  à  la  valeur  dé  dt 

(déjà  déterminée) >  soient  négative»,  il  iaot  absqtvmentffM 

la  plus  graode  valeur  positive  de  x  soit  moindre  que -.la/ valeur 

ùcx' \  ce  qu'H fallait  démontrer,  ^     .    .'         .**'.  \ 

Voici  d'ailleurs  la  manière  dlappliqner  la  méthode: 

Soit  Véc^uation  x^  — ^Sj:^  —  fix*  *—  19  a:  +  7  =  0.   s        *    a 

Cdmrae  af  est  Un  caractère  indéterminé ,  oh  peut  dopservei^!' 
la  lettre  x  dans  la  formation  des  poljnomes  dérivés;  et  t^ona 

X  =    x»  —    5x^  —    6x"  —  lij»  -f-  7,  -* 

Y  =  4^'  —  ï5x*  —  lax  —  19, 

Z  ■     * 

—  =  6 x*  —  1 5x   —  6 , 

a         ......        .       '  •  .  I  •    •. 

•   573..=  4^—5. 0    Vv  ./'. 

Lra  qoestionest,  comme  on  vient  dei<9  voir,  mttMMée'  à  tl^vlVarf 
pour  X  un  nombre  entier  (le  plus  petit  pussibié)-  qtî)  retiâfér 
tous  ces  polynômes  potîtifSif  *  '     •        :  ,  ;  m  .  . 

Commençons  par  le  po^nome  du  premtef  def^é  ;  iHeét'Vr* 
sible  que  2  ,  ou  tout  autre  nombre  ^  2,  le  rend  positif.'  ^ 

3,  substitué  dans  le  polynôme  do  second  d^gré,'dom're  an 
résultat  négatif;  mais-S ,  oà  tout-  n&mbfe.]>  S/doiliie  un*ré«-^ 
sultat  positif.  '         f;    *'i  .     .. 

3  et  4»  substitués  dans  le  pol jnome  du  troisil^me  drg'réy-don- 
neut  un  résultat  négatif;  mais  5  donne  un  révsultat  positif ,  ^  îl 
en  serait  de  même  de  tout  autre  nombre  plus  grand. 

Enfîn  5  )  sulxtîtué  dans  X ,  donne  uh  résultat  négatif;  et  il 
en  est  de  même  de  6;  car  les  trois  premieVs  termes  ....;•••' 
X* — 5xW  Qar%  re^ienoent  à  x^  O^r'*^  S)^6.r*^  éipffssibii  «lôî  * 
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le  réduit  à  o  des  que  Ton  fait  x  =  6  ;  mais  xms^  dotlaê  éfi 

derameBt  ua  résultat  positif. 

Donc  7  Bsi  nne  limite  supérieure  des  racines  pûsiii^esêélê 
pivposéef  c'est  d'Aiileurs ,  en  nombres  entiers,  la  linjitc  lapins 
petite,  puisqu'on  fient  de  reconnaître  que  6  donnait  ua  ré^ 
sultat  négatif,  iVoh  il  résulte  (n*  3o3)  qu'il  y  a  an  moim  ue 
ractUe  oooiprîse  entre  6  et  7^ 

Mngéhémfl,  on  obtiendra  par  cette  méthode  la  limite  b 
plus  petite  en  ^loinbrcs  entiers,  toutes  les  fois  que  l'on  ann 
reconnu  qu'un  certain  nombre  entier  K  et  toni  nembrt  ]^ 
grand,  veikA^tii  posiiifs  tous  les  polynômes  dérivés,  mais  a^ 
gt^^if^e  pal;|^n0me  proposé,  K+  i  reod  celui-ci  positif,  Ia 
limit4  Îa  plus  petite  est  alors  K  -f-  > • 

Cest  ainsi  qu'on  trouvera  que  6  et  7  sont  les  limites  respec- 
tives des  équations 

x^  —  3.r  i  —  8x  '  —  aSx"  +  4^  —  89  =  o , 
x^^^Sx^ —  i3:r'-|-  '7^*  — 69  =0. 

N.  B.  On  conçoit  que  cette  méthode  (  qui  n'est  d'aillfun 
employée  que  dans  la  recherche  drs  racines  incommensurablet) 
pttut  .donner  même  une  quantité  moindre  que  l'unité  poar  li- 
mite .^iip^rieurn;  puisque,  d'après  la  nature  de  cette  mé- 
thode, il  siiHit  de  trouver  pour  x  un  nombre  qui  rende /nh 
sitifs  le  polyiiome  pro|)osé  et  ses  dérivés,  (^ous  en  verroni  in 
exemple  au  a"  3/^2  ). 

3ijO.  Il  nous  reste  niaiuleiiuiil  à  dût^rminer  la  limite  supt' 
rieure  Aim  racines  négatif  es  ^  et  les  limites  inférieures  des  raci- 
nes ,  soit  positives  ,  soit  uégnlivcs. 

Dorénavant,  nous  désii^iierons  par  la  lettre  L  la  limite  supé- 
rieure des  raciiies  positive*»  d'une  équation ,  de  quelque  nit* 
nicre  qu'on  Tait  obienue* 

i*.  Si)  daus  Téqual ion  X  =  0,011  faiiX  =  — j^,  cequidomif 
la  trandforniée  Y=:o,  il  est  clair  que  les  racines  positives  Je 
dit  te  nouvelle  équation ,  étant  prises  avec  le  si(*ue  — >,  donneront 
les  racines  négatives  de  la  proposée  ;  donc,  en  déterminant  p^r 


DES   AUTBBl  LIM1TB5.  ^o3 

les  moyens  connus ,  la  limite  supirieure  L'  des  racines  positÎTes 
de  la  transformée ,  on  aura  —  U  pour  la  limite  supérieure  (nur 
mériquemont)  des  racines  négatives  de  la^proposée, 

2*.  Si ,  dans  l'cqualîon  X  =r  o,  on  fait  jr  =  -  ,  il  en  résulte 

une  transformée  Y=âo,  dont  l.^s  coelTicîcns  sont  ceui  de  la 
proposée  écrits  dans  un  ordre  inverse.  Or,  il  suit  de  la  re)a- 

tÎM  jr=  -,  qu'aux  plus  grandes  valeurs  poaitÎTCâ  de  jr  cor* 

respoiident  les  plus  petites  de  x\  donc,  en  désignant  par  /  (a 
Kmitt  supérieure  des  racines  positives  d6  la  tranirfarniée ,  on 

aura  j  pour  la  limite  inférieure  des  racines  pasitiues  dû  la 

proposée, 

f  . 
3^  Enlin  si,  dans  la  proposée,  on  remplace  x  par  ^7  -  ,  ^t 

qu'on  cherche  la  limite  supérieure  t  des  racines  pdsîtîves  delà 

Iranforuice  Y  =  o, —  y  sera  la  limite  inférieure  (nuhiérique7 

ment)  des  racines  négatives  de  la  proposte. 

3i  1.  N,  B,  ISous  terniineron»  par  deux  remarques  iVnsi  utiles 
dans  la  recherche  de  ces  limites. 

Premièrement ,  toute  équation  quina  que  des peirnonenccs 
désigne,  c'ost-^à«dire  dont  tous  les  termes  sont  posiêi/s»^  rw 
peut  avoir  pour  vAcinca  rceUt^s  que  des  nombies  négatifs;  car 
tout  r.omhro  posilif,  mis  à  la  placodc  x,  rraidralt  le  premier 
membre  csscnticllcuieiit  positif.  Ainsi,  dunscccas,  &àB0  est 
la  limite  supérieure  des  rneines  positives. 

En  second  lieu,  toute  cqualion  complète,  dont  les  termes  sont 
alternativrmcnt  positifs  et  négatifs,  c'esl-L-dire  c;\ii  pV  cj^uc  des 
variations  de  signe,  ne  peut  avoir  pour  racines  rcellcs  que  des 
nombres  positifs;  car  il  est  éviilint  que  tout  nombre  négatif, 
mis  à  la  place  do  x  dans  la  propo.sce,  rend  tous  les  U!riucs  po- 
sitifs si  l'équation  est  de  degré  pair,  et  tous  les  termes  pégatifa 
si  l'équation  est  de  degré  impair  ;  ainsi  la  somme  des  termes  ne 
peut  devenir  nulle. 
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Donc  f  dans  ce  cas ,  il  est  inutile  de  reoliercher  les  limilei 
négatives. 

Il  en  est  de  même  de  toute  équation  incowplhte,  telle  que,  ti 
ton  change  len  —  j,  il  en  résulte  une  transformée  qui  n'a  que 
fies  permanences. 

Conséquences  déduites  des  principes  précédens^ 

Le  principe  fondamental  de  la  résolution  des  équations  nu- 
mcriqnes  >  et  ceux  que  nous  venons  d'e'tablir  sur  les  limites, ost 
conduit  les  géomètres  h  des  conséquences  très  importantes. 

3 12.  PiŒMiàBX  CONSÉQUENCE.  Toute  équation  de  degré  impair, 
dont  les  coefliciens  sont  rcVIs,  a  au  moins  une  racine  réelle  de 
signe  contraire  à  son  dernier  terme. 

En  effet,  soit  x*  +  Px"-»  +. . .+  Tx  ±:  U  =  o,  l'éqnalioa 
proposée;  et  considérons  d'abord  le  cas  où  le  dernier  terme  est 
négatif. 

Si  Ton  fait  X  r=:  o  dans  l'équation ,  le  premier  membre  se  ré- 
duit à  —  U.  D'un  autre  côté,  substituons  à  la  place  de x, 
(K.  +  <)  »  ou  (n®  3o6)  le  plus  grand  coeflicient  de  l'équation  aug- 
menté de  l'unité  ;  comme,  par  cette  substitution  ,  le  premier 
terme  x^  est  k  lui  seul  plus  grand  que  la  somme  arithmétique 
de  tous  les  autres  termes ,  il  s'ensuit  que  le  résultat  de  la  sul)sti- 
tntion  est  positif }  donc ,  en  vertu  du  principe  (  n**  3o3  ) ,  ///  a 
mt  moins  une  racine  comprise  entre  o  e/  (K  -h  i  ),  laquelle  ra- 
cine est  positive ,  et  par  conséquent  de  signe  contraire  au  der^ 
nier  terme. 

Supposons  actuellement  le  dernier  ierme positif , 

En  faisant  toujours  x  =  o,  on  trouve  pour  résultat +U; 
mais  en  mettant  pour  x,  —  (K  +  i),  on  obtiendra  un  résuMat 
nécessairement  négatif,  puisque  le  premier  terme  x*,  qui  de- 
vient négatif  par  cette  substitution,  donne  son  si«:nc  à  toute  l'ex- 
pression ,  donc  l'équation  a  au  moins  une  racine  comprise  entre 
G  e/—  (K  +  i),  c'est-à-dire  négative  ou  de  signe  contraire  aa 
dernier  terme. 
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Seconde  ooKsiQireNCK.  Touèe  équa^on  de  degré  pair,  à  coeffi- 
cicns  réels ,  dont  le  dernier  terme  est  négatif,  a  au  moins  deux 
racines  réelles  ,  F  une  positive  et  l'autre  négative, 

£0  effet ,  soit  —  U  son  clertiîer  ternie  ;  en  faisant  x  =  o,  on 
trouve  pour  résultat —  U.  SuiMtituons  successivement  (K-f*  y) 
et  —  (K+i)»  K.  étant  toujours ( n*  3o6)  le  plus  grand  coef- 
ficient de  l'équation  ;  comme  m  est  pair,  le  premier  terme  a^ 
restera  positif;  d'ailleurs  il  devient  plus  grand,  par  ceasubiti- 
tutions,  que  la  somme  de  tous  les  autres;  donc  les  résultat» 
(les  deux  substitutions  sont  l'un  et  Y  nuire  positifs  ,  ou  de  signe 
contraire  a  celui  que  donne  l'hypothèse  x  =:  o.  Ainsi  l'équa- 
tion a  au  moins  deux  racines  rt elles,  l'une  comprise  entre  o  et 
(K  +  0*  ou  positive,  et  l'autre  comprise  entre  o  et  —  (K  +  t)  f 
OU  négative, 

N,  B.  On  ne  peut  rien  conclure  pour  toute  équation  de 
degré  pair  dont  le  dernier  terme  est  positif;  et  méma  il  est 
aisé  de  former  des  équations  qui  n'aient  que  des  racines  ima- 
ginaires :  il  suflit,  pour  cela,  de  multiplier  entre  eux  plu- 
sieurs trinôme  du  second  degré  qui,  égalés  séparément  à  o, 
ne  donneraient  que  des  racines  imaginaires;  il  est  clair  que 
l'équation  ainsi  formée  n'aurait  elle-même  que  des  racines 
imaginaires. 

En  rapprochant  les  deux  conséquences  précédentes  de  la 
proposilion  (  n"  236  )  que  toute  équation  a  au  moins  une  ra'-'i 
cine ,  on  voit  qua  celte  proposition  hypothétique  se  trouve 
maintenant  démontrée  pour  la  plupart  des  équationsj;  d'ailleurs, 
les  démonstrations  de»  conséquences  cî-tlessus  sont  fondées  sur 
le  principe  du  numéro  3o3  et  sur  celui  du  numéro  3u6,  qui 
sont  tout-:i-fait  indépendaus  de  In  théorie  établie  dans  le  sep- 
tième chapitre. 

3i3.  TRoi'iiME  coNsiQUBNCE.  Siunc  équation,  dont  les  coeffi-, 
ciens  sont  réels,  a  dtts  racines  imaginaires ,  ces  racines  ne 
peuvent  être  q't'en  nombre  pair, 

Kn  effet,  concevons  que  Ton  ait  divisé  le  premier  membre  de 
a  proposée  par  tous  les  fadeurs  siniples  qui  qorrespondent  aux 
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racines  réelles;  \e polynôme  quotient  qae  l'on  obtiendra ,  MU   ie 
ses  copOicicns  réels  (d'après  la  loi  déformation  n*a38)ide  |t 
plus»  il  doit  être  de  degré  pair;  car^  s'il  était  de  degré  impair, 
OQ  régalerait  à  zéro,  et  l'équation  résultante  aurait  cnooie 
(n*  3 13)  au  moins  une  racine  réelle,   ce  qui  serait  contre  k 
nature  de  cette  équation. 

Remarque.  Le  polynôme  quotient  dont  non«  Tenons  de 
parler,  jouit  d'ailleurs  d'une  propriété  caractéristique ,  c'ert- 
à -dire  appartenant  exclusivement  aux  équations  qui  nW 
que  des  racines  imaginaires;  c'est  de  rester  constamment  ph 
sitif,  quelque  valeur  réelle  que  Vonjr  mette  à  la  place  Jex. 

En  effet,  s'il  pouvait  devenir  négatif,  comme  on  obtiendrait 
aussi  un  résultat  positif  en  substituant  pour  x^  (K+i),oaIe 
plus  grand  cocfiicicnt  augmenté  de  Tonitc^  il  s'ensuivrait  que 
ce  poljnonie  égalé  à  zéro  aurait  au  moins  une  racine  rédh 
comprise  entre  (K-f-i)  et  le  nombre  qui  aurait  donné  anréMil- 
tût  négatif. 

H  suit  encore  de  là  que  le  dernier  terme  de  ce  poljnone 
doit  èXfe  positif ,  puisque  autrement  x  =  o  donnerait  on  ré- 
snltnt  négatif. 

Nous  démontrerons,  dans  le  nctivième  cliapitre,  que  non- 
senlemcnt  les  racines  imaginaires  sont  en  nombre  pair  dans 
tonte  équation,  mais  encore  qu  elles  s*jf  irouy^enl  par  coupUtt 
et  qu'elles  sont  de  la  forme  a  ilz  Iî  {/ —  i ,  c'est-à-dire  de  même 
forme  que  les  racines  imaginaires  des  équations  du  second 
degré, 

3 14.  QuATniî.Mi:  CONSÉQUENCE.  Toiitcs  lc>  fois  que  le  dernier 
terme  d'une  é(] nation  est  positif  ,  le  nombre  des  racines  récllfis 
positives  de  V équation  c^/  pair  ;  et  toutes  les  fois  qu'il  etl 
négatif,  le  nombre  des  racines  réelles  positii^es  est  impaib. 

En  eflel ,  supposons  d'abord  que  le  dernier  terme  soit  +  U, 
ou  positif  Comme  en  faisant  x=o,  on  a  pour  résultat  +U» 
et  qu'en  faisant  .r  ^K-f-  1,  on  a  aussi  un  résultat  posilii, 
il  s'ensuit  que  o  et  (R  -f  i)  donnent  deux  résultats  de  méoie 
signe,  et  par  conséquent    (n°  3o4)   que  le  nombre  des  rt- 
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ctneft  réelles  qu'ils  comprennent,  est  nul  ou  tiif  nombre  pait 
quelconque. 

Si,  au  contrairCyle  dernier  terme  pst  —  U,  alors  o  et  (K-4-ï) 
donnent  deux  rdsuUats  de  signes  contraires ,  et  comprennent 
par  conséqueut  une  seule  racine  ou  un  nombre  impair  queU 
conque  de  racines  réelles. 

L0  réciproque  de  cette  proposition  est  évidente. 

fiiOUS   DU   «fOlIBS   s   D    SSCABTBS. 

3r5.  fja  ri^ie  suivante  fait  connaître  le  plus  grand  nombre 
de  racines  positives ,  et  le  plus  grand  nombre  de  racines  néga^ 
ii%fes  qu'une  équation  numérique  puisse  renfermer. 

Une  équation  iun  degré  quelconque  ne  peut  avoir  plus  de 
racines  posititss  que  de  vahiations  de  signe,  ni  un  nombre 
de  racines  nàoATivtisplus  grand  que  celui  des  psbmansncbs. 

Pour  démontrer  la  première  partie  de  la  proposition,  nous 
ferons  Toir  d'abord  que  la  multiplication  du  premier  membre 
d'une  équation  par  un  facteur  x — a  correspondant  n  una 
racine  positive ,  introduit  xv  moins  une  variation  de  plus. 

Soit  en  effet  l'équation 

Mx*+...— Nar"— ...+PxP... ...-f  +...±:Tar'd:..,=:  o, 

dont  noussupposcrons^ponr  la  plus  grande  générali lé  possible, 
le  premier  membre  composé  d'une  prerâièrc  série  de  termes  po- 
sitifs commençant  par  Mar"*,  puis  d'uni*  série  de  termes  négatifs 
commençant  par  -*-  Nx"»  puis  encore  d'une  série  de  termes  po- 
sitifs couummçant  par  +  Px^y  et  ainsi  de  suite,  jusqu'à  une 
dernière  scrie  de  lovmcs  de  même  signe,  cununeucant  par  :±:  Ix', 
et  qui  str^iit  {eus  positifs,  ou  tous  négatifs,  suivant  que  ce» 
séries  alternatives  de  termes  positifs  et  rirgatifs  seront  en  nondjrc 
impair  ou  en  nondjrejo^ïVy  cbacurtc  d'elles  pouvant  d'ailleurs 
se  réduire  a  un  seul  terme. 

G>ta  posé  j  multiplions  le  premier  membre  de  l'équation  par 
X— «a;  nous  obtiendrons  deux  produits  partiels  dont  le  pre- 
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mier  aura  ses  termes  affectés  des  mêmes  signes  que  le  nmllipli* 
candei  et  dont  le  seconrl  aura  s.?s  termes  aflectés  de  signes  oon- 
traires  à  ceux  du  inultiplicanrlc,  cl  avances  d'un  rang  vers  la 
droite.  On  pourra  donc,  nn  ne  tenant  compte  que  des sigoeg 
qu'il  est  utile  de  considérer^  écrire  les  deux  produits  parlidi 
et  le  produit  total ,  de  la  manière  suivante  : 

X  —  a 

«••  •    •    •  1     •••     I  ^^^  •  •  •  •  •      I     «  •  ••  •  t^^^m  •   •   •   •  •  *■*• 


+  ~-m  .1.  •—-!-■+- 

•     ••••••••    ^^^  •••■••••  ï         ••••••••  •    •    •        I        ••••••    a^a^l 


Or, on  voit  tout  desulte,  h  l'inspection  de  ce  produit  total, que 
son  premier  terme  est  positif  comme  celui  du  muUipHcandeî 
qu'au  premier  terme  négatif  —  Nx"  du  multiplicande  corres- 
pond un  terme  négatif  du  produit  total ,  quels  que  soient  d'ail- 
leurs les  signes  inferniédialrcs;  que  de  même, au  ternie  +Px' 
du  multiplicande  y  correspond  un  terme  positif  du  produit  to- 
tal, et  ainsi  de  suite,  jusqu'au  terme  zbT.r*du  multiplicande, 
qui  est  le  premier  de  la  dernière  série,  et  auquel  correspond 
égnlcmcnt  un  terme  du  produit  total,  aflccté  du  même  signe 
que  lui. 

D'où  l'on  voit  qu'à  cliaque  variation  de  signe  du  multipli- 
cande correspond  au  moins  une  variation  du  produit  total. 
Mais  celui-ci  est  terminé  par  un  terme  aiffcté  du  sîj;ne  i;r,qui 
amène  ne'cessairemnnt  au  moins  une  variation  qui  ne  se  IrouTC 
pas  dans  le  nuiltiplirande,.  Donc,  l* introduction  d'une  racine 
positive  dans  une  équation  fait  naître  au  moins  une  variation 
déplus.  C.Q  F.D. 

Maintenant,  puîscjne  cliaqne  racine  posilivp,  introduite  dans 
une  équation,  donne  lieu  à  une  variation  de  plus,  il  s'ensuit 
nécessairement  qu'i//ie  équation  ne  saurait  avoir  plus  dera* 
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dnes positives  que  de  variations  de  signe;  ce  qui  con^titae  la 
première  partie  de  la  propos! lion. 

Quant  à  la  seconde  partie ,  il  suffit  d'observer  que,  si  Ton 
change  jr  en  — <r  dans  une  équation,  ce  qui  revient  (n**  3io)  à* 
changer  les  racines  positives  en  racines  négatives  et  réciproque* 
ment,  les  rariations  de  signe  de  rérpation  deviendront  des 
permanences  et  réciproquement.  Or,  en  vertu  de  ce  qui  vient 
d'être  dit  y  la  transformée  ne  peut  psL^  àyo'ir  plus  de  racines 
positives  que  de  variations  de  signe  ;  donc  la  proposée  elfe— 
même  ne  peut  pas  ^yo\r  plus  de  racines  négatives  que  de  per^ 
manences, 

N.  B,  Le  moyen.de  démonstration  que  nous  venons  d'expo- 
ser est  dû  à  M  Gauss  qui  a,  en  outre,  fait  plusieurs  remarques 
relatives  au  cas  oii  l'équation  est  incomplète.  (*) 

Nous  nous  bornerons  à  faire  observer,  d'après  lui ,  que  la 
première  partie  de  la  proposition  est  toujours  vraie,  quelle 
que  soit  l'équation ,  c'est-à-dire  qu'elle  soit  complète  ou  l'n- 
complhte;  mais  la  seconde  exige,  pour  être  exacte,  ou  que 
Téqualion  soit  complète,  ou,  si  elle  est  incomplète,  qu'on  ait 
rétabli  les  termes  qui  manquent,  en  aficctant  les  puissances 
de  X  correspondantes ,  du  coeificient  ±  o. 

Soit,  par  exemple  Téquation 

x^  —  5x*  +  &r  —  6 1=  o, 

qui,  ayant  son  dernier  terme  négatif,  a  au  moins  (n^  3 12)  deux 
racines  réelles,  l'une  positive,  l'autre  négative,  G)mme  il 
n'existe  que  des  variations  de  signe  dans  cette  équation  y  il  sem- 
blerait qu'elle  ne  peut  avoir  aucune  racine  négative.  Mais  si 
l'on  rétablit  le  terme  en  x^,  il  vient 

x^±:o.x^  —  5x^  +8x  —  6  =  0, 

équation  qui  renferme  une  permanence  ,  soit  qu'on  prenne  le' 


(*)  f^cyez  le  Journal  de  Grelle ,  tome  tit,  page  i,  et  le  BolletÎD  de  M.  de' 
F«rafiac,  tome  iz,  page  353* 
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Or,  le  second  membre  de  celle  égalité  se  compose  d'imeiiiîtc 
de  nombres  entiers,  tandis  que  le  premier  membre  est  enoh 
tiellenient  fractionnaire:  car  aetb  pouvant  toujours  être  lop- 
posés  premiers  entre  eux,  il  en  est  de  même  {Art'th»,  n*  i3{) 
de  a**  et  b  \  donc  celte  égalité  ne  saurait  exister.  DonC|  il  dt 
impossible  qu'aucun  nombre  fractionnaire  commensurablen- 
tisfas^e  à  fcquatiou. 

Cela  posé  y  on  a  vu  (n^  265)  comment,  étant  donnée  une 
équation  dont  les  cociFiciens  sont  rationnels,  mais  fractios- 
naireSy  on  peut  la  transformer  vn  une  autre  dont  les  coef- 
ficiens  soient  entiers,  son  premier  terme  conservant  d^aillcuii 
l'unité  pour  coeflicient.  Ainsi,  dès  que  Ton  aura  établi  nue 
méthode  |'our  trouver  les  racines  entières  d'une  équation  à 
coefficicns  tnlit^ts ,  le  premier  terme  aj'ant  d'ailleurs  l'unilé 
pour  cofjjîcient ,  il  sera  ensuite  facile  d'obtenir  les  radnci 
commcnsurables  (entières  ou  fractionnaires)  de  toate  équation 
à  coi-flicicns  quelconques,  mais  rationnels» 

819.  A  cet  effet,  reprenons  l'équation  générale 

a:"  +  Par"'-*  + +  Rx-*  +  Sx*  +  Tx  +  U  s=oj 

P,  Q,..R,  S,  T,  U  étant  des  nombres  entiers. 

(Pour  l'exposition  de  la  mctbode,  il  faut  nécessairement  écrire 
les  quatre  ou  cinq  derniers  ternies.) 

Désignons  par  a  un  nombre  entier,  positif  on  négatif,  qoi 
doit  vériiier  l'équation,  et  clierelions  à  quelles  conditions  il 
doit  satisfaire  pour  en  être  racine. 

Si  a  est  racine ,  on  doit  avoir  l'égalité 

û"*  +  Pa»"-»  +....+  Ra^  +  Sû^  +  Trt  +  U  =z  o. .. .  (i); 

donc,  si  Ton  remplaçait  a  par  tous  les  nombres  entiers  positifa 
et  iiéj^atiis  compris  entre  les  limites  -f-  L  et —  1/  (n*  3io}  des 
racines  positives  et  négatives  ,  ceux  qui  vérineraient  régalité 
ci-dessus  seraient  reconnus  racines.  Mais  ou  conçoit  combien 
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ces  estais  serMBnl  Ipitgs  et  pëaîbUs  ;  on  a  clone  ohelvhé  h  déduire 
de  l'égalité  (t),  qui  est  une  condition  nécessaire  et  ntfflsante^ 
â'autrei  coodilious  équiraTentcs  et  plus  simples  à  vériGei'. 

Transposofif  toii^s  les  terincs  ^  excepté  le  cternîer,  et  dlvisops 
par  a\  Vcgalifé  (i)  se  trauv^^a  mise  sons  la  forme 

H  =  — a"-'— Pu'--'  — . . , ,— Ra*  — Sû«- T. . .,   (iV; 

"•        ....  ,  ,  .     .  ,,       •  1 1 

or  le  $eQqii4  membre  deiCsettenoiQV^Ue^galité  ott  un  «o^ubre 

entier;  ^ônc  il  ftiut  que  —  sait  ^t»  tiom!iré  et^tiéf.  Ainsi,'  déjà 

les  racines  entihres  de  V équation  sonf  comprises  ppnni  les  ^*- 
viseurs  du, dernier  termes 

Transposons  actaollcmcnt,  clans  Pcgalitc  (?!);  le  terme* — ^^T| 
et  drvîspns  par  à;  il  vient*,  en'posani/peur'pîiis  de  slmplïcftéi 

>  ..  !..  •»  •  •  lit,  >,  1  l.t.l»,  -Il  ^l«* 


î-  =  — û"»— —Pa«-\. ..— Ra  — S....   (3);     *  '    ' 


I  —  rt. 


le  second  membre  de  régalitc  (3)  dst  titi  nombre'  ferill^'f  ;  donc 
il  faut  que  ^  vou  /^  .^ W>*M  ffe  l^^ivÎAip^  ^e^^  v|^  ^f^y  ,  jp^r  m, 

sotl  un  nombre  entier,  ^  .    "  .  , 

Transposons  de  nouveau  îç  te  rtnc '— S  ,€^t  divisons  para; 

il  iFienf|.ea  posant, . #.••!..  %.,•.*... ... . .  ^:^  "+;§?» S', 

-  •  f  •    .     »  ^  , . 

,  '  -  =  —  «•"•^\— /PûT-i  — . M  4  '..,  —  R. . ,  •  (4): 
le  sètfontf  trtembre  de  celte  êgêfUté  est  ufi  nbmbrecntiet';  àfeic 
il  fauta^er-j  ou  &  quotient  de  Im  division  de — ;  ^^jpmifi, 

* 

soii  titi  nombre  entier,  ^ 

Eh  continuant"  aitisi  de  transposer  dans  le  premier  membre, 
tous  te  tërthcftJ'dù  seeoncl ,  6û  narviendra  ,'aprës  la  (m— i)*'"' 

'  •  •  '    Q*   '    

trauffon^atia^n  ^  à  ope  égalité  de  la  forjae  — •  ^  ■*-  a  —P. 

33 
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Transposant  enfin  le  terme  -—  P,  divisant  par  àj • . .  • . 

(y 

et  posant • —  +  PssP', 

F  F  . 

on  trouve  —  =  —  i ,     ou f-  i  =  o. 

a  a 

^elte  cgalîté,  qui  n'est  d'ailleurs  qu'une  transformée  de  l'é- 
galité (i) ,  est  la  dernière  condition  à  laquelle  il  faut  et  il  suffit 
t(VLe  le  nombre  entier  a  satisfasse  pour  être  reconnu  racine. 

.;  £n  rapprochant  les  conditions  précédentes ,  on  peut  conclure 
que  pour  qu'un  nombre  entier  a^  positif  ou  négatif ,  soit  racine 
dé  l'équation  proposée ,  il  faut 

.  Que  le  quotient  du  dernier  terme  divisé  par  a  soit  entier; 

Qu'en  ajoutant  à  ce  quotient  le  cocITicient  de  x'  (prisaiec 

son  sigtie) ,  le  quotient  de  cette  somme  divisée  par  a  soit  entier; 

Qu'en  ajoutant  à  ce  nouveau  quotient  le  coefiicScnt  de  ^,  ^ 

'quotient  de  cette  nouvelle  somme  divisée  par  a  soit  entier;  el 

ainsi  de  suite  ; 

Qu'enfin,  si  l'on  ajoute  le  coefficient  du  second  terme  de  l't- 

quation,  ou  de  a:'"'"*,  au  quotient  précédent,  le  quotient  de  la 

nouvelle  somme  divisée  par  a  soit  entier  et  égalà'-^  i  ;  ou  bien 

•encore,  que  le  résultat  de  V addition  de  V unité  ou  du  eoe/fieient 

de  X."*  au  quotient  précédent  soit  égal  à  o. 

Toutnombrequi  satisferait  ces  épreuves  réunies  sera  racine; 
et  ceux  qui  n'y  satisferont  pas  devront  être  rojetés. 

Sao.  Afin  de  détcnniiler  à  la  fois  toutes  les  racines  entières 
d'une  équation  ,  voici  la  marche  qu'il  convient  de  suivre: 

j4pres  avoir  déterminé  tous  les  diviseurs  du  dernier  terme 
(Arith.,  n®  i/\ii),  on  écrit  sur  une  rncme  ligne  horizontale ,  ei 
tant  avec  le  signe  '^^  qu'avec  le  signe  — ,  les  diviseurs  compris 
entre  les  limites -^h et — V ^puis,  au-dessous  de  ces  diviseurs, 
les  quoiiens  du  dernier  terme  divisé  par  chacun  d'eux. . 
;C  On  ajoute  ensuite  à  chacun  des  quotiens  le  coejfficient  de  \\ 
ce  qui  donne  des  sommes  que  Von  place  au-dessous  des  quih 
tiens  qui  leur  correspondent ,  puis  on  divise  ces  nouvelles  sommts 
par  chacun  des  diviseurs,  ce  qui  donne  des  quotiens  que  te» 
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écrit  au-dessous  des  sommes  correspondantes  (  on.  a  le  soin .  de 
rejeter  les  quotiens  fractionnaires  et  les  dirlsears  ^ul  ont'dbnné 
:es  quotiens)  ;  et  ainsi  de  suite. 

OIjserTons  en  outre  que ,  si  quelques  termes  manquent  dans 
Téquation  particulière  proposée  ;  il  faut  en  tenn^' ^biMJ^të'i  en 
r^ardant  chacun  de  leurs  coelTicicns  comme  ^al  à  b. 

Enfin  y  il  est  inutile  d'appliquer  la  tnétliodè  aux  diviiears-f-l 
et—  i|  parce  que  leur  substitution  dans  I'(|quatton  réduit  le 
premier  membre  à  la  série  des  coeffîciens  ;  et  il  est  faciIê~3eVas- 
sarer  directement  si  ces  deul  nombres  satisfont^bd  Hii  Ùtilfônt 
pas  «  Véqualion.  '      ' 

Soit ,  pour  premier  exemple,  réauation 

■  ■     ■    I  ■     •     I 
X* — x^ — i3x'4-ï6a:  —  4^  =  0. 

La  limite  supérieure  des  racines  poaitivps  ;|e;. cette  4gUft^on 
est  i3.7f-.  I  ffBL  i4*  [Qn  ne  consijèrcj  pas  ici  le  çpçiBetcut  48, 
parce  que  les  deux  clferniers  teri^/es  rçvenant  a  1,6  (a^«^  ^  ) ,  dèi 
que  l'on  fait  x  ^  3  ,  c^^^.^  partie  est  essentiel Icn^nt.po^itvre.] 

On  trouverait  d'àiileurs  (n*^  3 19])  pour  la  liçiita  supérieure 
des  raçîues-négalives ,  —  (i +1/48) ^  ou  —  8- ■ 
.  .Cela  posé  I  les  diviseurs  da^8  moindres  que, ^4  y^t  if^ySi 
4,6,8,12*,  d'ailleur$  aucun  «les  deux  nonbreap-frwi  ,.-^1,  tms 
satisfait  à  Téquation  ,  car  le  coefficient  -^48  est  à  lui  seul  na- 
mcriquement  plus  grand  que  touii  Les  aulr^  réunis  ;  ainsi ,  l'on 
ne  doit  soumettre  aux  épreuves  que  lés  diviseurs  positifs  con.- 
pris  depuis  2  jusqu'à  12,  et  les  diviseurs  négatijfs  compris  de- 
puis —  2  jusqu'à  —  6. 

Voici  le  tableau  des  calculs^  d'après  la  inai:che  mdiquce  : 
12,       8,     6,       4<       3,       2, —  2, —  3,,—  4f—  6 


tA.^_^_^b 


—  4>—  ^1— 8,  — 12,  — 16,— 24,-f24,  +  l6,  +  I2,-j.    8 

4-12, +10, +8,+  4,      o,—  8,+4o,+32,ji-;y8,424 

-f    I,         J»,      )>,+    !,         O,—  4,  — 20,         I.,»-!  5^_  4 
w-12,       >,       )>,  — 12,  — l3^-;-l7,-r?3,       .?U-T2P|  — 17 

—  a,        f,      »»—  4»      .»».       »>        »»i        »;+'4»        ^ 

*  31. 
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\a7L  premilrrc  ligne  est  cclîc  ries  diviseurs  ;  Ia  seconde,  cdle 
des  qiioticns  de  la  division  du  dcrnîrr  terme ,  —  4^>  P^^  cfaacuo 
des  di;visf;urs. 

\jsi  troisième  QsX  la  ligne  dos  cjuoliens  que  l'on  vient  d'obte- 
nir, ciignicntés  du  coeflicient  +  16  de  la  proposée  »  et  la  quo- 
trihme  celle  dço.  quolîens  de  ces  somuiea  divisées  par  chacun  des 
diviseur^  ;  cette  secoudc  condition  exclut  d'abord  les  dÎTiseors 
^8,  — 6,ct-3. 

•  .lA.cinquihme  est  la  ligne  dcf  quoticns  précédens  augmentés 
du  coeflicient  —  i3  de  la  proposée,  et  la  sixième  celle  des 
quotiens  des  nouvelles  sommes  par  cliacun  des  diviseurs;  celle 
troibicmc  condition  exclut  les  nouveaux  diviseurs  3,2, — 2, 
et  —  6.  -  '  -      -  -  ^ 

É'Àtiti',  Ta  s&ptienie  c^t  ?à  ITgnc  des  h^oSsiêîti'es  quotîens ,  aug- 
mentés rfu'cocllîcient  — *  1  dt!  la  proposée',  er  la  huiiihmecdk 
des  quoCu^ns  des  dernières  sonimcs  par  chacun  des  diviseurs. 
Il  h'v'a  que  les  divîspurs  -J"  4  ^*  "^  4^"'.  *^<*"'^^"^ —  '» 
donc  +  4  «^  —  4  *^"^  '^*  seules  racines  eniiëroi  de  la  propcNée. 

F.n  l'Ilot ,  si  Toii  divise  x^r^^^  --^  i3x*  +  i6x  —  48,  pr  le 
produit  <x"^-^  4)  (^"4"  4)  >  Ml  jf'—  16 .  il  vient  pour  quotieut, 
x'  *A  X  +  3  ,  polynôme  qui ,  c*giific  à  téro  j  donne 


t'y 


■  1  « 


x==  -  rt  -  \/ —  II  ; 
2       .2 


ainsi  les  quatre  racînos  sont  /\ ,  —  /{,c{  -  dz  -  y  —  1 1 . 

2  2 

37.1.  Remarque,  Comme,  dansls  .ipplicn lions  de  la  nu- 
tliodoybn  jicùt  eoniniettrc  quelques  crri:urs  d'addition  ou  île 
division,  ot  laisser  ainsi  ôcliappor  queîcjuos  racines,  îl  est  con- 
voiialilei  âpres  avoir  dtvisc  lo  prcniior  mnnbicde  la  proposa* 
par  chacun  des  l'acteurs  du  promior  de^ic,  correspondaut  au\ 
racines  d«*jà'ôl)lonuos,  il  Oat  convenable,  dis-jo,  lV ajipiijuer de 
nouveau  la  méthode  à  Vcqualioh  n'sullaule ,  qui  est  d'uh  dogni 
])lus  simple,  et  dont  les  cDcHIci^riS  ii:nl  aussi  ^éiféraicmenlplus 
simples  que  ceux  de  la  proposer.  '      ' 
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Il  y  a  nième  une  circonstance  oh  (cette  équation  résultante 
peut  encore  admettre  Aù$  racînci  commcn^iil'abli^s ,  sans  que 
l'on  ait  commis  aucune  erreur  :  c*est  forsque  fa  proposée  ren-^ 
firme  des  racines  cgalcs  commi*nsufab1es.'Comme  la  méthode 
des  racint^s  égales  est  plus  compliquée  que  celle  des  racines 
comnicnsu râbles,  il  faut  toujours,  line  équation  numérique 
dinnt  donnée,  commencer  par  la  soumettre  &  la  métbode  des 
racines  cômmensurhbles.  Or,  celle-ci  suffît  bien  pour  ob- 
tenir lt?s  racines  différentes;  htais  elle  n'indîquc  pas  si  une 
même  racine  n*entre  qu'une  fois  ou  se  trouve  plusieurs'  fois 
dans  U  proposée.  On  peut  s'en  assurer  de  deux  manières  :  ou 
bien  en  soumettant  de  noiy^eiiu  à  la  mcLliode  Vcqualionqui  ré- 
sulte de  la  suppression  des  racines  déjà  mises  en  évidence  ; 
ou  bien,  en  essayant  la  division  du  premier  membre  de  celte 
équation  par  les  facteurs  du  premier  degré  qui  correspondent 
aui  racines  trouvées.    .  .  .       .     ' 

Soit  I  par  exemple,  réqualibn 

'  La  Hmhe'siirfiérfefiredês'nitfilic»  ))o.^titoa  dé  cetlc' éqilatiôa 
cat  i3  V  d'i^pi^fas^a  ^écon^posrtioif  (^*  3o^);  dhHlIe^ftrr/èÙe  ti-^ 
pas  de  rafc1nesi^é};atives,"paîsque  l'é<pifttv^ii'  ne  pl^selite  ^ne 

des  variations  de  signe  (n*  3i  i).  J..   .    .;  . 

Les  diviseurs  de  io8 ,  au-dessous  de  i3  .  sont 


•    ^    * 


«    il 


I,  a,  3,  4f  6,  9,.  laj 


d'ailleurs, 4~i  ne  satisfait  pas  a  l'équation  ,'car  on  trouve— 8 pour 
résultat  de  Ia;5ubstituliondc  -^v^^msi^i^Z^^fi^^^i^^  sont  (os 
seuls  nombres  à  soumettre  auK  épreuves. 

Onj*cconnatt.|^ps^  l'application  de  la  méthode,  que  3  et  a 
>ont  racines  de  la  prupo^ée*      

Effectuant  la  division  du  prep^ier  mepibre  dç  çeltç  équation 
par^rr3)  (x— jO,.ou^'-  Sx^t»  6,;oa  IrouyepourqHoticnt, 


tfi'^  Ar»'Hi  a«  *-»|-8«  o-'  • 
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qui»  ioumisG  elle-même  à  la  méthodei  se  troarc  aroir  encore 
-^  3  et-f-  '-^  pour  racines. 

Divisant  cette  dernière  équation  par  x* — 5x-|-6,  oa  oUieat 
jp  — 3=0,  d'où  j:  =  3;  ainsi  la  proposée  peut  se  mettre  son 
la  forme  (x  —  3)^  (x  —  2)*  =  o. 

3aa.  Règle  d'exclusion.  Lorsque  le  nombre  des  diTÎsears  di 
dernier  terme ,  qui  se  trouvent  compris  entre  les  deux  limitei 
-f-  L  et-—  L'i  est  très  grand,  on  peut  restreindre  le  nombre 
des  essais  par  une  règle  d'un  usage  facile. 

Soit  l'équation  x-  +  V±^'  +  Qar"-*  + . . .  +  Tjr+U=f , 

dans  laquelle  nous  supposons  toujours  que  les  coeiEcIens  soient 
entiers. 

On  sait  que ,  a  étant  racine  de  celte  équation ,  son  premier 
membre  est  divisible  par  x  — a;  ainsi  l'on  a  l'identitc 

P',  Q' .  • . X^,  \}\ sont,  d'après  la  loi  de  formation  du  n*  238,  des 

nombres  entiers  aussi  bien  que  a,  P,  Q »  T,U.  Cela  posé, 

comme  l'équation  précédente  doit  se  vérifier  quel  que  soit  x, 
faisons  x=  i;  il  \ient 

i+P+Q  +  -+T-f-U  =  (i-a)(i  +  P'4....  +  T'+U'). 

d  ou ■ •=  I  -+-  "  + .  •  •  +  T  +  t;  ; 

I  — a 

le  second  membre  de  celte  égalité  est  un  nombre  entier,  donc 
il  doit  en  cire  de  même  du  premier  membre;  ainsi  a  étant  on 
nombre  culicr  positif  ou  négatif,  ne  peut  être  racine  qu'su- 
tant  que  (i  —  a)  ou  plutôt  {a  — 1)  dMse  le  résultai  de  la  subs^ 
titution  J(ff  +  I  dans  la  proposée. 

Où  prouverait  de  même ,  en  faisant  x  =:  —  i ,  que—  (i-f  ^j    1 
ou  (a  -f  i)  doit  dMser  le  résuliat  de  la  suùsiiiuUon  de^ii 
d'où  résulte  la  règle  suivante  : 


K 
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Substituez  successivement  +  i  et  —  i  dans  la  proposée  ,  et 
désignez  par  M  et  M' les  valeurs  numériqaes  des  résultats  de 
cette  double  substitution. 

(Si  Van  des  résultats  était  o ,  auquel  cas  -)"  X  ou  —  i  se- 
rait racine,  il  faudrait  commencer  par  supprimer  cette  racine 
dans  la  proposée  avant  d'appliquer  la  règle.) 

i\  7*out  diviseur  positif  du  dernier  terme,  qui  ,  diminué 
de  I ,  ne  divise  pas  ^î  y  et  qui,  augmenté  dei^ne  divise  pas  ii^ 
doit  être  rejeté. 

a**.  Tout  diviseurnégatif  dont  la  valeur  numérique ,  aug^ 
fnentée  de  i ,  ne  divise  pas  M ,  et  diminuée  de  i  y  ne  divise  pas 
M',  doit  être  rejeté. 

Afin  de  mettre  plus  facilement  en  ctidence  ces  deux  carac- 
tères d'exclusion ,  il  convient  de  décomposer  d'abord  les  deux 
résultats  M  et  M'  dans  leurs  diviseurs  {Arith.,  n*  lifi)» 

Soit ,  pour  exemple,  proposé  de  déterminer  les  racines  com- 
mensurablcs  de  Téquation 

x^  —  5x^  —  37X'  +  257J:  —  360  =  o. 

É 

La  limite  supérieure  des  racines  positÎTCsde  cette  équation  est 
37+1  ou  38,  parce  que  257jr— 36o  revient  à  267  (^-— ?"  )  » 

la  limite  supérieure  des  négatives  est  — *  (i  -|-  V^36o)  ou  — ao. 
Les  diviseurs  de  36o ,  que  Ton  doit  soumettre  aux  épreuves  de 
la  méthode  du  n^  32o ,  sont  donc 

I,  2,  3,  4,  5,  6,  8,  9,  10,  12,  i5,  i8,  20,  24,  3o,  36, 
et— 1,-2,— 3,— 4,— 5,— 6,— 8,— 9,— 10,— 12,— 15,  — 18; 

le  résultat  de  la  substitution  de-|-  i  dans  la  proposée  est,  en 
faisant  abstraction  du  .si<;nc,  i44ou2^.3';  le  résultat  delà 
substitution  de  —  i  est  648  ou  2*. 3*. 

Gtia  posé,  passons  d'abord  en  revue  les  diviseurs  positifs^ 
partir  de  36  qui  est  le  plus  graqd. 


Su0  XÉTBOOE     - 

>  d6«*^  I ,  oa'3S  sa  y  X  5^  ne  clivîse  pas  i44  V^i  ctt  égal  ï 
a^ •  3*  ;  ainsi  36  doit  être  rejeté. 

Ou  rejettera  y  parla  même  raison,  30,24920,18,1 5, 12. 

10-—  r^  ott  g,  dÎYÎse  i44  î  ^^^^  10 4- 1  ou  11  nedirise  par  648 
qui  est  égal  à  a^«3^  ;  ainsi  10  doit  être  rejeté. 

On  reconnaîtra  encore  que  9,8,61 4 y^loivent  être  rejetés; 
'  c-est^'Kl ijre  que  les  seuls  diviseurs  positifa  qui  satisfoat  à  la  règle, 
sont  5, 3, et  a. 

Quant  aux  diviseurs  négatifs  :  i8+i|0u  19,  ne  divise  pas  i44; 
-ainai  *— 18  doit  être  rejeté. 

*  t5  +  >9  ou  16,  divise  i449  ^^^*  iS  -^  i,  ou  14»  ne  divise  pas 
648;  donc —  i5  doit  être  rejeté. 

On  verrait  panflllement  que— ia,r— 10|— 9,— 8,— 6,— 4i 
doivent  être  rejetés.  Ainsi  ,.l'on  ne  doit  soumettre  aux  épreuves 
de  la  métliode  du  n^  3^o,  que  les  diviseurs  •—  5 ,  "—  3 ,  et  —  a. 
£n  appliquant  la  méthode  aux  diviseurs 

+  5,  +  3,  +  a,  — a,  — 3,  — 5, 

on  reconnaîtra  que  5  est  le  seul  qui  remplisse  toutes  les  condi* 
.  lioQS ,  et  qui  soit  par  conséquent  racine  de  la  proposée. 
Effectuons  la  division  par  x  —  5  ;  il  vient  pour  résultat , 

•  * 

;  x'— 37X  +  7a  =  0, 

•équation  .qui  n^  saurait- avoir  de  nouveau  S  pour  racine,  puis- 
que- 5  ne  dLrise  pat  7a.  Ainsi  cette  équation  n'a  plus  que  des 
racines  incommensurables,  réelles  ou  imaginaires. 
3a3r  Yeici  de  nouveaux  exercices  : 

,  i».    .  X*  -^  5*'  +  ^Sx  —  ai  =  o. 

(a:— i)  {x—3)  (x^  — X  — 7)  =  o. 

a«.         ïS-r*":-  ^9^  rh  6x^  +  ^5x*  —  iqx  -f  6  :s  o. 

(3x-^  a)  (&r  —  3J  (ar»  +  i)  =  o. 

(«  +  a)*  (3jr—  ty  (jf»  +  i)  aa  o. 


DES  KàClVES  COBfMEPrSUlUBLES.  5ll 

[Pour  résoudre  les  deux  dernières  équations,  il  faut  d'abord 
faire  disparaître  le  coeflicient  du  premier  terme,  d'après  la  règle 
du  n*265)  appliquer  ensuite  la  mcihodQ  ^du  n^  Sgio  ni^^  deux 
transformées^  et,  après  avoir  obtenu  les  racines  entières  de  ces 

transformées /substituer  dnns  l'équation  «=^*^y  ^ui  a  scrTÎ'à 

la  transformation,  les  valeurs  ces  raisinés  oblenup]^ 

324*  Ce  qui  prookle  suffit  pour  la  détermination  dos  ra<ripet 
oommtnsurables  de  tonte  équation  siumérîqju»  dont  le4  -coeiST 
ctens  sont  raiionnels,  cfiiiers  ou/radhnmairesp  Cepundant  nous 
obscrv^rona  qu'il  y  a  des  questions  dont  les  énoncés  oonçlpisent 
à  des  équi^tions  de  degré  supérieur,  et  qui,  par  leur  nature, 
n'admeiteot  que  des  nombres  entiers  pour  solutions  j  c'est-à-dtre 
que  loi^te  solution  fractionnaire  ;  conimeusurnble  ou  incommen- 
surable, doit  être  regardée  comme  toul*à-fait  étrangère  à  la 
question.  •  ^  • 

»  *  • 

Soi  t,  par  exemple ,  proposé  dt  délerminor  la  bitso  du  ^^^me 
de  numération  dans  lequel  le  nombre  3 147  >  écrit  dans  le  sjrs^ 
thme  décimal,' tserait  représenté  par  P-ensémble  des  chiffres 
32042  (  système  cbercbc  ). 

Désignons  par  x  la  base  inconnue;     2,4<2r,o.x\2jr,  Sx^, 

expriment  les  Talqprs  relatives  des  dniTres  2^  4  f    ^)     2,  et  3, 
du  nombre  82042;  ainsi,  l'on  a  l'équation 

•     •        •  •  (  I  ■ .    • 

,   3x*  +  2X^.+  o.x^  -f.  4*  +  a  =  ai47i 

ou  bien  3x*+ 20:^  +  4**~^'45=®> 

à  résoudre  en  nombres  entiers  et  positifs';  car  x  doit  être,  |>nr 
sa  nature,  un  nombre  entier  absolu. 

Or,  pour  peu  quon  réllccbisse sur  la^raétliode  exposée  n®  3?.o 
pour  trouver  les  racines  entières  d'une  équation  dont  le  coefii- 
cientdu  premier  terme  est  l'unité,  on  verra  qu'elle  est  égale- 
ment applicable  au  cas  où  le  coefficient  du  premier  terme  est 
nnnopoibre  entier  quelconque^  lu  seule  différence.,  jiiY^tL'' 
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tion  eal,  par  exemple,  de  la  forme 


^r*  +  Px'»-*»  +  Qx»-*  +. . .  .  +  Sa^  +  Tx  +  U  =0, 

CQPiiite  en  ce  que ,  quand  on  est  parvenu  à  la  dernière  des  con' 
ditions  que  comporte  la  méthode ,  le  résultat,  au  lieu  ditn 
égal  À  <—  T I  doit  être  égal  à  —  A. 

On  penl  d'aillevrtreeoQiiaitrerexaolitiide  de  cette  assertion, 
en  reprenant  les  mêmes  transformations  et  les  mêmes  raisoo- 
nemens  que  ceai  qui  «ni  été  £iits  n*  Sig. 

Âînsî,  pour  trouver  les  racines  comi7ie/i/tfrâ6/e/  eniih^sà^mt 
équation  dont  le  premier  terme  a  na  coefficient  di8%rent<k 
l'unité  y  il  est  inutile  d'avoir  recours  à  ta  disparitioii  de  ce 
coefficient  I  transformation  qui  (n"a65)  a  PinconTénient  de 
conduire  à  une  équation  dont  les  coefficiens  sont,  en  général, 
trè^  grands.  * 

't>*aprës  cdai  recherchons  les  racines  entières  de  l'équation 

'.     •  . 

Ijêl  limite  su|)érieure  des  racines  positives  est  (n*  307  ) 

I  +  V^27Î5=  i4-7=8i 

le  nombre  ai45  est  décomposable  (jiritk,  n*  148)  en... 
3x5X1  iXi3  ;  ainsi,  il  n'7  a  lien  à  essajer  que  les  nombres 
3et5; 

S,  3, 

—  425,  —  711, 

—  85,  —  237, 

—  >7»  —    79t 

—  i5,  —    77, 

—  3y  »• 

*  •    •  • 

Le  seul  riombre  5  donne  pour  dernier  Tésnltat  ;  ~3y  oa  le 


DES  DITI8E0ES  DU  1%    3*,..    DI6B1&.  SaS 

coefficient  ia  prCmiop  ternie»  prU^n  «goe  coirtraire;  donc  cinq 
est  la  bap  du  système  cherché.. 

En  effet,  32o4i^  écrit  dans  le  système  juimi/v,  équÎTaot, 
dsbbs le  systèMeiclédiiisrl i à 

âx5«  +  3x5H«X6*+4x5+a, 

oa^ en  effectuant,  3x6a5-f-aX  ia5  +  4  x5+2:=^i47* 

On  peut  s'exercer  sur  les  exemples  suitans  : 

I*.  Déterminerla  baie  du  iYsfbne  de  numération  dans  lequel 
jZtïg  (système  décimal)  est  représenté  par  5563  (système  cher'- 
thèyii^OHié.'} 

a*.  La  base  du  sjsthme  dans  lequel Bi/^']^  (système  décimal) 
^H  représenlé  par  456356  (système  cherché).     [ r  =  sept.'] 

Recherche  de»  dtpiséur»  CêmmwnnavUee  du  seeamd  degré. 

325.  dbserOdiiùns  priUminaires.  La  méthode  des  racines 
cbmmensurables,  exposée  n*  3io^  est  aussi  appelée  méthode  des 
diviseurs  commensurables  du  premier  degré ,  parce  que,  con- 
naissant une  racine  commensuruUe,  entière  on  fractionnaire, 
d'une  équation,  on  peut  (n*  1)7)  diviser  le  premier  membre  par 
le  facteur  du  premier  degré  en  jr,  correspondant  à  cette  racine; 
et  les  coelBciens  de  ce  Dacteur  sont  nécessairement  commensu*- 
rabics  eux-mêmes. 

Lorsqu'une  équation  namériqueest  débarrassée  de  ses  dîvi* 
seurs  commensurables  du  premier  d^ré,  l'équation  résultante 
n'a  plus  que  des  racines  réelles  incommensurables  et  des  racines 
imaginaires^  mais  on  conçmt  que  plusieurs  des  facteurs  du 
pir^mier  d^gré  qui  correspondent  i  ces  racines,  quoiquç  ayant 
d^  «Oi^iBciens  incommcnsMrables,  peurent  fprt  bien,  par  leur 
^oaiblpaisoD  deux  à  dcux^  do^ner^naîss^oce  à  des  produils 
dont  les  coelliciens  soient  rationnels  ;  c'est  ainsi  que 
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X— 1  4.\/Z:5)(r— I  — V/~5)  =  x«  — ax+6.       ' 

Or,  sî  l'on  avait  quelque  moyen  de  découvrir,  daos  uneéqni- 
iiouy  les  dix^iseurs  commensuraùles  du  second  degré,  en  les  ég^ 
lant  à  o,  on  en  déduirait  des  racines  de  l'équation  proposée; 
et,  de  plus,  on  les  obtiendrait  sous  leur  yérilahlc  forme. 

Nous  allons  voir  comment  les  principes  ie  l'clîmî  nation  et  la 
méthode  du  u^  32o  conduisent  à  ce  but. 

326.  Soit  X  =  o  une  équation  débarrassée  de  ses  dî^iseui 
commeosurablos  du  premier  degré. 

Désignons  par  x'  +/'<3?  +g  Vun  quelconque  des  dlvisean 
du  second  degré  de  X\p  et  q  sont  deux  indéterminées  dont  3 
faut  tâcber  d'ohtenir'^les  valeurs  en  nombres  commensurabkt, 
s*il  est  possible. 

Pour  cela ,  diifisons  X  par  x*  +  px  +  q  ;  cl  concevons  fk 
Von  ait  poussé  V opération  jusqu'à  ce  qu*on  soit  parvenu  à 
un  reste  €Ui  premier  degré  en  x,  de  la  forme  M&  -)~NyM  et  S 
étant  des  indéterminées  fonctions  dey^  et  de  q*  £11  égalant  ce 
reste  a  o,  on  éliibiira  la  condition  que  x*+px  4-  q  devienne 
diviseur  exact  de  X;  d*ailleurs, cette  division  doit  se  faire  ic- 
dépendammcnt  de  toute  valeur  particulière  attribuée  a  x; 
donc,  en  vertu  du  principe  n®  180  sur  les  équations  identi- 
ques, r équation  Mx  +N  se  partagera  nécessairement  en  deux 
autres 

M  —  o,   N=o,     ou  bien,     F{p^q)  =  Oj  T'  (p,q)z=o. 

Cela  posé,  la  question  se  réduira  à  trouver  (en  nombres  corn* 
mcnsurablcs)  tous  les  systèmes  de  valeurs  de  p  et  de  q  propre 
a  vérifier  ces  deux  équations. 

On  commencera  par  former,  d'après  les  méthodes  connuff» 
Féquation  finale  en  p  y  à  laquelle  on  appliquera  la  méthoifi 
des  racines  commensuraùles  {n^  3 20).  Jprhs  avoir  obtenu  toMtei 
les  valeurs  rationnelles  de  p,  on  les  substituera  (u^27o}  damk 
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Ttste  du  premier  degré  par  rapport  ^  q,  lequel  reite ,  4gçté  en; 
mile  à  Qfd<mneralesyqlefArf  rationnelles  dcï^içorrespçndaniei 
aux  valeurs  de  p  f^jà.  trquvief^^^^nJin^CQnsuH}iluera  chacun 
des  sjrsiimes  de  valeurs  dq  pc/  i^  q  dans  le  <n'/2(7me^*-4-px-|rq  î 
ce  qui  donner^  4^qnt  (^  dii^isjSfirf.pffipfncrf^Hrabl^s  du  second 

degré,   .  '..  ^ ir.-f..»:     L.  »  >  .  ■,.     <      '    ..  .» 

II  est  évident  que  l'équation  finale  en  p  doit  élre  d'un  d4gr4 

marqué  par  m  f J,  m.élant  IjB.dojgrécîcXéqualîon,  piiîs- 

q«0  c'est  ijtxfMrosston  idft  nomlMf  kMftl-  4egf <itiiMmti^.caoi»men* 
•araliW.^tt'  ii^c^nbrù^nsuflabfeaf^lu  ^riQOttd  4egrd«  t)•|l^^è|'cqUy 
pn  petit  i«^hiQOiid>îeiiceHb  vtétkuikb ,.frcil^  eHldi^orte»  ^i^i^ 
compliquée  dans  la  pr^li^iftw^  rAftsai*  Tiisage  'eia  Q^->iL;p)»tt 
fréquent*. '•' .««j  >    -î — .  . .  >'«Vf  .     '    \  '     .     .     " 

Ort  totf  assez  ceqti^l  #iodt<iiit  tsXré  pdûi*<Àt7enlr' Iosdt9i«« 
setirs  coinnvêiiétitâbltiS'-dtt  9^9i^{((<i^i«f.;.>/,'4i^é9'«|iâUiiei>dci* 
nièk^s'queytioiii  ne  SMil^aubiMte  Milité  Oi  '  «]  >i  .tv.i/!.)  -^^ 

§HI.jRéJ[2^^fi^Aer^  raoif^  l^éites'fnèommamittrablès. 

Lor^ii'ori''a  d^baVm^é  me  é<)natîdh  aerfdns'Iës'dK'iséitrè 
du  preiiiîé^'Hîegî'ê  qbl'eofrespôtidènt'à  séir'racirieé  baiMfénsu«> 
rnblcs,  Péqua(îohHfi9ùItantètf;tdflaèt  pliisqàedes  r^eliiei'Péelhfè 
incamménsiUf^bles,hûé^rkAhkiimaffinaih^^  ?  .1       t 

lia  VérlVabie  forme  des  f aclnes  réelle^  inconimehsu'ra1)1ejtf 
il'uné  tl^uafioh  iTàti  degré  quefébnqiie,  reitcà-aî  la  connue  tarit 
qu'on  n'aura  pas'de  ihélhode  générale  pour  ré^oudrè'les  équa- 
tions a1gér)'rK|ùes  de  (If^grc  supérieur.  Maïs  si  !a  détermination 
Je  leur  îornié  est  encore  unprolilèmî  a  résoudre',' il  n*en  est  pa^s 

ainsi  de  ta  Valeur  numérique  ile-  cliacurie  dé  ces  facîbcs;*et'!l 

• '.•.^•'      \   z  ..    \    ■    ^î    '•     •       '    '•      ■»       - .    *  .  î  •  ;  -    .»•       ".*.     ., 

'    •*       ■■      ,i.*-  ^..^    f-^^T^  ■..    .il- «»■■.-*  ^-*    ...  -l..-'--  •■•1    '.  t         ^  .    .'     .     t^t^     ^  ^      li'r    1  Ipbi  I  I 

{*l  Dans  utiedcf  no(çs  placccs  h  la  CuiiU  ce  clianltrçyoouy  nons  propo- 
sons  <lc  une  qucl()ucs  tiiuU  fttir  lu  dccoiupusuion  U  ua  polyqoiuc  .adoancl 
Cl  entier  quelcotifpie  en  tcf  fadeurs  premiers.  '  ^  '  >^*    '  *  '*^'     <*   '•   -> 
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les  râleurs  cle  x  dhs  que  Ton  connatt  les  râleurs  de  jr^  ri  ^oe, 
par  Iiypotliëse,  a  et  a+  i  comprennent  une  valeur  de  x  tt 
n'en  comprennent  qu'une  seule,  îl  faut  nécessairement  que, 
parmi  les  râleurs  réelles  de  j'f  îl  jr  en  ail  une  plus  granit 
que  I,  et  qu*il  r!y  en  ait  qu'une  seule;  autrcmcnt|  ce  ier»il 
supposer  que  a  et  a  +  i  comprennent  plus  d'une  nleur 
de  x. 

Si  donc,  dans  Tcquation  YzrrOyOn  met  snocessivement  pour/, 
les  nombres  entiers  i  ,12 ,3 , ...  à  partir  de  l'unité ,  on  est  certain 
d'obtenir  tôt  ou  tird  iia  changement  de  signe;  et  les  deu 
nombres  qui  auront  produit  ce  cliangcment  de  signe  oon- 
prendront  la  vakur  cbcrchée  de  jr* 

Soient  b  et  b  +  i  CCS  deux  nombres;  posons  dans  Y  =  0| 

j^=  6  +  —;  il  en  résulte  une  transformée  Y,=o,  (que l'on ol)- 

Tiendra  par  le  moyen -indiqué  ci^dessns);  et  cette  équation , 
parmi  ses  racines  réelles ,  en  aura  encore  une  seule  plus  grande 
que  I ,  que  l'on  mettra  en  évidence  parla  substitution  des  nom- 
bres entiers  1  ^2,3 ,  • . .  dons  Y|  =  Oi 

Soîentcetc+i  les  deux  nombres  entiers  qui ,  ayantclù  pro- 
duire un  cliangement  de  signe,  comprennent  la  valeur  de/,. 

On  posera  dans  l'équation  Y,  =  o ,  ^*,  ==  c  -f  —  j  ce  qui  don- 

•Ta 

ncra  la  nouvelle  transformée  Yt  =  o,  ayant  une  seule  racine 
plus  grande  que  i. 

Soient  d  et  </  -|-  i  les  deux  nombres  qui  la  comprennent; 

on  posera  de  nouveau  dans  Y,  =;  o,  j',  ==  </  +  —  ;  et  Ton  con- 

tinuera  cette  suite  de  transformations  aussi  loin  que  Ton 
voudra. 

Bapprocbons  maintenant  les  relations 

^  J^i  J%  Ji 
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il  en  résulte      ar  =  n  H 


I 


t. 


'+j 


Or,  on  sait  que  j  dans  une  fraction  continue ,  plus  on  prend 
de  fractions  intégrantes  ,  plus  on  approche  de  la  yaleur  du 
nombre  qu'eUe  représente  ;  et  le  degré  .d'approximation  est 

exprimé  {Ariih,,  n**  174)  par  j=^|   N  étant  le  dénominateur  de 

la  dernière  réduite. 

Ainsi  la  méthode  qui  Tient  d'être  ei^sée  9  donnera  la  va- 
leur de  Xj  avec  tel  degré  d'approximation  que  l'on  voudra. 

329.  Appliquons  la  théorie  prd6éd«n]te  A  l-ëquatidii"  -  ^ 

D'abord I  les  limités  supériéUt^ë  de^  racines  positives  et  néga- 
tives sont  9  comme  il  est -aisé  decfé  voir;. -f- 3  et  —  a. 

Soient  mis  successivement  à  la  place  de  x,  dans  l'équation^ 
les  nombres  ...  .'    .  r  :.  :- 

—  a,.— ,1,     o,    +;,.f.a,  -t.3; 


0    • 


on  obtient  les  résultats  ^      :...:.  :.!  .,   .     i  j..,  'r 

—  »>  +  ',—3,— .7^—^*, -4- .9^1 

et  comme  il  y  a  iroU  changem^ns  de  signe,  il  s'ensuit^jqhel'ë* 
quation  a  ses  trois  racines  réelles ,  savoir  :  une  positive  com- 
prise entre  2  et  3;  deux  négatives  comprises  respectivement 
entre  o.et  —  i ,  puis  entre— f,  et  —  a. 

Occupons-nous  premièrement  de  la  valeur  positive. 

Posons  dans  l'équation  (1)  ar^=  2  +  -  ; 

il  en  résulte  (n*  828)  une  équation  de  la  forme 


Aj''+A>'  +  ^j'+i=o, 
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dans  laquelle  on  a 

A    =  (a)^  —  5  (a)'  —  3  =  —  5, 

A'  =;  3  (2)*-  5 =+7. 

A' 

a. 5"^    —  -I-  '5 

d'où ,  substituant  et  changeant  les  signes , 

Sj'— '•]j*  —  6jr~- 1  =  0  ...(t). 

J 

Faisons  dans  cette  équation  ^  J^=  i|2y3y. . .; 
il  Tient  pour  jr.zrzi^   —    9, 

•r  =  2,  —    I, 

.        j^  =  3,   +  53; 

donc  la  yaleur  cherchée,  de j^,  est  comprise  entre  2  et  3. 

Posons  dans  Péquation  (2) , . . . .  j^  =  2  -f-  —  ; 
il  en  résulte  la  transformée 

dans  laquelle  B    =  5(a)^—  7(2)*— 6<a)'— 1=—  >> 

B'  =i5(a)*— i4(a)'— 6 =+j6, 

—  =i5(2)'—  7 =+»3, 

d'oh  y  substituant  et  changeant  les  signes , 

j-î  — 26rî  — 25r.  —  5  =  0...   (3). 


« 
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Goliitne  cette  éqnatioti  rerièttt  à 


I      < 


il  est  yisible  que  toute  Taleur  plus  petite  que  26  j  substituée 
pour  jTi ,  donp^rait  un  résultat  négatif.  . 

Mais  si  Pon  pose  j-,  =  a6 ,  il  en  résulte. . .  —  6ô3 ,    *  ' 

exjiss^ii ;...4-io3;^         ' 

dono^i  est  compris  entre  26  et  27. 

■  ■     '    ''    i  t.f    '  ' 

Posant  dans  l'équation  (3) . .  .j-,  =  a6  -f-  — , 

on  obtient  la  nouvelle  transformée 

dans  laquelle       C  =  (26)'^26(26)*— a3(26)— 5=— 6ô3 , 

C  =3(26)«— 52(îi6)«ii-23 =+653, 

Ç-=3C26)'-^ii6 :\ =4.  52, 

^  - 

•  o-' =+  '■' 

d'où  I  substituant  ^  changeant  les  signés , 

6o%rî  ^663jr;  —  6a^^—  i  =  o. .  •  .(4), 

éqnatîdn  qui*  revient  à  celle-ci  : 
'•■>,» 

J'I  (6o3j-a  —  653)  —  52^". —  1  =  o. 

i  » 

Comme  j**  =^  I  donne  pour  résnltat,  —  io3 

et^a=2 +2107, 

il  s'ensuit  que  jTa  est  compris  entre  i  et  2. 


En  posant  de  nouveau J*»  •=  i  H , 
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or.  obtiendrait,  tout  calcul  fait ^  pour  la  IransCormée » 

loS^-J  — ^^IXl  —  ii56;^,  — 6o3.=  o..  .(6), 
ou  bien  jrl  (io3j",  —  4^1)  —  i  iSfy^  —  6o3  =  o. 

Or  il  est  facile  de  reconnaître  que  la  valeur  Aej's  est  compriie 
entre  6  et  7  ^  ensorte  que  ,  si  l'on  voulait  continuer  repéra- 

M 

tion ,  il  faudrait  poser  j's  s=  6  +  — . 

Mais  arrétons-^ious  aux  résultats  déjà  obtenus. 

Les  valeurs  àe  x^jr^^jr^^  jr$^  jr^  donnent  Heu  à  la  fradioo 


continue     x  as  a  H 

.+  ■ 

-ifi  JL    ' 

■ 

a6  f 

'+-6 

^.i  les  réduites  conséeutÎTes  étant 


7.    5    i3a    137    954  I 

7'  ::>  "^^>  Tk^  ïïiw' 


i'  i*   53*  "55'  383' 

il  s'ensuit  que  la  dernière  exprime  la  valeur  de  :r  à  moins  d'une 
fraction  près ,  marquée  par  ■,x^-   ou  "7c£y>r  • 

En  réduisant  ^^  en  décimales  et  poussant  l'opération  jus- 
qu'aux looooo"*"  inclusivement,  on  trouve 2, 49^^^ >  "^^'^^^^ 
qui  est  censé  exprimer  la  valeur  de  x  à  moins  de  0,00001  près. 

Cependant ,  comme  cette  valeur  est  trop  faible  pour  deux  ni" 
sons,  1**  parce  que  la  réduite  ^^  est  de  rang  impanr,  a* parce 

que  2,49^^  ^t  une  fraction  moindre  que  cette  réduite,  il 
serait  possible  que  le  dernier  cbiffre  6  dût  être  augmenté  d'onf 
unité. 

Mais  si  l'on  substitue  successivement  2,49086  et  2,49^^ 
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dans  la  proposée,  on  trouve  deux  résultats  de  signes  contraires. 
Ainsi  2,49086  représente  en  moins  y  à  0,00001  près,  la  racine 
posItiTO  de  l'équation  proposée. 

Quant  aux  deux  racines  négatives,  observons  que,  M  l'on 
change  x  en  •*— or  dans  l'équation  (i) ,  elle  devient 

« 

jp»  —  Sx  -f  3  =  04 

et  les  racines  positives  de  la  nouvelle  équation ,  prises  avec  te 
signe  — ,  donneront  les  racines  négatives  de  la  proposée.  Ainsi 
la  question  est  ramenée  k  la  recherche  des  racines  positives 
de  la  transformée  qu'on  vient  d'obtenir. 

Or,  en  répétant  sur  cette  transformée  des  calculs  analogues 
aux  précédens ,  on  trouve 

i^  pour  la  racine  comprise  entre  o  et  1,....   0,66662; 
2^  pour  la  racine  comprise  entre  i  et  2,. .  . .    1 ,83424* 
Donc  enfin  ,  les  trois  racines  de  l'équation 

x^  — 5x  — 3  =  0, 
sont     x=at2, 49086,     x  =  — 0,65662,     x=s— 1,83424. 

(On  reconnaît  en  effet  que  la  somme  aTgébrique  des  trois  ra- 
cines est  nnfley  ce  qui  doit  être,  puisque  le  coefficient  du  second 
terme  manque  dans  l'équation.) 

33o.  Remarque.  —  En  réfléchissant  sur  la  méthode  précé- 
dente, on  voit  qu'elle  suppose  essentiellement  qu'entre  les  deux 
nombres  entiers  a  et  a^  i,  il  ne  tombe  qn^une seuk  racine  de 
la  proposée;  puisque  ce  n'est  qu'.i  celte  condition  tf|ue  l'^m.peut 
affirmer  que  chacune  des  transformées  a  une  seule  racyne  plmi. 
grande  que  L'unité»  et  par  coo^équenta  qu^  la  sukslitutiion  des 
nombres  i  ,2,3,...  à  la  place  dej^,  j^,,  j",,  dans  ces  transfor- 
mées, doit  produire  tôt  ou  tard  un  changement  de  signe. 

Cependant ,  lorsque  l'on  connaît  d'avance  le  nombre  des  ra- 
cines comprises  entre  a  et  a+  1,  ii  est  possible  que  la  méthode 
réussisse.  [F^'ojrez  le  3*  exemple  du  n"  353.) 
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et  par  suite  les  réduites 

2       9       ao        1^9 

7'     4'    7'     58  '•'    • 

dont'U  dernière  ;  convertie  en  décimales,  donne  2,aa4^  ^'^^ 
près  ;  puisque  l'on  a  évidemment  tfôTs  ^  OyOOi  ; 

(  cette  valeur  est  un  peu  trop  forte  ). 

332.  Nous  indiquerons  k  cette  occasion  le  moyen  de  déve- 
lopper toute  espèce  de  nombre  (absolu  )  en  fraction  oontinne. 
Ce  mojen  suppose  seulement  qu'on  sache  extraire  d'un  nombre 
donné  la  partie  entière  qui  s'y  trouve  contenue. 

Soient  A  le  nombre  proposé ,  a  sa  partie  entière  (qu'on  est 
censé  savoir  trouver  ). 

6n  a  d'abord  l'égalité A  =  a^L 

(BéUnt>i); 

d'oii  l'on  déduit    ^  =  A  —  a,     et     B  = 


B  -»--"  —  A  — o' 

Soit  b  la  partie  entière   de  B   ou    de ,  oblcnoe 

A  —  a 

par  un  moyen  quelconque^ 

on  a  la  nouvelle  égalité B  =À-f/?» 

(C  étant  >i); 

d'où     ^  =  8-6,  C=g^.     ou     C=c  +  i; 

L=C-c,D  =  ^-L-,     ou     D  =  J  +  ^. 

Et  ainsi  de  suite. 

Rapprochant  actuellemeul  les  relations 


*        I»   TRACTIO!!   COWTINOE.  537 

on  obtient  finalement  A  sous  la  forme  (?une  fraction  continue  > 


A  =  tf  + 


c  ^n*»  •  •  • 


N.  B.  Le  procédé  établi  en  Arithmétiqoe  (ii**  édition , 
n^  167  )  n'est  qu'un  cas  particulier  de  cette  méthode  géné- 
rale. 
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Soit  à  développer  -^  en  fraction  continue. 

On  a  d'abord,  en  effectuant  la  division, 

A  ou  -^  =  3  +  SI  •  **  ^°*  donne  A  =  3  +;  ^^  ; 

1  80       _  8q  '     .      Q     ,  -.  I 

h=  ê- <^  =  7  =  »+  1^ ""■"■=        <=  =  »+5' 

g-=      Q'^^|="+gi  doncenfin,  D  =  i  +  g  ; 

d*o&  résulte  la  fraction  continue  demandée. 

333.  Lorsqu'on  veut  évaluer  les  radicaux  du  second  degré 
par  la  méthode  précédente,  il  faut  faire  usage  des  transforma- 
lions  exposées  n*9i. 

Soit,  par  exemple ,  à  évaluer  |/6  en  fraction  continue. 

Il  est  d'abord  évident  que  V^6  est  compris  entre  2  et  3; 

Ainsi  l'on  a  V^6,  ou  A  =  2  -f-  -n  ; 

d'où       J  =  v/6-a;B=^^^. 

Pour  obtenir  la  partie  entière  contenue  dans  B ,  multiplions 


54o  METHODE   d'aPPROXIMATION 

Actuellement,  si  l'on  fait  attention  que  le  résultat  de  U 
substitution  de  a ,5  difiEêre  moins  de  o  que  le  résultat  de  la 
substitutioiv  de  2,  on  doit  en  inférer  que  la  racine  est  plus 
près  de  a, 5  qne  de  a. 

On  pose,  en  conséquence,  dans  l'é^fuation  > . .  •  ar  =  2 ,4  ; 

et  il  irient  pour  résultat, *—  i  ,176; 

or  a |5 avait  déjà  donné  pour  résultat , -j^o^i^Sj 

donc  la  racine  est  comprise  entre  3,4 et  a, 5. 

En  continuant  ainsi  de  substituer  des  moyens;  termes,  00  par- 
viendrait à  resserrer  de  plus  en  plus  les  deux  limites  de  la  racine. 
Mais  lorsqu'une  fois  on  a  obtenu ,  comme  da^ns  ce  cas  -ci ,  la 
valeur  de  x  à  moins  de  o,  i  près,  on  peut  en  approcher  davan- 
tage par  un  autre  moyen  ;  et  c'est  en  cela  que  consiste  princi- 
palement la  METHODE  DB  NbWTOM. 

Faisons  dans  l'équation     x'  -—  5a:  -«•  3  =  o-, 

jr  =  2,4  +  «j 

nous  obtenons  (n"  262)  la  transformée 

X'  -f  Y'i/  +  -  «•  +  «3  =  o, 

2 

dans  laquelle  X'  =  (a, 4)'  —  ^(ai4)  ^*  3  =  —  »,  176, 

Y'  =  3(2,4r  — 5=12,28, 

-  =3(2,4)  =7»*- 

L'équation  en  u,  étant  du  3*  degré,  ne  |>eut  élre  immédiate- 
ment résolue  ;  mais  en  transposant  tous  les  termes,  à  l'exception 
du  terme  Y'u  ,  et  divisant  les  deux  nicmbn  s  par  Y',  on  peut  la 
mettre  sous  la  forme 

X'        Z'      ,       I      , 
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Cela  posé ,  puisque  Fune  des  trois  racines  de  cette  équatrou 
doit  être  moindre  que  o,i  ,  d'aprës  la  relation  jr  =  2,4~H<<> 
les  valeurs  correspondantes  de  u'  et  de  i^  sont  moindres  que 
0,01  et  0,001.  lyailleorsy  Finspection  des  valeurs  Y'  et  deZ^ 

prouve  que —r»  est  <^i;  ainsi  la- valeur  de  II  ne  différant  nu-* 

X'  .      Z'         I 

mcriquement  de  —  ^  que  par  la  quantité  -^  4"  Ç7  '^^  ^^'^  ; 

le  plus  souvent,  est  au-dessous  de  o,oi,  cette,  valeur  d«  u , 

X' 

ciis-je,  est  exprimée  par  — ^;  à  0|0i  près. 

G>mme ,  dans  cet  exemple , 

X'      +1,176        1176 

I 

il  en  résulte     Mzr^yOg,  à près ,  et  par  conséquent    ' 

«.=  2,4+0,09  =2,49»  à— près. 

En  effet,  1^49  substitué  dans  le  premier  membre  de  la  pro- 

posée  ,  donne  pour  résultat     —  0,011 761  ; 

tandis  que  »^5o  avait  donné  4-  o,  isS. 

Pour  obtenir  une  nouvelle  approximation,  faisons  dans  la 
proposée ,     x=^2f^<)'\'  u^\  nous  avons  l'ëq  uat ion 

•    •        •     . 

X*  +  Y'h'  +  — «"  +  «"  =  o, 

dans  laquelle    X'ir  (2,49)^—5(2,49)  —  3= — 0,011761; 

T*  =3(2^,49)*— 5=  i3,6oo3, 

Z' 

—=3(2,49)  =7,47. 
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Mais  l'équation  en  i!  peut  s^écriro  ainsi  : 

'—_?-.—       ^       i/«  _  i      '3 

"  "~      Y"       2.YV       .   Y''"    • 

6t  puisque  l'une  des  valeurs  de  ri  doit  être  moindre  que  0,01, 
les  Taleurs   correspondantes  de  1/^*,  u'^,   sont  moindres  que 

0,0001   et  0,000001  ;  donc—  s  peut  représenter  la  râleur 

de  u'  ^\  o  y  0001  près. 
Gotnmc  on  a 

X'  0,011751  11761     ^^ 

Y"  i3,6oo3        13600300"^     '  "*  ' 

il  s'ensuit  que  vl  est  égal  à  0^0008,  à  0,0001  près  ;  ainsi 


,    ^  =  51,49  +  0,0008  =  2,4908,  à  j^j^  près. 

II  serait,  en  elTetyfacile  de  reconnaître  que  2, 4908  et2,49<^f    ' 
substitues  dans  la  proposée ,  donnent  deux  résultats  de  signes 
contraires. 

En  posant  de  nouveau  a:  =2,4908+11^,  on  obtiendrait 
une  valeur  approcbée  de  ^  à  0,00000001  près. 

(Ordinairement,  cbaque  opération  nouvelle  donne  pour 
la  racine ,  un  nombre  de  cbifires  décimaux  double  de  celui  de 
l'opération  précédente  ;  cela  résulte  évidemment  des  raisonne- 
mens  ci-dessus). 

335.    Voici  en  quoi  consiste  la  méthode  générale  : 
Soient  p  etp-i-  i  deux  nombres  qui  comprennent  l'une  des 
racines  de  l'équation  X  =  o. 

On  commence  par  déterminer  la  valeur  de  celte  racine  à 
0,1  près,  en  substituant  une  suite  de  nombres  compris  entre 
/7  et/>  +  I ,  et  continuant  jusqu'à  ce  que  deux  de  ces  mojq/» 

termes  ne  diilerent  entre  eux  que  de  — . 

'  10 

Cela  posé,  appelant  x'  la  valeur  de  x  obtenue  à  Oyi prff 
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on  pose  dans  réquation    X  =  o, j:  =  y-|-ii; 

ce  qui  donne  la  Iransforraée 

X'  +  Y'ii+  — M\...+tt-  =  o, 

qu'on  peut  écrire  ainsi  : 

U—    .^    ....    «^  I     I/*  MMM  —^m     Ii*> 

—  —  ^,  —      Y'  **••••        Y' 

G)mme ,  dans  le  second  meiobre  de  cette  équation ,  l'enseniblQ 

X' 

des  termes  qui  suiyent — '=;,  est  ordinairement  au-dessous  de 

X' 

o,oi ,   on  les  néglige  en  calculant  —  =7  ^  o^oi  prhs,  et  Von 

ajoute  le  résultai  à  x';  ce  qui  donne  une  nouvelle  Taleur  x'» 
approchée  déx  à  0,01  près. 

Pour  obtenir  une  3*  approximation,  Von  pose,  dans  Féqua^ 
tîon,  OF  ==  j?*  4"  *' i 

ce  qui  donne  la  transformée 


I         « 


X"  +  TV  +  ~  «'•  +  ,..,  +  «'-  =  0^ 


d'où  U  =  — yF  —  ~Y*"  •  •  •  •  ""Y»  ^    ' 


Négligeant  tous  les  termes-^  ~=i  w'' — ... —  =  w'",  (dont 

X' 

l'ensemble  est  supposé  moindre  que  0,0001  )j  on  calcule  —  =^ 

en  poussant  €  opération  jusqu  aux  loooo*'"",  et  ton  ajoute  le 
Vf5ii/tô<  iix';Gequî  donne  une  3*  Taleur  jc^approchée^o  ,000? 

près. 

Pour  avoir  une  nouvelle  approximation  y  on  remplace  x  par 
-sT  +  u*  dans  la  proposée. 
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On  calcule  V expression  —  =75  ,  qui  résulte  de  cette  trans- 
formation ,  et  Von  pousse  Vopéraiion  jusqu'au  8*  chiffre  dé- 
cimal inclusivement ,  puis  Von  ajoute  ce  résultat  À  x**  ;  et  ainsi 
de  suite. 

On  répète  cette  série  d'opérations  pour  chacune  des  racines 
positives.  Quant  aux  racines  négatives,  on  ramène (n*  Sag)  leur 
recherche  à  celle  des  racines  positÎTes  ,  en  changeante  en  —  x 
dans  la  proposée. 

336.  Première  remarque,  La  méthode  précédente  est  fon- 
dée sur  ce  que ,  dans  la  transformée 

Z' 

X' +  Tu +-W* +....+«"=  o, 

qui  revient  à       m  ^  —  =7  '-*-  --^  ir  *—....  —  ^  yr, 

on  peut  négliger  tous  les  termes  affectés  de  lî*,  w\  m ' . , . .  ,sans 
erreur  sensible  sur  les  lôo""*'  à  la  première  Ojiération^  sur  les 
loooo"*"'*  à  la  seconde ,  etc.  ;  mais  cette  méthode  est  quelque- 
fois en  défaut ,  ainsi  que  Lagrange  le  prouve  dans  $on  Traité 
de  la  résolution  des  Équaxions  numériques. 

On  a  toutefois  un  moyen  de  s'assurer,  à  la  fin  de  chaque  opé- 
ration 9  si  la  méthode  a  donné  le  degré  d'approximation  que 
Ton  croyait  devoir  obtenir. 

Par  exemple,  pour  reconnaître  si  2,4908  exprime  la  racine 
positive  de  x^  —  5jr  —  3=ao,à  0,0001  près,  on  substitue, 
dans  cette  équation  ,  2,49^8,  puis  2,4909  ou  2,4907,  suÎTant 
que  le  résultat  de  la  substitution  de  2,4908  est  de  signe  con- 
traire au  résultat  de  la  substitution  de  3  ou  de  2  ;  et  si  les  deux 
nombres 2, 4908 et  2,4909,  ou  bien  2, 4908 et  2,4907^  donnent 
deux  résultats  de  signes  contraires ,  nul  doute  que  2,4908  ne 
soit  une  valeur  exacte  à  0,0001  près  ,  soit  en  moins ,  soit  en 
pkts.  S'il  n*cn  est  pas  ainsi ,  Ton  augmente  ou  diminue  le  der^ 
nier  chiffre,   d'une  ou  de  plusieurs  unités  (de  Tordre  des  dix- 
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htillièmeÊ  )  y  jVuqa'à  oe  qu'on  obtienne  àexa,  honbsès  qai^ 
fut  lenr  snbAittttiôn  >  donnent  deux  résultats  de  signes  con^ 
traires.  ^    ' 

337.  Seconde  remarque.  Il  j  a  aussi  des  cas  o& ,  dès  la  pre<^ 
miëre  opération  ^  il  est  néoessaire  de   calculer  la  quantité 

—  =7  jasqu'auic  loo©**"'',  et  niéme  jusqti'anl  lobOo""*». 

» 
Soit  rëqnation 

x'  — 6r —  7  =  Oj 

dont  il  est  aisé  de  s'assurer  que  l'une  des  racines  est  c>r>iD prise 
entre  a  et  3  ;  quant  aux  deux  autres,  elles  sont  imagîiiairek 
(comme  nous  le  verrons  n'  342). 

On  reconnaîtra  d'abord  facilement ,  par  la  substitution  des 
moyens  termes ,  que  là  racine  réeTle  est  comprise  entre  il  > 9 
et  S. 

Maintenant,  faisons  dans  l'équation  y  àc  =  à  ^^  -j-'u;  il  en  ré- 
sulte la  transformée 

dans  laquelle      X'3B!.(a»9i)^  — 6(a^9)  — 7=5:— 9,nM.,.; 

y=:>3{2,9)«  — 6=ti9;23, 

Z'  ' 

-  =3(a,9)  =  8,7. 

ïlégligeant  les  termes  en  li*  et  i/^,  On  a 

X' 0,011  II 

.    ."  ""      T  ""  19^  ^  igaSo* 

Or,  sî  l'on  réduit  celte  expression  en  fraction  décimale^  où 
trouve  des  zé/'os  jJôur  lés  trois  preinîèf s  cTiiffrês  décimaux ,  et 
5  pour* le  4*  chiffre;  c'est-à-dire  q\ié  Ton  a  tt=s  ô,ooo5  (en  né 
tenant  compte  que  des  quatre  premiers  chiffres 'dëcitnaux);  c6 
qui  dodne  pour*la  valeur  de^lr,     ar=  2r,^o5. 

Pour  vérifier  cette  valeur,  il  faut  substituer' 3,9005*  dànS 
la  proposée;  on  trouve  -^à,6oi3(ï,   réîmltàt  de  sigue  con-* 

35 
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tniro  à  ibehii  <|w  donna  XT=si;  aun  e&  idbstifain*. 
X  »  2,9oo&,  on  obtient  «f  o,ooo54i  ipî  oit  èe  «gM 
traire  à  — o  ,00^38.  Donc  2  ^gooS.  exprime  la  \aleur  dn  Jr, 
à  0|00oi  prb. 

338.  Rapprochement  des  deux  méthodes.  Lt  méthode  d'ip* 
proximatioa  de;  Lagrange,  quoiqu'on  général  moins  expéditîve 
que  celle  de  Newton ,  a  sur  celle-ci  Tayantage  do  donner  à 
chaque  opération  une  approximation  toujours  oertaina. 

On  pourrait  même  1  la  rigueur  trouvèri  par  la  méthode  de 
Logrange,  les  racines  eommensurables.  La  fraction  conturae 
que  Von  obtiendrait,  serait  alors  composée  d'un  nombre  limité 
de  fractions  intégrantes-,  c'est-à-dire  qu'en  continuant  les  opé- 
rations convenablement»  on  partiendrait  à  une  équation.»  •. 
Tcn\=^  Or  dont  la  racine  positiye  plus  grande  que  x  serait  égjsk 
a  un  nombre  entier  ;  et  toutes  les  réduites  consécutÎTCs  étant 
f^rm^s ,  Ja  dçrnjëre  représenterait  la  Traie  râleur  de  la  racine 
commensurable. 

Ce  moyen  est  sans  contredit  moins  simple  que  la  méthode 
exposée  n**  32o;  mais  c'est  le  seul  que  Pon  put  employer  si 
Ton  supposait  que  quelques-uns  des  ooeffîciens  fussent  tr- 
rationnels;  car  la  méthode  ordinaire  n'est  npplieable  qit*avi 
équations  dont  tons  les  coeficiens  sont  des  nombres  commesi- 
surables. 

La  méthode  de  Newton  ne  pourrait  pas  donner  ces  mêmes 
Vacines  exactement;  puisque ,  d'après  sa  nature  »  on  n'obUent 
les  Taleurs  numériques  des  racines,  que  sous  la  forme  de  frae- 
tions  décimales. 

Nous  observerOM  touteMs^ue  l'application  simultanée  des 
deux  méthodes  à  -une  même  équation ,  peui  abréger  benwoonp 
les  calculs.  Ainsi,  par  exemple,  après  avoir  d'abord  emplojé 
la  méthodo  des  fractions  «ontinues  pour  obteniv  ehaonoe  «les 
racines  à  o^  1  et  même  à  o^  ox  près  ,  rien  n'empêche  d'avoir  re* 
cours  à  la  méthoda  de  Newton  pour  obtenir  un  plus  grand  àegfi 
d'approximation* 

La  méthode  de  Newton  suppose j  en  général^  comme  eelit 
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ide  litgraage  («F B3«) ,  qM/i^t/;  4*  t  «  oodipreaiiéitt  i(i^«âii 

SsKXanUB  VABiTE.  C<w  OM  diwaf  m>mftre:r  eitfieyv  cométutîfi 
peuvent  comprendre  plus  dune  racine  'réelle.   '    '  ' 

339,  Lorsque^  par  la  substitution  des  nombres  entiers  *q6^- 
flécntifii  compris  entre  les  limites  4-  L  et  — r  L',  on  obtient 
tmtant  de  cbangemens  de  signes  iqult  y  a  d'unités  ^aps  tç  de- 
gré dé  Féquatîon^  S  est  clair  qaè  toutes  &i  r^inêîy  &  fji. 
quatUm  sont  réelles,  et  que'cbacùne'iî^elies'a  une  partie  ratière 
ilifloi  uiite*  '   >  .   .  I 

Mais  si  Té  nombre  des  cbangemens  des'igne.est  Tnoih(f^)^ùe 

le  degré  de  la  proposée ,  cela  peut  proyenir ,'  éa  de  ce  due 

l'iéqàatîÔD  a  dés  yœHies  réelles  et  tietf  ytitiné»* tnidgfnéÉms , 

on  bien  de  ce  qbc  phisienrs  racines  ^néemAtensnttahU^  sont 

comprises  entre  deux  nombres  entiers  oonsécttfi&'''Ea  éfkX^ 

tm  a  TU  («^  io4)  qne  àe«H  aoÉihup  qm,  âohrtîftvéa.datis  le 

inreniiet  iMmxbM'd'uftfe  équation ,  douefit  deè  résulCataile  «ignés 

xK»iitnnres  y  petiveat  eonprsndre  un  aonsbre  infiaw  queUsnqite 

de  FRoiQes  réelles;  et^iUe  deux  sominnfs 3}tti  itmmètà.émféi^ 

îaiks  de  aièfluS'ngM ,  peniieAt  en  oomprendte  im  «m^pbre  ^ir 

qnrioouqaek 

Far  exempte,  sî  tinc  équation  devait  avoir  êsu»  racines ,  ^% 
et  V^  par  e:i9empler,  eonaprises  entre  1  et  2>  Il  b#if itérait  que 
t  et  tat  y  substitués  dans  la  proposée ,  dbnneraient  des  réitittcte 
de  même  srgnie.  '  • 

Pareillement,  qti'dtte éqnatfett  skweùftteàXÈe»  f/iV;  V*3i 

l/i5,  comprises  e»tf^3^ei  4;  f^  ^i<^A^  derni^i|n4^ressi|bs« 
titués  donneraient  des  résaltats  de  signes  diffërens. 

Oer  toit  douche  lamétfadée  de  silbMtttîioti  .déS'nMdbres 
entiers  cenaécotifi  se^it j  ^1^  ce  e«s ,  iiisiifSfj;ip^  ^^^  !tl«ttre 
en  évidence toutesHes  racines  réelles  de' la  proposée,  et  qu'elle 
aonit  IHnepiivéBiçnt  d«  laisser  éçba)pper  q«ie|qjiies  ^P«^ 

34o.Get  inconTénientdisparattrait*si  Ton  ponvait déterminer, 
à  priori,  une  quantité  /",  numériquement  moindhe  '^e  là 
pbte  pefti0  des  dflFérences  ^ut  etistent  bnt#e  dé«s  quéfeônques 
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d^s  THcines  réelles  d'une  équation  proposée.  Car ,  soil  niiie  h 
quantité  ^pour  intervalle  entre  deux  substitutions  sncoenivci', 
ij  est  évident  que  deux  nombres  qui  auraient  entre  eux  ladiK- 
reuce  ^,  et  qui^  étant  substitués,  donneraient  des  résultats  de 
sjcnes  contraires,  comprendraient  une  racine  et  n'en  oompren- 
draient  qu'une;  s'ils  donnaient  des  résultats  de  même  signe, ib 
ne  comprendraient  aucune  racine.  Ainsi ,  le  nomAre  desraema 
réelles  de  Véquation  serait  égal  au  nombre  des  changemens  de 
signe  obtenus  par  les  substitutions. 

Voyons  doue  s'il  n'y  aurait  pas  quelque  moyen  de  détenu- 
ner  la  quantité  /.  Or^  cela  est  faeile  d'après  l'équation  ox 
carrés  des  différences. 

En  effet,  désignons  par  X=:o  l'équation  proposée ,  elpir 
Z  =  o  l'équation  aux  carrés  des  différences,  équation  que  non 
avons  (n^'  a^S  et  297)  appris  à  former. 

Remarquons  d'abord  que,  le  carré  de  la  différence  entre  des 
racines  réelles  quelconques  de  la  proposée  étant  posidf,  on  ne 
doit  chercher  les  carrés  des  différences  entre  les  racines  réelles, 
que  parmi  las  racines  positives  de  l'équation  Z  =  o.  (Ses  ra* 
ci  nés  négatives  correspondent  à  des  différences  entre  des  radùes 
imaginaires,  ou  entre  une  racine  réelle  et  une  racine  ima- 
ginaire.) Donc ,  si  l'on  cherche  la  limite  inférieure  des  raciiies 
positives  de  l'équation  Z  =  o ,  et  qu'on  en  extraie  la  raeiM 
carrée,  on  sera  certain  d'avoir  une  quantité  numériquement 
moindre  que  la  plus  petite  différence  entre  deux  racines  réelles 
de  la  proposée,  c'est-à-dire  la  quantité  clierchée  t. 

Pour  obtenir  cette  limite,  il  faut  (n**3io)  poser  s  =i  dans 
Z  ^  o ,  ce  qui  donne  la  transformée  Y  =  o.  Soit  /  la  limils 
supérieure  des  racines  positives  de  V  s=  o  ;  j  sera  la  limite  in- 
férieure de  ^  =  o;  ainsi  —j  est  la  quantité  /qu'il  s'agissait  de 
déterminer. 

Lorsqu'en  recherchant  la  limite  /  la  plus  resserrée  posHliie 
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par  la  méthode  de  Newton  (n'^Sog)  ou  celte  des  déix>nipoiiitîon< 

n^  3o8]  ,  o&  trouve  /  ^  i ,  il  en  résulte  —j-  ou  />>  i  ;  et  cela 

indique  que  la  différence  entre  deux  racines  réelles  quelconques 
eiîpbu  grande  que  F  unité,  D^  lors ,  on  est  certain  que  le  nont- 
bre  des  racines  réelles  de  la  proposée  est  égal  au  nombre  de 
changemens  de  signe  qu'on  avait  d'abord  obtenu ,  par  la  substi- 
lation  des. nombres  entiers  consécutifs. 

Mais  ordinairement  on  trouve  l^i^à^oii  —ri  ou  ^  ^  ^.  Dans 

oe  CBS^  comme  |//e8t ,  en  général,  incommensurable,  il  conyient 
de  remplacer  ^l  par  le  nombre  entier  k  immédiatement  supé- 
rieur; ce  qui  donne  t  <C^  "jff  ^^  ^  plus  forte  raison,  j  moindre 
que  la  plus  petite  des  dilTércnces  entre  les  racines  réelles*  Oyn 
pourrait  donc  mettre  T  pour  interTalIe  entre  deux  substitu- 
tions consécutÎTes;  c'est-à-dire  qu'en  substituant  dans  X=rOy 
la  suite  des  nombres 


®'   **    *"*****     I  +  jÇ,   I  +j^...  a, a-l-j...  jusqu'à I»,- 
«^  o>  ^  ïï  —  L -^  ■ jusqu'à  -T-  U, 


on  obtiendrait  autant  de  cbangemens  de  signe  que  l'équation 
doit  avoir  de  racines  réelles. 

Maison  peut  encore  éviter  la  substitution  de  nombres  frac- 
tionnaires par  la  transformation  suivante  : 

Posons  dans  l'équation  ^         x  .:=  ^  ; 

il  en  résulte  (n*  a65)  une  équation  dont  les  racines  sont  k  fois 

Îilns  grandes  que  celles  de  la  proposée.  Par  oonséquent,  les  diC«- 
érences  entre  ces  nouvelles  racines  sont  ellcs-racmcs  k  fois  plus 
grandes  que  les  différences  correspondantes  entre  les  racines  dg. 
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l^pcopofée^  en  aorta  que,  si  a—  b  désigne  la  pins  petits  in 

diffîrenoes  relatives  2i  Xsso,  eomne  on  aTsit  m — à^it 

il  en  résulte  ia  —  i(6  ^  i.  Ainsi  la  nomreile  équation  T  as 
est  telle  9  que  les  différences  entre  tontes  ses  racines  lérila, 
considérées  deux  k  deux ,  sont  plus  grandes  que  Tunité. 

Donc  enfin ,  si  l'on  substitue  dans  cette  équation ,  la  snîle  si- 
turelledes  nombres  o^  i ,  2t,  3...  et—  i|—- 9|-^3,..y  oomprii 
entre  les  deux  limites,  on  obtiendra  autant  de  changemeude 
signe  que  l'équation  T=o  aura  de  racines  réelles. 

(Les. deux  limites  de  Y  =  o  sont  d'ailleurs  -f-  ifcL et  *^  U/, 
si  ^  L  et  —  L'  désignent  celles  de  X  =3  o.) 

341*  Résumons  ce  qui  vient  d'être  dit  : 

Pour  mettre  en  évidence  toutes  les  racines  réelles  inoommen- 
•arrililès  d'une  équation  Xs=  0 ,  il  faut , 

i.\ Farwicr  réquaiion  aux  carrés,  des  diffiêrenoes^  Z^o; 

11^  Déterrniner  la  limite  ir^éaeurej  des  raeima  pasidvet  à 

I 
cette  dernière  équation  (si  l'on  trouve  7  ^  <  9  c'est  une  preuic 

qde  la  différence  entre  deux  racines  réelles  quelconques  de  k 
proposée  est  aussi  plus  grande  que  l'unité  ;  dès  lors»  la  substi- 
tution des  nombres  entiers  consécutifs  dans  la  proposée  suffit 
pour  mettre  tontes  les  racines  réelles  en  évidence  )  ;  3^  Dam  le 

eas  général  de  j  <  i ,  remplacer  — =■  jpar  t  (  *  étant  le  nom- 
bre entier  immédiatement  supérieur   à  |//)  ,  et  poser  j.ss^ 

dans  la  proposée ,  ce  qui  donne  une  équation  Tsbo,  doBtoM 

recherche  toutes  les  racines  réelles  ,  d'après  la  méthode  expo- 
sée dans  la  première  partie  de  ce  paragraphe. 

4^.  Ëniin  9  substituer  successivement  ces  valeurs  dans  la  rdof 

fiôn  x=  f .  On  obtient  ainsi  tontes  les  racines  réelles  deh 
k 

propigviée. 
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N^  B.  Obsenroni  que  si ,  pour  meitre  toutet.les  vwmum  tôMw 
de  X  =  o  en  évidence,  on  a  été  obligé  de  la  transformer  en  nne 
autre  dont  les  racines  soient  k  fois  plus  grandes  qae  celles  de  la 
proposée  y  ces  dernières  sont  déjà  obtenues  à  une  fraction  près 

j.  Cela  résulte  é^ideniflMnt  de  la  rdatîon  xss  j. 


â^âi.  Afpliqnens  ces  prinoi|ies  &' quelques,  exemple^. 
fort  y  en  premier  lieu  ;  l'équation 

«*  —  6r  —  7  =  o, 

■ 

(«es  limites  supérieures  d^  racines  positires  et  mignCtTei  spiM^. 
comme  il  e4  eifié  de  s'en  assurer ,    «^  3^  •«-  a. 

Qr»  en  subÉtituant  les  nomfaees 

+  3,    +  a,    4.  I,  o,    —  i,,    -T*  a, 

po  troure  pour  résultats  j^ 

+  a,     — n,     — la,    —  7/  —  a,    —3; 

et  Fon  Toit  que  4-3  et  -4*  a  sont  les  seuls  nombres  qui  donnent 
4eux  résultats  de  signes  contraires.  D^oii  Von  peut  conclure  que 
l'équation  a  unesfiule  racine  réelle  et  deux  racines  imaginaires; 
ou  bien  que  ses  trois  racines,  sont  réelles^  mais  que  les  diffé-^ 
rencts  entre  ces  racines,  prises  deux,  à  deux,  sonl  moindres  que 
Iwdlê. 

Four  ftire  cesser  toute  incertitude ,  formons  Péquatîon  aux 
carrés  des  différences.On.  a  tronré  (n*a74)  pour  cette  équation j^ 

»*•- se**  4- Sa4«  +  459  =  o. 

faisons I  dans  cette  équation»  z  z=  -;  il  en  résulte 
3^324   .        36      ,     I 
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équation  qiM  Ton  .peut  écrire  ainsi  x 

Or,  il  est  yisiUe  qnei^csoa^  —  donne  un  résultat  positif; 

ainsi  la  lipiite  supérieure  /  des  racines  positiTesdeeette  ëqna» 
tion  étant  plus  petite  que  l'unité ,  la  quantité  correspondante 

j  est  >  I  ;  et  par  conséquent  ks  différences  entre  les  racines 

réelles  de  la  proposée  sont  plus  grandes  que  l'unité.  D^aillears, 
la  «substitution  des  nombres  entiers  dans  la  proposée  n'a  pro- 
duit qu'un  seul  changement  de  signe  ;  donc  enfin  l'équation 
proposée  a  une  seule  racine  réelle  qui  est  comprise  entre  21  et  3» 
La  méthode  de  Lagrange,  appliquée  à  cette  équation»  donne , 
après  quatre  transformations  successives ,x=7.  iQOoS à  o ,  0001 
près. 

(  Voyez  le  n^  387,  où  cette  équation  a  déjk'  été  traitée  par 
la  méthode  de  Newton.  ) 

343?  Soit  y  pour  second  exemple ,  l'équation 

Sx'  —  6x  —  1  =  0....  (i). 

« 

Les  limitas  supérieures  des  racines  positiyes  et  négatives  sont 
évidemment  +  >  et  —  i . 

Faisant,  dans  cette  équation,  â:  =-4~  i  »   o,  -—  i , 

pu  trouve  pour  résultat^  ..♦,...  +1 ,— i ,  —  3  ; 

la  substitution  ne  donne  lieu  qu'à  un  seul  changement  de 
signe  ;  ainsi  nous  devons  avoi^  raco|irs  à  l'équation  omix  carrés 
des  différences. 

Si  l'on  forme  cette  équation ,  soit  par  la  méthode  d'élîmii^a* 
tion  (n**  373)  ,  soit  par  les  fonctions  symétriques  (n*297)  ,  00 
trouve  pour  résultat, 

64^'  —  aeéx»  +  324x  —  8i  ç=  •. 
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ïosonszs-;  il  enrésylte 
équation  qui  peut  ét^re  mise  sous  la  forme 

.  •  *  w 

a 

8ii^*(y  —  i)  +  3%i9^^^)^o; 


I     «1 


I 


•  •  > 


et  il  Ml  faeile  de  fMomaifar^qiie  3  ett ,  en-  nambfM  entier»'^  U 
limite  supérieure  la  plus  resserrée  des  racines  positivesJ 


Ainsi  l'on  a  /=  3;     d*où  y  =:  -  et  -—  ='-^. 

i        o       yi       y  s 

Remplaçal|l«  l/i^.-par  le  pombre^eiitier-s,  immédisKia|ienl -sn^ 
périeur^  on  obtient  -^  pour  la  quantité  moindre  que  la  plus  pe- 
tite différence  qui  puisse  exister  entre  les  ruines  réelles  de  la 

Faisant  donc  dans  la  proposée,  conformément  à  la  règle  du 

n°  34i  »  x=  -  ,  on  a  la  transformée 

a 

^J-5jy— t«BO.....  (S), 

équation  dont  tontes  les  racines  réelles  ont  entre  elles  une  dif-« 
férence  plus  grande  que  l'unité. 

Les  limites  supéHeores des rairines  positives  et  négatives  étant 
d'ailleurs  +  a  et  —  a,  il  suffit  de  faire»  dans  l'éqnatiiDa  (3), 

.....-•? '^-^     jr  =  +a,+  i,      o,-:-!,— a^ 

ce  qui  donne  les  résultats  -f-i,  — 3,  — 1,  + i,— 3. 

On  obtient  évidemment,  par  ces  substitutions,  trois  changemens 
de  signe  ;  ainsi ,  l'équation  (3)  a  ses  trois  racines  réelles ,  l'une 
comprise  entre  i  et  a  »  une  autre  eutre  o  et  —,  f,  et  la  troisième 
entre—  i  et-* a. 

Ponc  enGn,  l'équation  (i)  a  elle-même  se$  trois  racines 
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réclles,rane  compris  entre-  et  i,  la  aeooade  entre  o  et — , 

et  la  troisième  entre  -*«  -  et  «—  i . 

a 

Pour  approcher  darantage  de  ces  racines ,  on  appliquai 
d*abord  k  l'équation  (3)  l'une  des  deux  méthodes  f  approuiiii- 


>•=— i,53ao; 


tion  ;  après  qaoi  Pon  substituera  dans  la  relation  x  ==-9  kt  n- 

leurs  de j^dbAennes;  ee  qni  donnera  lesWenrsdea?  ooncH 
pondantes. 
On  trourera  par  ce  moyen , 

pour  Péqnatioo       j^^  —  ^  —  i 

x  =  —  O1I7371 
«  =  —  0,7660. 

Ces  Taleurs  sont  exactes  à  O|0O0i  pris. 

344*  Prcmihrc  remarque.  La  méthode  exposée  n^  34'  pon 
mettre  en  évidence  les  racines  inoommen&uraUes  ,  lorsque  plu- 
sieurs racines  peuvent  être  comprises  entre  deux  nombres  en- 
tiers oonsëctttifiiy  ne  saurait  être  appliquée  avx  équations  qvi 
ont  des  racines  égales. 

£d  eflet ,  supposons  qu'une  équation  ait  deux  racines  réeUfli 
égales  à  a;  comme  ces  deux  racines  ne  forment  qu'un  wÀ 
et  même  nombre ,  elles  sont  nécessairement  comprises  entre 
deux  nombres  substitués  y  quelque  petite  que  fioît  la  difBérenoe 
de  ces  derniers  nombres.  Ainsi  ces  niwibres  qui  oooapienBeit 
deux  racines,  devront  (n**  3o4)  donner  deux  résultats  de  même 


(*)  Ea  appliqua bC  la  m^tliock  cle  INewinn  an  calent  de  la  aecon^  Tikor 
de  jff  on  reconnati  qn'ellc  esc  en  défaut  ;  et  le  chiffre  dc«  ceniiAnwa  oImh 
par  la  règle  du  nnmcro  335,  doit  être  corrige  dt  deux  nnitca  par  le  m0|(O 
indique  au  numéro  33G. 
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signe  I  aussi  bieaque  deux  nombres  q«i  a'en  tomprendraient 
fM».  Si  VéquatloD  pouvait  avoir  trois  vacfines  ^ales  à  a,  les 
deax^ettibres  ^i  les  ootfipreiuirMat  9  domierâienl  deum^ 
siiIUta  4e.  sifple^  ooiilraires  |  aussî  bien  que  deai  notnbrea  qtu 
confNnendraicnt  oi^  seule  fois  œUe  racine. 

ObsbrvesiA  d'ailleurs  que»  l'étfuatioa  X  ?ai  o  ayant  des  raolnes 
égales  y  FÀiiiatîott  aux  oai^  des  di£0&renees»  ZsvO|  eavéit 
iiéeessaîreaieoldee.raeinëB  égalesà  6;el  alors  la  Itnrile  iàfiirieniie 
des  racines .posilms  de  eettedemiàre  équation  serait o;c^es^ 
à-dire  qu'il  £iudrait  mellre  uu)  intervalle  niJ  entre  àeax  subs- 
titutions ,  4se  qui  est  absurde. 

Concluons  de  là  qu'avant  d*appliqu^  la  méthode  du  n^  34i  » 
il  est  nécessaire  de  débarrasser  la  proposée  des  racines  égales 
qu'elle  peut  avoir.  (  Vç{jfe%  n^  2&u  ) 

345.  Seoomde  nîwryue.  Quand  l'équation  proposée  est  du 
3^  on  du  4^  degré  i  et  qu'elie  a  ass  eeefficiens  eommensurables, 
il  est  inutSe  de  lui  apipliqiBBr  la  mèlhode  des  racines  ^alea. 

En  effet ,  il  résulte  de  la  nature  de  cette  aéllioda,  laqndle 
consiste.  cnsentieHemen^,  dans  larecl^ercbe.du  p^  g*  c  dp  autre 
le  premier  membre  de  la  proposée  et  son  dérivé,  qu'elle  ne  peut 
conduire  qu'à  un  poljnoivie  dont  les  coeŒciens  sont  ration- 
nels, comme  cens^  4^.1a  pr^j^^pée.  Or,  dans  le  cas  oii  l'équation 
est  du  â* degré,  le  oo|9^fin  diviseur  (  s'il  en  existe }  est  du  i*' 
ou  du  2*  degré  au  plus.  S'il  est  du  i*'  degré ,  en  l'égalant  à  o  ^ 
on  ne  peut  tirer  de  1-équation  résultante  qu'une  racine  com- 
mensnndUe.  S'il  est,  du  a*  degré ,  le  quotient  du  poljnome 
proposé,  par  ce  diviseur,  est  du  1*'  d^ré  et  ne  saurait 
encore  donner  qu'une  racine  coramensuraUe.  On  voit  donc 
qu'une  équation  du  3*  degré  dont  les  co^fficiens  sont  ration- 
nels^ et  ^uinLa pas  de  racmos  commensuraUes ,  ne  siaurai^ 
avoir  de  racines  égales. 

Lorsque  l'équation  est  du  4*  degré  et  n'a  pas  de  racines  com" 
mensnrablesy  le  p.  g.  c.  diviseur  (  s^l  en  existe)  entre  le  premier 
membre  et.  son  polynôme  dérivé,  ne  pent  être  ni  du  i**  ni 
d«  3*  degré;  ear,  dans  Vrnie  et  l'autre  hypothèses ,  -on  en  déduis 
rait  que  l'équation  a  des  racines  commensurables  ;  et  sTil  est  du 
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second  degré ,  les  factenrs  de  ce  poljrnome  dÎTiteor  ne  sanraieil 
être  égaux ,  puisqu'on  en  déduirait  encore  que  l'équation  a  da 
racines  commensuraUes.  Mais  si  les  deux  factenrs  sont  inégasi, 
il  en  résulte  nécessairement  (n°  377)  que  chacun  d^x  entre  ai 
carré  dans  le  polynôme  proposé  qui  est  alors  un  carré  parbii 
Ainsi 9  dans  ce  cas,  au  lieu  de  soumettre  l'équation  k  la  mé- 
thode des  racines  égales^  on  peut  se  borner  à  extraire  la  radm 
carrée  de  son  premier  membre;  et  si  la  racine  iCetlpas  exacit, 
on  en  conclut  que  F  équation  n*apat  de  racines  égales. 

346.  T\roisihme  remarque.  Ce  qui  précède  suffit  pour  &ire 
sentir  combien  l'application  de  la  méthode  du  n^  34i  est  labo- 
rieuse, puisqu'elle  suppose,  outre  la  recherche  des  radnei 
égales,  la  formation  de  l'équation  €aix  c€urés  des  diffërenees. 
Or,  des  que  la  proposée  est  d'un  degré  supérieur  an  4*»^ 
calculs  relatifs  à  la  détermination  de  cette  dernifare  éqnalkm 
sont  impraticables  par  leur  longuedr.  Il  est  donc  à  propos  de 
faire  connaître  quelques  circonstances  dans  lesquelles  on  peut 
éfiter  tous  ces  calculs. 

1°.  Si  I  en  substituant  les  nombres  o,  i ,  3.... ,  —  i ,  —  3, 

—  3 compris  entre  -{"l^  et  -— f/,  on  obtient  atrlonf  de 

changemens  de  signe  qu'il  j  a  d'unités  dans  le  degré  de  It 
proposée,  on  est  certain  que  toutes  les  racines  de  F  équation 
sont  réelles ,  et  que  chacune  d'elles  a  une  partie  entière  dif* 
férente. 

3^  II  peut  se  faire  que,  sans  connaître  les  racines  d'une 
équation,  Ton  sache,  à  priori,  combien  elle  doit  avoir  de  ra- 
cines réelles  (  la  Trigonométrie  en  offre  des  exemples  )  (*}.  Cela 
posé ,  il  se  présente  deux  cas  : 

Ou  la  substitution  des  nombres  o,  1,2....,  —  i,-»2..., 
donne  lieu  à  autant  de  changemens  de  signe  que  t équation 
a  de  racines  réelles;  dans  ce  cas ,  toutes  les  racines  réelles  sont 


(")  Ployez  mon  traite  de  G(^oni<ftrie  analytique ,  pour  la  dclenoînation, 
par  des  intersectioni  de  co orbes,  da  nombre  dca  racines  réelles  qn*une  «qui^ 
tJon  peut  renfermer. 


c-x 
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gdniEMMore  Aiaei  en  énimet,  efedigmie  JP«B6»a  ww  pwtip  entiM 

âcter^    Ou  bieBy  le  nombre  des  «htngeuieiis  de  signe  est  moindre' 
iaea:9^*^  celui  iU»  racines  réelles.  Comme ,  dans  ce' cas ,  on  est  es-^ 
oiygjsuré  d'aToir  laissé  échapper  «quelques  vadnes  4oBt  les  dtff»* 
>  Féfir'^i^c^  sont  moindres  que  l'iuiité,  il  fant  l4kcher  de  rendre  ces 
à  e^ifféreoces  plos  grandes*  Poor  oela  ,  on  £iit  daiis  la  'pr^pc^sée^ 

''^^^ar  :=r:*^y  k  étant  u&e  indéterminée ^  ce  qui  donne  la  trans-^ 

,  ^  formée  T  f==  o,  dent  les  raeinfts  sont  i^  fois  pkMi  grandes  que 

.  ..  c^ell^  de  la.  proposée  (  il  en  est  par  cons^aenll  de  u^éme  de^ 

,  différences).  On  donne  ensuite  à  k  diflSérentes  Taleur^*  Sqiiti 

,  i^.en  premier  lieu  ^  A  as  3  ;  substituant  dans  Y  =9  P  a  la  s^rîe  deif 

,.    nombres  naturels,  on  voit  si  le  nombre  des  cbangemens  dd 

^  ^  signe  derient  égal  au  nombre  des  racines  réelles  que  l'on  sait 

devoir  exister  dans  la  proposée.  Si  l'hypothèse  ^  as  3  ne 

réussit  pas»  on  fait  A  =  4i  5.  • . . ,  jusqu'à  ce  qu'enfin  l'on 

obtienne  pour  la  transformée  correspondante  le   nombre  c[q 

cbangemens  de  signe  exigé. 

Né  B,  Il  faut  bien  obseryer  ici  qu'on  suppose  l'équation  dé- 
pourrOe  de  racines  égales. 

TBÈOBiuE  naïf.  STuaM  (*). 
Son  implication  à  la  rechercha  des  racines  incommensurables» 

Cfesi  ici  le  lieu  de  faire  connaître  un  £6rt  beau  théorème  >  à 
Taide  duquel  toutes  les  racines  incommensurables  d!une  équa- 
tion peuvent  être,  mises  en  évidence  bien  ptus  sijtnpleinent 
qù'àVec  le  sjecouirs  de  Téquation  aux  dîfiërences. 

Nous  venons  de  voir  (n®  346,2^)  que ,  si  l'on  connaissait  i 

éfcMi.i<y»»i*i     ■!      <  I   Mil»    ■*    H  '  'l'Hi         I     II         I    n  i|  I   r  II 

(*)  Ce  {eoae  géomètre,  dej&  fort  distin'gaë  par  ses  cleooaTertet  scien'cifiqoei, 
est profoMear  deMsthëiiuniqoef  an  eoH^e  Roffia.  Ct»t en  iSsgqn'il  ceoH' 
moniqaa  k  l'iMtimt  «n  méoBoiae  compcoiaiM  w  thrfnrtea*       1 


^ffc- 
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priori  le  nombre  des  rtcinet  réelles  d'nne  équation ,  Pon  p»^ 
Tiendrait  aisément  à  leur  détermination ,  paisqu'il  anfinit 
alors,  de  subdiTiser  oonfenablemeiit  l'intenrallé  des  rabstita- 
tîons  suocestires.  Or,  le  théorème  de  M.  Sturm  atteint  eonpft- 
tement  ce  but,  ainsi  qu'on  Ta  le  Toir* 

347*  Soit  X=o  une  équation  à  eoeffieiens  réels,  qne  Donssni^ 
poserons  n'aroir  pas  de  racines  égales.  Appelons  X,  son  premier 
polynôme  dérivé ,  et  appliquons  à  X,X| ,  le  procédé  du  p.g.e. 
diviseur  relatif  (n®'  a4^,  ^^)y  avec  cette  condition ,  tonl^Mii 
de  changer  le  signe  du  reste  de  chaque  opération  ,  etde  preàét 
ce  reste  ainsi  modifié ,  pour  diviseur  de  t opération  suivaMe. 
(  Ce  changement  de  signe  est  très  utile  k  la  clarté  de  la  dé- 
monstration du  théorème  qne  nous  nous  proposons  d'éb- 
Uir  ici). 

Désignons  d'ailleurs  par  Xt,  X3,  X4, X^  les  rcto 

successifs,  pris  avec  des  signes  contraires. 

Nous  pourrons  exprimer  la  série  des  opérations  par  le  (t* 
bleau  suivant  : 

X   =  Xi  1^1  —  Xt 
Xi  =  X.  y.  —  Xs 

X«  =  Xs  ^3  —  X^ 


Xf.-»    —   X,_,    Jr^i  —  XrJ 


Xr  est  nécessairement  indépendant  de  x  et  différent  de  zérv, 
puisque ,  par  hypothèse ,  l'équation  n'a  pas  de  racines  égaler 

Concevons  maintenant  qu^après  avoir  obtenu  les  fonctioas 
X,  XifXfty.Xr,  on  y  substitue  pour  x  deux  nombres /?  et  jr^ 
de  signes  quelconques  (p  étant  <^q).  D'abord^  la  substitutioo 
de  p  donnera  pour  chaque  fonction  un  résultat  génémlaneiit 
positif  ou  négatif  (mais  qui  pourra  quelquefois  être  nul);  et 
en  ne  tenant  compte  qne  des  signes  de  ces  résultats ,  on  ob* 
tiendra  une  suite  de  signes  qui ,  écrits  sur  une  mène  ligWi 
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peJatnteonl  «ne  tirtnmn  rnirnuinn  flu  iUghtioÉfl  ol  iujpii 


Pftrëiiismttil»  là  aulMtitolioii  «k  41  i  lu  ^Um  dex  dontaera 
inie8«èQDd5»ttké'defi((^ér  pvéseiilaBl  de  méa»  une  œrUine 
iocoesskin  de  Târiatbasetl de :peri|LaiieniG6f .  .^  .. 
Or,  le  théorème  en  question  consiste  en  ce  que  : 
La  mwAovcB  finire  le  nombre  des^yariations  qiioffire  la 
premihre  suite  de  signes ,  et  le  nêHnbre  des  variations  de  la 
seconde,  exprime  exactement  le  nombbb  des  racines  réelles 
de  là  proposée,  qut  se  ttoûiferit  comprises  entre  f  et  a,       '  i 

348.  Delà  résulte  la  règle  suivante  pour  déterminer  îe^OMBRy 
TOTAL  des  racines  réelles  d'une  équation. 

Après  ayoir  déterminé  (n^'Sto^les  limites — Let  +  L^de^ 
racines  négatives  et  positives,  l^  on  appliqué  aux  deux  po-^ 
fyrnom^s  X,  Z 1  /e  procédé  <2u  p.  g|.  c.  diviseur,  ai^c  la  mo^ 
dification  indiquée  dans  là  numéro  pfécideht/  cela  donne  une 
série  de  fonctions  X,  X»,  X», . . .  Xr, qui sonf, généralement, 
•a  iMHBbi»  de  (m  4^  1)9  si.  m  esl  le  degré  deréq^tîoB  ; 

9*.  6W  écrit  sur  une  première  ligne  les  ^fffneê  dee  rend* 
MOU  de  la  substitutton  de  «^  1/  dipts  chacune  dès  Jbnctitms, 
et  sur  une  seconde  Ii|pDe ,  tes  signes  4^  résultais  de  la  siibsifi^ 
iutum  A  4-  L»  (Le  figne  de  Xt  doii mstar  le  même»  paii^ue 
Xr  est  indépendant  de  or.) 

3^  On  compte  U  nombre  de  vùriadoms  qu^ojfirè  la  pre^ 
isuâkre  ligne ,  ci  h  nombre  de  variations  de  la  seconde.  •  £a 
snnbaBiOK  enU«  ces  dcui.  ncvalires  ot  Teipraimn  du  wùmmêm 
TOTAi<  des  racines  réelles  de  la  proposée. 

Cette  règle  eat  d'nn  u^ge  facile  dèa  que  V^m  consaft  les 
fractions  X|  X^  X«««  .|.etsi  les  offivatàotkB  néoesstîrea à  lenr 
détermination  sont  un  peu  laboriewâs,  9b  itW  dçit  rien 
oonclore  contre  la  simplicité  de  la  règle  ;  car  il  7  a  ideiUité 
entre  ces  opérations  et  celles  que  comporte  la  méthode  d^ 
racines  égales  1  méthode  à  laquelle  il  fisut  soumetti^  préala* 
blement  toute  équation  dont  on  recherche  les  mcinea  inoonii- 
jnenaourahlei. 


SG6 

349*  ^  démonstratioii  da  théorème  ci-detsiu  repOKHr 
plusieurs  principes  que  nous  allons  d'abord  établir. 

PRmiiBSMKNT.  O>nsidéron8  la  fonction  X  en  particulicfi  et 
loit  a  une  racine  réelle  de  X  =  o.  Si  l'on  met  a  4*  v  à  la  plan 
de  Xf  dans  X,  on  obtient  (n^  3a8)  un  résultat  de  la  fonne 

A  +  A'u  +  ^U^+ +  «-; 

(  A  étant  le  résultat  de  la  substitution  de  a  pour  x  dans  1,  it 

A'y  A'y  A'y les  polynômes  dériTés  de  A  d'après  li  bi 

connue  ). 

G>mme ,  par  hypothèse,  a  est  racine  de  X=  o,  l'on  A=o; 
et  l'expression  précédente  se  réduit  à 

Or,  je  dis  qu'on  peut  toujours  trouver  pour  u  un  nombre 
asscE  petit  pour  que  la  quantité  entre  parenthèses  soit  de  même 
signe  que  son  premier  terme  A'  (qui  d'ailleurs  est  différeolds 
géro  tant  que  X  =  o  n'a  pas  de  racines  égales). 

Il  suflitycn  effet  y  pour  cela,  d'obtenir  pour  u  une  taleir 

A*  A* 

qui  rende  —  "  H «  u*4-  ....  yDumériquement  moindre  qoe 

A'.  Or,  nous  ayons  tu  (n**  3o3)  comment  on  remplit  cette 
dernière  condition  ;  ainsi  il  est  toujours  possible  de  satisfiun 
à  la  précédente. 

Il  est  en  outre  évident  que  ,  dès  qu'on  a  obtenu  pour  Pin- 
déterminée  u  une  valeur  remplissant  cette  condition ,  toute 
valeur  plus  petite  y  satisfait  à  plus  forte  raison. 

35o.  Secondement.  Si  l'on  conçoit  que,  dans  les  fonctioos 
X  9  X I  >  X  A ,  ....  on  remplace  x  par  un  nombre  quelconque fl» 
il  ntf  peut  jamais  arrii^er  que  deux  fonctions  conséculiîes 
s'évanouissent  à  la  fois. 

En    effet  y    considérons    les    trois    fonctions    consécntÎTes 


I 
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de  rang  quelconque I  X«_, ,  X«,  Xj,^,. 

On  a  (n*  349)  rcgalîlc. .  X...  rrX.y. -X„^,. 

Or  si  Ton  pouvait  avoir  à  la  foi»    X„_,  îs=  0,  X„  =0, 

« 

OQ  en  déduirait  Xn^.!  s=oj 

mais  comme  on  a  aussi  X,  =  X.^.t  y,^,  —  X«  +  », 

il  en  résulterait  encore  X«4.«  =  o;  et  ainsi  de  suite.  On 
parviendrait  alors  finalement  à  régalitê  X,  =  0;  ce  qui  esX 
absurde  puisque»  la  proposée  n'ayant  pas  de  racines  égales, 
Xr  ne  saurait  être  nul, 

TsoisiiMEMBNT.  La  même  relation X». i  =  X«  j,  — X^^i.,, 
nous  apprend  que,  si  une  fonction  X«  devient  nulle  par 
la  substitution  de  x=  a,  les  deux  fonctions  X  «_, ,  X^^,,  entre 
lesquelles  elle  est  placée,  sont  nécessairement  de  signes  con'^ 
iraîres^f ouv  la  même  valeur  x=a. 

35i.  Ces  principes  admis,  désignons  par  k  une  quantité  po- 
sitive ou  négative,  mais  moindre  (c'csl-à-dîre  pins  rapprochée 
de  Vinfijii  négatij)  que  toutes  les  racînrs  réelles  it%  équations 

X-rxo,  X|  :=2  o,   Xt  =0, Xr«i  =  o';  tt  cOriccvons 

qu'en  faisant  croître  x  d'une  manière  continne  (n'  3o3)  à 
partir  de  *,  on  substitue  toutes  st%  valeurs  successives  dans 
les  fonctions  X,  Xi,  X.,  • . .  Xr. 

Il  est  évident  d'abord  que  les  variations  et  les  permanences 
fournies  par  les  signes  de  ces  fonctions  et  celui  de  X/(que 
nous  savons  déjà  être  constant)  ,  se  reproduiront  tontes  et  dans 
le  même  ordre,  tant  que  x  n'aura  pasalteint  une  des  valeurs  qui 
rendent  /w///e quelqu'une  de  ces  fonclious;  car,  j)onr  que  te  nom- 
bre Ou  l'ordre  de  ces  variations  et  permanences  ^int  à  se  mo- 
difier, il  faudrait  que  l'une  des  fonctions,  X,  par  exemple, 
changeât  de  signe,  et  par  conséquent  (n°  3o3)  que  X«  fût 
d'abord  devenu  nul;  ce  qui  est  contre  l'h)  polhèsc. 

Supposons  actuellement  qu'une  valeur  j:  =  a  rende  nulle 
une  ou  plusieurs  de$  fonctions;  et  voyous  ce  qui  doit  arriver. 

36 
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Maînfrnant  >  s!  »  à  partir  de  x  =  a  +  <f  t  ^  ooittînoe  ik 
faire  croitre  :r  pnr  cle^rôs  insensiblcx ,  le  nombre  «cluel  dran- 
rialîons  de  la  suite  di'S  signrs  deini'iirera  le  même  jusqu'à  ce 
que  X  vienne  à  dépasser  une  nouvelle  racine  de  Xeso; 
auquel  cas  une  seconde  variation  dîsparni*ra,  et  se  tronven 
remplacée  par  une  pcrmanoiice.  £l  ainsi  de  suite. 

f^nnceiinn,  le  nombre  des  variations  perdues  lorsque  x 
croil  <'eptiis  une  valeur  quelconque  k  jusqu'à  une  aulrc  va- 
leur k\  est  ('f;:d  au  nombre  des  racines  réelles  de  X  =  o,  oon- 
priscs  entre  k  et  k\ 

Ce  qui  démontre  évidemment  le  théorème  énoncé  n*  H'}. 

3Si.  Avant  de  passer  aux  applications,  nous  ferons  pluiieun 
remarques  fort  im^Kirtantes. 

I*.  Dans  la  rcclif^rche  de»  fonctions  X,  X  i , .  •  •  on  peut  la- 
troduire  ou  supprimer  des  facteurs  numériques  (n**  iSg)^ 
]H)urvu  que  ces  faclrurs  soient  positifs^  mais  il  faut  bico 
prendre  ^arde,  quani  aux  signes,  à  ne  fuire  que  les  cliang^ 
mens  qui  ont  ctc  indiques  n*  3^7  ;  puisque  c'est  de  la  cod- 
sidéral  ion  i\vs  signes  qui  sifiectrnt  les  fondions  X,  Xi^X»...) 
que  dé|iend  principalement  In  mélliode  de  M.  Sturni. 

a°.  Quand  on  veut  simplement  connaîln?  le  nombre  total im 
racines  réi^llrs  de  l'équation  proposée,  il  nV.st  pas  nécrsnire 
d'«qicrrr  la  8ul)Slittitioii  des»  limites  -—  1/  et  -^  L  dans  les  fonc- 
tions X,  X,  ...  :  il  siiflil  de  .sulistituer  —-  00  et  4*  00  ^^^^^ 
le  premier  lerme  de  eliacune  d't*lles;  pui.^pje  l'on  sait  (u*  3o5) 
que  le  signe  di;  la  fonction  e^l  alors  le  même  que  le  signe  de 
ce  prrmier  ternie. 

l>n  »td>Htitiit!ori  de  —  00  et  de  +  00,  di:ip.-iise  de  délerniincr 
d*al)ord  les  deux  limites  —  L'  et  4-  L ,  qu'il  faudrait  d'ailleurs 
calculer  fie  maiiièie  qu'elles  conviiiSM'nt  à  toutes  les  fonctions 
si  l'un  ne  voulait  opérer  la  substitution  que  dans  leur  pniuitrr 
terme. 

Mous  aiouleions  même  qu'en  faisant  usage  de  la  niélhodecfe 
H.  Sturm,  on  n'a  be-oin,  dans  aucun  cas ,  de  connaître  à /^Vi 
les  deux  limitM—  L' et  +  L.   £n  effet,  après  avoir  recooaa 
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cPâbord  combien  il  y  a  de  rAciiies  iéelli*ft  dans  la  proposée,  si 
l'on  ▼«ut«nsuîte  di^lermiaer  d*une  manière  ptus  précise  le^b'ew 
dvs  racines  y  il  n'y  a  qu'a  subsliluer  successivement  les  nombres . 
0,1)9,3,. .  .,et  o,  —  ly  •*— 2,. .  .;et  dèsquca  par  la  sulMtttu- 
tion  de  o,  I,  a,  ••  •  ,  on  e<it  parvenu  à  une  suite  de  si|;oea 
qui  présente  fliii/7m  de  variations  qu^en  avait  donné,  la  substitu* 
f  ion  de  4*  ^«  ^"  P^"^  affirmer  qu'il  n'y  a  plus  de  racines  au* 
deU  du  dernier  nombre  sulistilué.  Même  raisonuenusol  par 
rapport  aux  nombres  o,  «—  i ,  — >  a» 

On  obtient  ainsi  les  deux  limites  supérieures  les. plus  res- 
serrées (en  nombres  entiers);  ce  que  ne  donne  pas  toujours 
d*une  manière  bien  certaine  (n*  309)  la  mélbode  de  Newton. 

3".  Si  l'on  cherche  ensuite  combien  il  y  a  de  racines  réelles  • 
comprises  entre  deux  nombres  particuliers />  ett?riip<^ul'^sa' 
faire  que /:;  ou  q  rende  ncrZ/e  quelqu'une  des  fonctions.  Dàsn' 
ce  cas ^  quand  c'est  rine  fonction  intermédiaire,  Xn,'qiH*s'éo 
>'anouit,  on  n'a  pas  besoin  de  tenir  oomplécki  rénottat  o'dans^ 
là  sîirte  des  signes;  car  on  a  tu  (n^  35o)  que  X«^,',  X»^-|,ieftp«al . 
une  variation  pour  cette  même  râleur  de  X;  or,  la  oombînai^n  du 
double  signe  ^  dont  o  est  censé  aSedé,  avec  les  éîga)i^<4^  r-«, 
ou  —  4^,  né  donne  encore  qu'une. variation.,  Aîn^irJ^'iHHubrOr 
dfîs  Tariationf  nest  nuiloaieul  aliéné  parMVMUÎssioi^i^.  Ec» 

Lorsque  c*est  Xqui  s'évanouit  pour  xaap,  parexeiB|ile«  Oi|i 
conclut  il'alxml  4|ue  /r  est'  racine  de  X  si:  o;  j^uis  Qii.^qn^plo 
les  Tariatioiis  qui  exjiat^al  à  partirilç  JL  !•• 

4*«  Enfin ,  M ,  a^rèsavbtrobtenitt  leé  £»iictions^X',  ]S^,^^» •  •  • 
}t,,  on  vient  A  rdconnâilro'que  Vune  des  foncliops  in^^ruié^ 
diatreSfXs,  esl  de  naluire  à  conserver  c«>n»tamaieut  \e  méiuq 
signe,  pour  toulei  les  valeurs  comprises  entre  y»  et  q  (/'éla|iii<^), 
il  est  inutile  d<)s»bs}i tuer  ces  noi^bres  dans  le^  ,loj^ici ions  sui- 
vantes; car  auZ/i/t/ la  suite  des  fonctions  jusqu'à  X.  inclusive- 
ment, présentera  de.varialions  tle  piitSt  -pourti^p^  ^¥p>V^ur 
X  =  q ,  autant  iljr  aura  de  racines  réelles  comprises  entre 
prlq. 
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il  ftufltt^ponr  s^en  oonyaîncre,  d'appliquer  aux  fondiom 
X',  X,,  Xa,  •  •  •  Xft,  ce  tjui  a  ëtc  dit  (ii^  35i)  par  rapport  à 
toutes  les  fonctions.  La  suite  des  signes  jusqu'à  celui  dcX.  in- 
c'nsiTcment ,  perdant  une  variation  pour  chaque  racine  dcX=o, 
et  le  nombre  des  variations  n'étant  nullement  altère  par  Fera- 
nhuîssemënt  de  quelqu'une  des  fonctions  intermédiaires  X|, 
Xa  ; . .  Xn.t  >  puisque  d'ailleurs  Xn  conserve  toujours  le  mène 
sîj^Tie  par  hjpothësc ,  il  faut  nécessairement  qu'autant  il  7  a 
du  variations  perdues  dans  la  suite  des  signes  de  X,  X|  • .  .Xg 
lttrs<iu'on  passe  de  x=.p  h  x  =  qj  auiani  il  j  ait  de  racioes 
deXsso,  comprises  entre  ces  deux  nombres. 

On  de'duit  de  là  lo  cas  particulier  suivant  :  si,  dans  k 
cours  .des  divisions  nécessaires  à  la  dctcrmioatioa  desfonctious 
X*  Xi  • .  •  X'ry  OQ  reconnaît  qu'une  certaine  fonction,  X,,  ne 
]jCQt  avoir  que  des  racines  imaginaires,  comme  alors  elle 
iKS- saurait  olianger  de  signe  (n®  3i3)  quelque  valeur  qu'on  j 
sttbsUtaAt  pour  j:  y  on  n'a  pas  besoin  de  pousser  plus  loin  les 
ftiviaÎMis  Y  c'est<à-diro qu'il  est  inutile  de  déterminer  Xa^.!  }*• 
X'r    ■   ;«  •  ■ 

Cette ^èirconstance  est  tris  importante  à  retenir  :  car  on  ne 
prut'së  dissimuler  que  les  calculs  relatifs  à  la  détermination 
iTH  fmbclfôhs  sont  très  pénibles,  surtout  lorsqu'on  arrive  aux 
dernières  fonctions,  à  cause  de  la  grandeur  des  coefliciçnj na« 
ni  criques. 
'  {,W^éz  le  4'""'  elle  5""^  des  exemples  du  n*  suivant.) 

353.  Faisons  maintenant  qnciqncs  applications ,  en  ne  consi- 
d(''rant  toutcfbîs  qcve  des  équations  qui ,  par  la  substitution  des 
nombres  entiers  consécutifs  compris  entre  les  limites  1  donnent 
vibîns  de^-chanffcmens  de  signe  qu'il  n'j  a  d'unités  dans  la 
proposée.  " 

l*'  Êxerf/ple.  '  Sx*  —  6jr  —  1  =  o  . .  •   (1). 

i.'i 

(Gelte  équatiou'a  dojh  été  traitée  n^  3^3.) 
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On  a  •riili'^ril  X,  =  a4'^*  —  ^»  O"  plulôli     X,=4r*'~'» 
d'oprëj  la  i'*  remarque  du  n**  35a. 

DividAnl  X  p.nr  X,,  on  oblieiit  pour  reste, 
—  ^x  —  I  ;     irou Xt'=;-|-4*+  '  • 

I«a  division  de  X,  par  Xi^ ,  nprtM  les  prepa— 
rnl  ions  convenables  (u*  îSg  ,  ti  i'*  reniai  que 
n*  352 ),  donne  pour  resle,-'3,     d'où.. . . .       X|'::=+3. 

Ainsi  l'on  a  pour  les  fondions  cbcrchceSi 

X=8.r'— 6j— I,    X.=4.r*— I,    X.=4*"l*'»    Xisai+S. 

G'Ia  posé  y  la  substitution  de  -*  oo  et  de  -h  oo  dans  les  pre* 
niicrb  lornics  de  ces  fondions  donna  les  deut  surics. .. . .  «^^ 

,  —  H-  —  + 3  variations 

+  +  +  +;....  0, 

ee  <|uS  prouTe  cpic  rc(|ualinn  a  ses  trois  racines  réelles ,  puis- 
qu'il  di.spai*ait  trois   Taiialions  dans  le  passage  do  —  oo  à 


Soit  fait  maintenant  daos  les  mêmes  fouc(ions,x  jz'^î^o^  + 1  ; 
on  trouve 

pour    «  =  —  î,         —  +  —  + 3  variations^ 

*  =3         o,         —  —  ^-  ^ I, 

«r  Î3Ï  "^  I  f        ■f*  •T"    i"  "i  »  •  •  •  •  ®  • 

Comme  —  i  donne  trois  variations,  et  ijnc  o  n*cn  donna 
quune  seule ,  il  s*en>uit  r{*ie  o  et  — -  i  comprennent  deux 
racines.  ' 

l'iireillemenf,  o  donnant  une  variation,  et  +  i  n*en  donnant 
aucune,  il  j  a  une  racine  comprise  enlie  o  cl  f . 

P«>ur  séparer  le<  deux  raciii(*s  négatives,  il  faut  (n*  SqG) 
resserrer  lintervaiic  îles  sub>litulio{is;  mais,  auparavant ,  il 
cuntienl  de  cbanger  x  en  -«x,  ce  qui  ramène  Téqualion  (i)  à 

■ 

8i:'  — (m:+  1=0 (a)j 
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et  lt;s  racines  positives  de  cette  nouTclIe  équation ,  étant  prises 
avec  !c  signe— ,  donneront  les  racines  négatÎTCs  de  h  propoiée. 

Aotuellementyposons  (n^  346)  dans  TéquatioD  (2},x=';  il  en 
résulte  la  transformée 

^  — ,  3j-  -(•  I  =  o  . . .  (3). 
Or,  en  faisant  succcssiycmcut  «T^      o»         '»        ^1 

on  trouve  pour  résultats,  +  '  »    —  '  t    +  ^i 

donc  les  deux  racines  positives  de  l'équation  (3)  sont  comprises, 
l'une  entre  o  et  i,  l'autre  entre  i  et  2. 

Appliquant  à  l'équation  (3)  l'une  des  deux  méthodes  d'ap- 
proximation,  et  substituant  les  valeurs  obtenues  pour^^dansli 

reintion  *  =  - ,  ou  plutôt  a:  =  — -  (à  cause  du  cliangemeotde 

X  en  — x) ,  on  aura ,  avec  tel  degré  d'approximation  qu'on  tou* 
dra  y  chacune  des  trois  racines  de  l'équation  proposée. 

N,  B,  Pour  le  calcul  delà  rncîno  positive  de  l'équation  (1), 
on  peut  opérer  directement  sur  cette  équation. 

a*  Exemple,  x'^  —  5  jt*  +  8x  —  i  =  o. 

En  opérant  sur  cet  exemple  coiume  sur  le  précédent,  on  troofe 

X=x3— 5x'  +  8x— î,  Xi=3x'— ior+8,  X,=!wp— 3i, 
X3= — aagS. 

Or,  la  substitution  de  —-  00  et  de  -1-  00  dans  les  premiers 
termes  de  ces  fonctions;  donne  les  deux  suites 

—     -f.     —    — ......       2  variations 

+     +     +     - »•     . 

d'oîi  l'on  voit  que,  dans  le  passage  de  -^  co  à  +  00 ,  il  n'y  a 
qu'K/ie  seule  variation  perdue.  Donc  l'e'quation  n'a  qu'une  seule 
racine  réelle,  laquelle  est  d'ailleurs  positive  (u^  3 12},  puisque  b 
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dernier  terme  de  Téquatlon  est  négatif.  II  est  aîsê  de  recon- 
nallre  qu'elle  est  comprise  entre  o  et  i. 

3*  Exemple,    x*  — aar'  — 70:*  +  iox+  10=0...  (1). 

En  appliquant  à  cette  e'quntion  la  règle  du  n*  347}  ^°  trouTe 

successiyement        X    =:  ar*  —  ax'  —  'jx^  +  '«-^  +  'o> 

X,   =  o.x^  —  3x*  —  7J:  +  5, 

Xt   =  i^x^  —  a3jr  —45» 
X3   =  i52x  —  3o5, 
X.T  =  +  524785. 

Si  Ton  substitue  —^  00  et  +  00  dans  les  premiers  termes  de  ee9 
fonctions,  on  obtient  les  deux  suites 

+  —  +  —  +  •  •  •  4  variations^ 
+  +  +  +  +•••  o; 

donc  les  quatre  raciues  de  Véquation  sont  réelles. 

Actuellement ,  soit  fait  successiTement  dam  les  fonctions , 
X  =  Oy.ifa|3|«..a|    et    x  =  o^  -^  1 1  ^-  2|  • . . .  ; 
il  vient  pour    xa»        o,       -j--^  —  —  +  ...a   variât. 

x=        I,      +^  —  —  +»-«a 

x=        2,       -I +...a. 

x=        3,       4- -f-  +  +  4.  ...0; 

pois  pour        x=        o,  -^ — 1..-..«^,..2    variai. 

X=3  —  ï, 1-  +  —  +...3 

X  =  —  2, J.  +  _  +  ...3 

x  =  —  3,  H + h  ...4j 

d'où  l'on  voit  que  Tcquatlon  a  deux  racines  positives  1  com- 
prises entre  2  et  3  ;  une  racine  négative,  comprise  entre  o  et 
— *  I  ;  enfin  une  racine  négative  |  comprise  entre  —  2  et  —  3. 


$20  APPLICATION 

..  Pour  séparer  les  deuji  ractoes  positif  es ,  on  pourrait  (u*3^ 
faire  dans  l'équation,  x  =  - ,  ou  *^ ,  • . .  ;  maïs  on  va  Toir  que 

2  0 

la  métluulc  d'approximation  de  Lagrangc  sudlt  pour  opfrer 
celte  séparation. 

Soit ,  en  clTct ,  pose  dans  IVqualion  (i) ,  x  =  2  +  -  ; 

fl  vient,  tout  calcul  Tait  (n*  SiS],  la  transformée 

3r*  ^-^  'V*  +  ^j"'  +  6r  +  «  =  o» 

qui  a  nécessairement  deux  racines  p!us  grandes  que  Tunilc. 

Or,  en  faisant  successivement ^=ii       3,       3,       4»        ^» 
on  Irouve  pour  résultats , -{-4> — 15,— 44i"^^5|+'5^i 

d'où  l'on  voit  que  les  dcu?^  valeurs  de  X  ^^^^  comprises,  TifiM 
entre  I  et  2 ,  l'flû/rff  entre  4  et  5  ; 

C'esl-a-dirc  que  les  deux  valeurs  de  Jaseront  cxpriméespar 
deux  fractions  continues  de  la  forme 


«â?  ss  a  -f- cl  ar  =31  a  -f- 


«  +  - —  4  +  — 


t 


et  l'on  pourra  déterminer  cliacune  de  ces  fractions  continues 
séparément.  {Fojrez  les  n^'SSo  cl  35.J.  ) 

K.  /?.  Dans  cet  exemple ,  après  avoir  ohlcnn  Jcs  fonctions 
X^  s=  i^j:*.^  tZx  —  4^»  X3  =  "52JC — 3o5,  il  n'était  pas 
n/ct^^saired'elleclucr  la  division  cIcX»  par  Xj,  opératiou  asies 
longue  sous  le  rapport  dos  calculs  numéricpies. 

Kn  cflct ,  ce  qu'il  impoi  le  de  connaître , dans  rapplicalion  do 
la  niétliode'de  M.  Slnrm,  ce  nVst  pas  la  valeur  numérique 
du  dernier  reste  ,  nifils  Ijîim  le  signe  de  ce  rc.sie ,  afin  d'en  déduise 
ensuite  celui  de  Xv  »  lerjU^^I  e^l  constant ,  ainsi  (|u\m  Ta  vu. 

Or,  on  sait  (n*  237)  que,  quand  on  divise  uwa  fonctron 
entîèitî  de  x  par  un  facteur  de  la  forme  x  —  a  ^  le  reste  n'iist 
autre  chose  que  le" résultât  de  la  substitution  dô  a  au  lieu  de  x 
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âftna  la  fonction.  Ainsi  le  signe  clii  rcsle  de  la  division  de  Xg 
par  Xs^  doit  ^tre  I0  même  que  celui  qui  résqUerait  de  la  substi- 
lution  dans  l'équation  Xt=:  o  (ou  1 7X*  «-  ^3x  «-  4^  '^  o) ,  de  U 
racine  donnée  par  Véquation  X3  =  o  (ou  iSxr  — >  3o5=s  o). 

Mais  l'équation  Xa  =  o,  dont  les  racines  sont  de  signes  con* 
traires ,  donne  pour  la  positive,  ^,  4  ^  ^>  '  prcs;tandis  que  la 

racine  de  Xj-^o,  est  jr=2-| — ^.  On  voit  donc  que  cette  racine 

est  comprise  entre  les  deux  racines  de  l'équation  XaS=so,  et 
que  par  conséquent,  si  on  la  su1>stituait  dans  le  poljnome  X^, 
on  obtiendrait  (n^  m,  1^  )  un  résultai  de  signe  contraire  avk 
premier  terme  de  Xt,  c'est^i-dire  négatif. 

Or,  puisque  le  reste  de  la  division  de  X^par  X^tcsl  négatif , 
il  sVnsuit  que  la  fonction  Xiv  est  positive, 

(  Cette  remarque  fait  suite  à  la  quatrième  du  n*  35i.) 

4*  Exemple,  2x^  —  i3.t*  +  iox  —  19  s  o  (i). 

Les  fonctions  l^,X|,Xtt  ...  étant  calculées  d'après  la  re^lo 
du  n®  3479  on  trouve  d'abord  pour  les  trois  premières» 

X    s=    aar*  —  i3jf'  +  loa?  —  19, 
X»  SB    4^^  —  '^   4"    5, 
Xi  =  i3x*  —  i5x  -{-  38. 

Or,  je  dis  qu'il  est  inutile  d'aller  plus  loin  ,  et  de  calculer  Xj 
et  X4.  En  effet,  il  est  aisé  de  voir  que  les  racines  de  l'équation 
Xft  =  o,  sont  imaginai  res,  puisque  l'on  a(i5)*— i»4''3*^8^^ 
(n*  1 1  f  I  3^)  ;  d'où  il  résulte  que  X.  ne  peut  dianger  désigne» 
i|oe}qiie  valeur  qu'on  donne  à  x.  Ainsi  la  4*  remarque  du 
n^  352,  est  applicable.^  cet  exemple;  et  ilsuflira  de  considéi*er 
les  trois  fonctions  X,  X|  y  Xf  . 

Or,,  en  substituant  successivement  —00  et  4*:^  ^^^s  leur 
premier  terme 9  00  obtient  les  deux  suites 

+    —    +     . .  • .  a  variations  *• 
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ce  qai  démontre  que  l'équation  a  deux  racines  réelles  et  Jntf 
racines  imaginaires.  Les  racineji  réelles  sont  d'ailleurs  tum 
positireet  Famrenv^tiXxye  (n*  Sia),  puhque  le  dernier  tenss 
de  Têqualion  est  négatif, 

5*  exemple.      ar*— 36r^+7?a:'-^37x+72=o. 

(Nous  nous  bornerons  ici  à  présenter  le  tableau  du  catcal) 

X    =        *^  —       36a:»  +     7ax*  —  37X  +  7a, 

X,  =      5jri  ^     lo&r*  +  i44x  —  37, 

X.  =     i8x^  —      54j:*  +    37X  —  90, 
X9  :=i3i9«*  —  a442jf   —  684, 

X4  =:  — 28034C9X  -f-   324^^8254 1 
X5  =  - 

(Le  signe  de  X5  se  déterra îne ,  comme  dans  le  troisième 
esemple,en  observant  que  la  racine  de  X^  =  Q|  est  éTidemneiit 
plus  grande  que  la  racine  positive  de  Xj  =  0.  ) 

Or  j:  =:  —  00    donne    •—  4-  —  +  -f-  —  •  •  •  •  4  t^tfnni. 
x  =  +oo  ++  +  +  '^  ""•  •  •  •  «  '^w^i 

donc  IVquation  proposée  n'a  que  trois  racines  réelles.  Maïs  si, 
avant  d'appliquer  la  méthode  actuelle,  on  eût  d'abord  substitué 
les  nombres  entiers  consécutifs,  on  aurait  reconnu  facilement 
que  chacun  des  couples  de  nombres,  l^  ci  5^5  et  G,  —6  et  —71 
donnent  deux  résultats  de  signes  contraires.  Donc  les  trois  ra- 
cines réelles  ont  respectivement  pour  partie  entière,  4i  5,  et —6; 
les  deux  autres  racines  sont  imaginaires. 

Ces  eiLcmples  nous  paraissent  sufllsans  pour  donner  une  idce 
de  toute  l'importance  du  théorème  de  M.  Starm,  et  du  prii 
qu'on  peut  en  tirer  dans  la  résolution  des  équations  namé* 
riqucs. 

354.  Nous  ajouterons  cependant  encore  que^  quand  on  s 
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reconnu,  par  la  substitution  des  nombres  entiers  consécutifs 
dans  les  fanclions  X,  X,,  X».  • . ,  combien  il  y  a  de  racines 
réelles  entre  deux  de  ces  nombres,  a  et  <i -|~  i»  la  combinaison 
du  théorème  avec  la  mclho<le  de  Lagrange  donne  le  moyen  de 
sé|Mirer  ces  racines  sans  qu'on  soit  obligé  de  recourir  a  la  trans- 
furuialion  du  n**  346,  laquelle  devient  très  laborieuse  quand  les 
racines  sont  tiës  peu  dilTércntes  les  unes  des  autres.  Voici  en 
quoi  consiste  ce  moyen  : 

On  subslilue  a  +  -  <i  la  place  de  x,  non^seulement  dans  X, 

mais  encore  dans  toutes  les  Jonctions  X^  Xt, . .  •  ;  puis  on  y 
fait  successis^ement  y  =  i ,  a,  3.  • . .  La  oiffsuencb  entre  les 
deux  nombres  de  variations,  résultant  de  là  substitution  de 
deux  de  ces  nombres ,  &  et  &  -f~  >  y  est  égale  au  nomdju  des 

iraleurs  de  x,  comprises  entre  a  +  j  et  a-J-  -/-r— • 

Si  cette  différence  est  égale  a  i ,  on  conclut  que  la  trans- 
formée qui  résulte  de  la  substitution  de  a  +"  a  la  place  de  x 

dans  X=r  o  ,  n'a  (\viune  seule  racine  comprise  entre  &  et  6  4-  i; 
et  l'on  peut  facilement  (ii**  33o)  obtenir  la  fraction  continue 
corresp<mdunle. 

Mais  quand  celte  différence  eU  égale  à  2,  3, .  •  •  on  en  dé- 
duit que  la  transformée  i'Ujr  a  deux^  trois ,, ,  •  racines  com- 
prises entre  6  et  ô  +•  i.  Alors  on  remplace  y  par  6  -|-  -  dans 

les  Jonctions  X  ,  X|,  Xf  •  •  •  (qui  sont  déjà  eiiprimées  enj)  ; 
pui>  onjrjait  sucocssii^emtnt  z  =  i ,  2,  3. . . .  La  oiFFiiuiu^CE 
entre  les  deux  nombres  de  variations,  résultant  de  la  sulis- 
litution    de    deux   de   ces  nombivs,  c  et   c?-|-t>  est  égale 

AU    nombre  de  valeurs  de  x  comprises    entre  a  -}"  


c 


et    a  s= 

c   -f-  I 


^74  isOtCCÊ  dW  AÙTttfe  fniOKÈÊit, 

On  Toit  aisélucot  que,  par  ce  moyen,  toolei  les  Ttlenn 
cic  X  compritfcs  entre  a  et  a  -f-  i,  pourront  se  développer  et 
autant  de  fractions  continues  ayant  pour  partie  oomoimi 
une  ou  plusieurs  fractions  intégrantes  a  partir  de  a, 
r  355.  M.  Sturm  a  é(endu  sou  théorème  au  cas  où  l'équation  pro- 
posée admet  des  racines  égales;  mais  nous  n'entrerons  dam 
aucun  détail  à  ce  sujet,  puisqu'on  peut  toujours  (n'aSi) 
faire  dépendre  la  résolution  de  l'équation,  de  celles  d'aatres 
cqualious  qui  n'ont  que  des  racines  simples.  Il  en  a  ('gaie- 
ment dcduit  d'autres  conséquences  fort  curieuses,  mais  qi:i 
ne  sont  pas  indispensables  pour  la  rcsolulion  des  équations  (*}. 

Nous  renvoyons,  pour  de  plus  amples  détails  sur  la  ré- 
solution des  équations  numériques,  aux* ouvrages  suirans: 
TraiLé  de  la  résolution  des  équaliom  numériques  »  par  La- 
grange  ;  Supplément  à  la  théorie  des  nombres  ,  par  Legendre  ; 
j^'oiivelle  méthode  pour  résoudre  les  équations  numériques , 
par  M.  Budaa;  Analjse  des  équations^  ouvrage  posthume 
de  Fouricr. 

On  trouvera  dans  ces  deux  derniers  ouvmgrs  un  thôorcnie 
qui  a  quelque  analogie  avec  celui  de  M.  Slurni  ,  et  qui  ptiraît 
avoir  clé  découvert  à  peu  près  dans  le  même  temps  par 
MM.  Fourier  et  Budnn  ;  en  voici  l'énonce  : 

Soient  f[x)  un  polynôme  entier  du  degré  m,f[x)  ,/*(t), 

y'(x),...  SCS  dérivés.  Appelons  p  et  7  deux  nombres  réels  de 

signes   quelconques   (/;  étant  <7);    et  concevons  qu'on  ait 

substitué  successivement  p  et  q  dans  la  suite  de  ces  fonctions; 

ce  qui  donne  les  deux  résultats  , 

x«  pour  /7  ,  f{p) ,  /(/>) ,  r{p) , . . . 

a*»  pour  q  ,  f(q) ,  /(y) ,  f{q). . . . 

Le  tliéoicme   consiste   en    ce   que  les  signes  de   la  prt- 


(*)  ^"Jf^*  l^'"*  ^99»  cî'ap.  IX,  pour  une  nutrc  opplication  Jn  ilic  rcaie. 


fnéèfv  suite  ne  peinant  januris  préseniér  moths  àe  variai 
féons  fjye  ceuœ  dti  la  seconde  /  et  si  p  et  q  comprennent  un 
nombre  11  déracines  réelles,  ta  première  suite  a  au  moins 
k  vai  iaiions  de  plus  que  la  seconde. 

Ce  lliéorëme,  beaucoup  inoin:s  ëxpfîcîte  que  celui  (Te  M.Sturni^ 
qui ,  dans  aucun  cas,  ne  laisse  d'incertitude  sur  l'eiistcnce  de 
racines  réelles  entre  des  nombres  dëtermlnésj  fournit  cependant 
une  méthode  assez  complète  de  résolution  (i). 

§  IV.  Suite  ée  rÊlimination. 

.  3S6.  Aprls  aToir  fait  oontiaitire  \m  diOërens  moyens  de  ré- 
soudre (  du  ttiotnsr  e/t  nombres  réels  )  les  équations  d'un  degré 
quelcoaque  à  une  seule  iocdanuey  it  cooTient  de  s'occuper  de 
la  résolution  des  équations  à  plusieurs  ioconnues. 

Lorsque  le  nombre  des  équations  proposées  est  égal  à  celui 
des  inconnues,  elles  n'advieltont»  en  général,  qu'kit  nçmbfis 
limité  de  sjrsièmes  de  valeurs  pour  ces  înoçonues.  Or^  ia  déiei** 
niination  complète  de  tous  ces  systèmes  constitue  le  pi'obtbms 
généra)  de  Véliminauon, 

Nous  avons  déjà  exposé  (ii^  167  et  sultans)  une  partie  de  ce 
prob!èine,  celle  qui  a  pour  objet  de  former  t équation  Jinahp 
cVst-à-dirc  une  équation,  fonction  d'une  seule  des  inconoueS| 
qui  donne  foules  les  valeurs  de  cette  inconnue,  propres  à  véri- 
fier les  équations  proposées  en  nicine  temps  que  ceitalncs  va* 
Icur3  dc:i  autres  inconnues. 

La  seconde  partie  consiste  à  résoudre  Féquation  Jînalt,  el  à 

« 

déterminer  les  valeurs  dtfs  autres  inconnues,  correspondant  à 
celles  de  l'inconnue  qui  entre  dans  cette  équation. 

Mous  con>i<iêrerons  plus  particiilièremcat  i^i  le  cas  de  dt:ux 
équations  à  deux  inconnues. 


(*)  frayez  utissi  pour  le  développement  ilc  ce  ihcorème  et  pour  ]cs  coasé- 
qocn  (S  t\yCim  en  dc-Juit/une  nuû*  jiiaccj  à  la  lin  de  ia  â*  oUlion  de  nion 
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357.  Avant  d'entrer  dans  tous  les  détails  relatifs  â  la  secoade 
partie  de  l'élimination ,  il  est  nécessaire  de  revenir  sur  la  ni- 
nièrc  dont  on  forme  l'équation  finale* 

Lorsqu'on  emploie  la  méthode  par  le  commun  divîseuripOQr 
éliminer  l'une  des  inconnues,  on  parvient  bien  à  une  équation 
qui  fournit  toutes  les  valeurs  convenables  de  l'autre  inconnue; 
mais  celte  équation  donne  aussi ,  en  gcnérni,  des  valeurs  étraa- 
gërfîs;  c'est  ce  que  nous  nous  proposons  de  faire  voir  actuel- 
lement. 

(Pour  abrrger,  nous  conviendrons  d'appeler  solution  de  deux 
équations  en  x  et  j*,  tout  yjslcme  de  valeurs  de  x  et  de  j^,  qui, 
substituées  a  la  fois  dans  ces  équations ,  y  satisfont»  c'est-à-dire 
rendent  leurs  ])rcmiers  membres  identiquement  nuls,  )    . 

Soient  donc  deux  équations  d'un  degré  quelconque , 

A  =  o»     B  =  o; 

et ,  après  avoir  ordonné  les  premiers  membres  par  rapport  à  X| 
par  exemple,  appliquons-leur  le  procédé  du  plus  grand  com- 
mun diviseur,  avec  les  modiGcalions  qui  ont  pour  objet  de 
rendre  les  quolîcns  et  les  restes  entiers.  (Mous  supposerons 
d'ailleurs,  pour  le  momèntique,  dans  le  cours  du  calcul, on 
ne  supprime  aucun  facteur  fonction  de  jr,,  car  on  verra  plus 
tard  que  ces  facteurs,  égalés  à  o,  peuvent  donner  des  valeurs 
convenables.  ) 

Désignons  par  Oj  a',  a*,. . .  •  les  difTcrens  facteurs  introfluîts, 
ces  facteurs  étant ,  en  général ,  dt;s  fonctions  do.jr\  soient  en 
outre,  Q,  Q' ,  Q"; .  •  • .  R ,  R',  R",  •  •  • .  les  quotiens  et  les  restes 
successifs. 

La  série  des  opérations  donnera  lieu  aux  identités  suivantes, 

a  A    =  B  Q    +  R (0, 

a'R    =  R  Q'  +  R' C^), 

«•R    =  R'Q"   +  R' (3), 


aC»)  RC-0  —  RC— OyCO  +  RC)..   (n+l)? 


(RV^vil  MflNMé  le  resté  indfôpéndânt  de  st  et  foùeiton  d«  J^' 
seulentenl.) '  •         •.•"'•'.''••  .   .  .■  !••■ 

Gel*    poié,   l'idJentité  (t>    fait'  ¥oir  'que  IVvIe  -ivtfirfroh' 
du  système  [Â.=?=o 9  B  =  a]  Mtîsftît  tiécessatreiuent  a^lidhsty;^ 
car  a  4I Q  ét^tdetipolyMiiies'eplîersen  x.éten  jr^  M  peufeiit 
devenir  ioiiiiîs  pour  cfes^yaleurs  particulières  attribucca  kjx 
e^à^.  Àinst  les  solutions  du  système  [À  ;=  o^  B  fss  o]  ç^ntii^- 1 
nent  an  système  [  6  ==(  0|  R  =  o].  '  , 

L'identité  (1)  prouve  é^Iement  que  toyie  solution  da,#y4n-j 
tëme  [B  =  o I  R  =  o]  satisfait  à  R'  =5  o  ;  d'oii  l'on  peut  con- 
clnce  que  Tes  ^ôhttiaiit  d«r -système  |^  A"=±i  o  ;  'B=::fo']  ccinU 
Tiennent  encore  au  système  [R=o,R'=:o],. 

L'identité  (3)  déix^ontre  quc^c^if/c  solution  4a  syslèmje  £fl  r^/^'  \ 
R'aso]  s^^isf^iti  ïl^spvOonç^le^  soln4ienaderA.s?3  0^6.::=:Q]\ 
conTÎennent  an  nouTcau  syslènie  []&',=;;  OiR^s^o],  Et  aifisi; 
de  suite. 

.jy^li  il,rés«dlie  «nTiik  qno^  iouêts  ksi  êotuiion0  du  sjrsAmepro*» . 
p^if£A:t?o,.  B;mFO]  s€  irouvcnt  néaessaù'esnent  comptispêi 
dansled€rniffi\^X'^ièmA  [R^Tr'^sto^' RC'Jsno].      ..•     (i 

•▲Tii^i  réqaatioil  il^^>s&o  renferme  tpmi'es  tes  vaknts  eâ^ 
yenables  Atj\  « 

Je  dis  maintenant  qu'eRe  doit  lenférnlery  en  général^  dès 
Taîcars^ffattgèreâ;  •  .  '        ' 

Pour  cela,  reprenons  les  identités  (l)/ (a),  (S)  . . .  (rt  +  i).  ' 

Oh  reconnaît  par  Fidenltté  (1)  ^jue  toute  solution  du  sys«- 
tèmc  [B=:o,R  =  o]  sattsrftît  à  tfA  ==  0.  Or  cetlis  dernière  '' 
éflnatlon  se  divise  en  deux  autres,  astzô  et  Aaso;  d*ou  il  suit 
qtfe  lessolutîonï  de  [Bsso  ,  R=so]  comprei^nent  non-Seulc« 
n/ènt  les'  sôlutionè  du  système  pr0|:^5é  [  A  =  o,  8  =  0],  mais 
encore  toutes  les  solutions  du  système  [a=o,Br=:o]. 

i3e^ênie,à  catise  dé  Pfdéntilê  (2),  toute  solution  de  ]|r^o,.. 
R'  =  o  ]  satisfait  a  a'B=s  o ,  qui  peut  être  décomposée  en  deux  ^ 
•"^/es^ é<i5iations^^l=..o_jîl J  .:a  Q;..dûac..  Iaa    ^i»».>n, 
deQR=:o,  R'sso]  comprennent  les  solutions  du  système 

[Bs=o,R  =  o},  et  cdlês  au  système  td*é-o;Rè=^by;Alab 
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ou  Yient  de  voir  qii«  le  syàinne  [  B  =:  o,  R  ss;o]  rtnienBe diji 
ttiulci  1rs  ioliitions  des  deux  ^y.slèmrs  [A  =  09  lisse]  et 
[a  =  Oy  B=:o]  idoiic^  le  splrnie  [il=sOf  ft'  =  o]  reoGsrme 
luulci  le*  soluliiiiM  dos  trui*  sj-slcmn 

[4  =  o,B7ro],    [ii=o,Bso],    [a'=30»R=e]. 

En  ronliriunnl  ces  misonnrtnrn.i,  on  Torra  que  le  dernier  iyii- 
Irme  [R^"""')  s=s  o,  11^"^  r=o]  comprend  non  -  seulement 
toutes  \cs  sululiotis  du  système  proposé  [A.  =  o,  B=::o},  nak 
cncofe  toutes  les  solutions  des  systcuici 

[rtr=o,B  =  o],  [a  =so,R  =  oJ  ,...  [aC'»)=3o,ttC«— )=:o]. 

358.  Si  l'on  clalt  ccrtam  qu'en  sul>sl!tuant  dans  l'équation 
B  ^  o  y  diâciine  des  valeurs  de  y  que  donne  a  =  o ,  on  pût  tirer 
du  résultat  de  cet  te  substitution  une  ou  plusieurs  valeurs  dé  x, 
toutes  les  solutiont  qu^on  obtiendrait  ainsi  selrouTeraientdans 
[  llC»-"*)  =  o,ll"=io] ,cl  scraîrnt  étrangërcsà  [  A^o,B=o]. 
Dèê  lors,  pour  déiMirrasser  RC*}  33  o  des  valeurs  de  j"' qui  cor* 
rpspondent  à  ces  solau'ons  éirangères,  il  suffirait  de  diviser  BS'^ 
par  #1 ,  qui ,  comme  on  l'a  déjà  vu ,  n'est  fonction  que  dej*. 

Même  raisonnement  par  rapport  au&  autres  facteurs,  a\(ef^» 
iulroduils  daiii  le  cours  du  cnicul. 

Il  suit  de  là  que,  si  Von  dix^isail  RC»)  par  le  produit... 

a  X  a'  X  "' X  a^"),  /f  quolicnl  lésuliant ,  égalé  à  Q^doft- 

ntrait  la  vérilaùlc  équation  Jînalc  (*). 

Mais  il  n'en  e^l  pas  tuujours  aiiibî ,  parce  que  telle  valeur  de 
^,  tirée  de  a  =  o  (  laquelle ,  dans  tous  Icsca^i,  doit  anéantir  le 
curlliL-ient  du  premier  trrnic  de  K),  peut  aussi  anéantir  lescoef- 
ficii'iis  des  puissances  inférieures  de  x  jusc^u'à  la  première  in- 
clusif emenlj  et  dans  ce  cas,  il  n'y  aurait  aucune  valeur  de  x 
correspondante. 

339.  L'exemple  suivant  cclaircîra  ce  que   nous  venons  de 
dire. 


O  f  «T'as  ladtnxitinf  aoit  |ilac«f  à  [a  Lo  ik  ce  (lia|iiirc« 
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*S6ît  proposé  d'étiinroer  entre  les  deux  équations 

-J'V'-^y*— J-'+aaso. , f,N  '.   ' 

O--.3r+a)*«+0--.,>-^j.4.,_o...     (2)' 

Pour  éliminer X  entra  ces  tlenx  é^jtiatlohs,  4!  faut,  en  prenant 
le  polynôme  (i)  pour  dividende,  et  le  polynôme  (a)  pour  divi- 
seur; ilihat>di9Tie»iQuIlipIier  (Opar'Ieïacleur  O*— Sj- +  a) 
coelHoieat  du  premier  terme  du  diVifeur»     . 

Celte  prcparationiaile ,  on  eilecttae  Is  dtvfeîon ,  ce  qui  donne 
pour  reste , 

Praaans  maiAtenani  le  p^lyn^me  (a)  pour  dividende;  et  le 
rqsl#  (3)  pour  dîvîsauno  ,      .         ,  . 

.  Cpmme  le  pNàOleieat  du  premier  terme  de  ce  reste ,  savoir  : 


* •    »»      »  '        j  t 


mienf  a  —  J^3^*  —  8f  -f  «) , 

oà  iiéû  itacore ,  k      — y^j-  ^  1)  {ij-  —  '5) , 


•  '  »    / 


et  qne  le  coefficient  du  premier  terme  du  poijc(ime.(2}|  savoir  : 
pe«t. se ^éoûttiposer en  (>■•-  1)  (jr^^n^f' 


'  •        *  4  *    j  « 


I   1 

I 


il.s'énsnit  «jaé^^ponr  obtenir  des  qupl^ns  et  de^  reste«,finUer»^  > 
il  suffit  de  multiplier  le  polyqoiwe  (a),  par  j^(^-r^lJdJ3J^-rr4)*^ 
Effectuant  cette  multiplication,  puis  la  divisipn  du  DoW* 
nomè'(2)  ainsi 'préparé ,  par  le  reste  (3^ ,  on  obtient  un  cer<t,aia  . 
quotient  qu'il  estlitûtiie  d*écrire  ici  ;  et  le  dernier  restç.  c'eat- 
à-diré  lé  polynôme  indépendant  de  x,  égalé  à  o,,.dpaqe,*  .,:, . . 

4:  Soj4  _  24^^   +  120^'—  1  i!y  +  32 |— «>-(4;- 

37.. 
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Yovons  inainlenant  quels  peuTcnt  être  les  facteurs  étrangers 
renfermés  dans  celle  équation» 

i^  Comme  on  a  multiplié  le  premier  membre  de  P^da- 
tîon  (i)  par  le  facteur  (^  —  3j^  +  a  ) ,  qui\  étant  déoim- 
posé,  rfYÎcnl  à  (/—  i)  Cj^  —  2),  il  s^ensuit  que  ré<|uatiuii 
(4)  peut  contenir  comme  facteurs  étrangers  les  deux  binonci 
Cr— i)cl(r— 2). 

Cependant  il  e?»t  aisé  de  Térifier  que  cette  équation  n*est  pat 
sali^fhile  par  j^  =  1 ,  maSi  qu'elle  IVst  par  ^  ss  a^  le  quotient 
de  la  division  par  (j^— -a)  est  exact  et  C|^al  à 

«.,8r»— 6r«  —  36r"+48r  — 16   j----w- 

Pour  comprendre  comment  le  facteur  (j*  —  1)  ne  fait  pat 
partie  du  polynôme  (4)»  il  suflit  d'obsiT^er  que  si  Ton  f«î|/s;i 
dans  l'équation  (2}  ,  le  premier  membre  se  rfduit  k  une  quan- 
tité indépendante  de  X  ;  et  alors  il  n'en  résulte  aucune  râleur 
corrcs|Hmdantc  pour  jt. 

Au  cantraircy  soit  posé  j'ssa  dans  l'équation  (a);  elle  sa 
ré«luit  à  X  —  5  =  0,  d'où  ârs=5;  c'est-à-dire  que  kl 
deux  équations 

J^'  — 3r  +  a=:o, 
et  0'*—  ?ir  +  2)x»  +  Cr  —  i)x  —  3r  +  1  =  o, 

admettent  pour  solution  unique  les  valeurs  x  -=:  5  et  j'srs. 
L'équation    (4)  doit  donc  contenir   le  fadeur  (^  —  9)  qui 
corres|Mind  à  celte  solution,  mais  ne  peut  renfermer  le  fadeur 
(j^—  1)  auquel  ne  répond  aucune  solution. 

a^.  Dans  la  seconde  opcTalion  principale  ,  pour  rendre  la  cli« 
Tision  possible,  on  a  introtluil  le  facteur  J^(j*—  i)  (•ÎT'— 5)*. 

Maïs  il  est  facile  de  rrconnaiirc  qu'aucun  drs  facteurs  sim- 
ples dont  se  compose  ce  produit,  ne  peut  entrer  dans  l'éijua- 

5 
tion  finale;  car  en  faisant    J^=50,    ou  j-ssi^    ou   J'ss-, 
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■ 

d^nste  reste  (3)  égalé  à  o,  la  partie  aSectée  de  x  dUparait, 

et  il  n'en  rdsalte  aucune  râleur  pour  x. 

••         •    *,    ♦  • 

En  gcnjéral  y.  Tintrod action  du  facteur  o^O  (n*  35]}  ù^ns  Jfi 
rp$te  qui  précède  le  reste  du  i"  de^ré  n  influe  jamais.  $ji$r 
réquationjlnale  f  parce  que  les  valeurs  dej*,  tirées  de  ceia^ 
teur  égajé  à  léro,  réduisent  le  reste  du  premier  degpé  a  «ine 
quantité  numérique;  donc  II  ne  peut  y  avoir  aucune,  valeur  ào 
X  cori-espondante.  , 

Traitons  encore  le  même  exemplet  en  prena^t.le  :poIf  i}9i||e 
(a)  pour  dividende,  Qt  le  polynôme  (i)  poMr  diviseur.    • 

II  faut  »  pour  cela  y  multiplier  (%}  par  j^^  cûe^oiept  di^  premier 
lernin  de  (i). 

Gïla  faiti  on  isfleetae  la',  dirisTon^ce  qni  ^nne  un  certain 
quotient  et  un  reste  du  premier  degré,  savoir  : 


•      •  r  1 

I      « 


-'       ■  ,  . 

Pi'enoris  à  son  tour  le  polynôme  (i)  pour  ^lyidea^e^^içl  Iç 

reste  (6)  pourdiviseur.  '        .  

Comme  le  cociuciput  du  premier  tçrme  de  ce  reste  revient  k 

.•  ••^>^.  ■,.••,■,  ^«v  ••  ■  •    ■;  •'•  •^^-•  •'•«"     ••  •■ 
on  bien,  à  j^Cj'  —  i)  (3r  — 5),. 


.•^  . 


■  <     • 


•t'flitt  iei«oMk:iM)tP4i*>pfeiivief 'te^ttie  de  (t)  est  y\  iî  suffit  dé 

'*  ^k^%  êcfttè '(^(làf atîon  .""ort  ëffi^çtue  ra'dhrision/et  Ton  ob^ 
tîenl  potik*  reste  îudépéniiânt  de  x^ 

_  ^j*H^36j-'  + 48j-— i6, 

•  » '  '    ♦..  .  . 


»     «        \ 


«•"    .'  .j,   >'.\'    '    .♦  '. 


rës4t^  idifitiftùetâvec'lc  «|uôHent  (5)  qu'on  àrait  obtenu  en 
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■*"'"• 

Ici|  a.ucun  des  facteurs  introduits  dans  le  couri  du  calcal 
ne  se  retrouve  dans  Téquation  finale;  et  la  raison  en  est  que  le 
facteur  y^  par  lequel  on  a  multiplié  (a)j  étant  ^alé  à  o, 
le  divlsPHt'  (i)  8C  réduit  n  une  quantité  indépendante  ik\\ 
par  tïonséquent  il  n'y  a  aucune  valeur  de  x  qui  corresponde  i 

'S6o.  Si  Ton  a  bicrr  compris  ce  qui  s'est  passé  dans  Pcxeinple 
précédent,  on  entendra  faciirmcnt  la  règlb  suivante  »  fOur 
débarrasser  V équation  Jînale  des  facteurs  étrangers  quelle 
JfèVtï  Renfermer  : 

Désignons  par  F(^)  Fun  quelconque  des  facteurs  introduits 
daiis  le  cours  du  calcul  ^  et  par 

r-  t  ix"  +  car*-*  -|-  <&"""■  +1 . .  •  +  te  4-  Wf 

■ 

le  reste-diviseur  qui  lui  correspond  ;  en  sorte  que  les  facteurs 
simples  de  Fj^t")  soient  des  (acteurs  du  coefficient  ^. 

Preihiercihent ,  si,  comme  cela  arrive  le  plus  souvent, F(j) 
est  immcdîatcii^cnt  décomposable  en  facteurs  simples,  on  égale 
chaàitri  ^eux  à  o ,  et  Voh  en  tire  une  valeur  de  y. 

Quand  aucune  de  ces  valeurs  n'ancautit  à' la  fois  tqus  les  coef- 
fi  ci  cil  s  If  f  Cy  dy.,y  jusqu'à  /i  [ici  lis!  vememcnt  y  on  est  certain  que 
V{j')  se  trouve  tout  entier  dans  l'équation  finale  ;  et  Von  divise 
alors  le  premier  membre  de  cette  équation  par  ce/actettr, 
lequel  est  étranger,  .'     ■- 

Si  une  ou  plusieurs  valeurs  anéantissent  à  la  fois  fr,  c, 
d,..J^  les  fac^ïurs  simples  ç^T^spQ^ans  se  se  retvouveoft  pas 
dans  l'équalion  fuiale  qui  ne  renferme  de  facteurs  élrangen 
provenant  de  F  (j*) ,  que  les  facteurs  simples  d^Q,t  Jei  valeurs  ne 
rendent  pas  nulles  à  la  fois  b^  c^d,  ,A.  On  divise  alaqsleprt^ 
mier  membre  de  Véquationjinalc  par  le  produit  de  ces  derniers 
fadeurs. 

Secondement,  si  Téqualion  F  {j-)  =  o  «  uepeut  pas  être  immé' 
diatement  résolue,  on  recherche  le  plus  grand  commun  diviseur 
entre¥{y)ettous  les  coefficiensh,  C|d,...t>  {voje%  i^  %^'j).Si 
l'on  n'en  trouve  pas^on  pe^^t  encore  regarder  ccfmme certain  qu 
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'V(x)^^^^^^  ^^"^  entier  dans  l'Oqiiationnfiarleiet  ontaJébnt* 
roBsp  de  ee  /ncleNr,  ■'  •    .  i 

Main  s'il  en  cxi^le  Un^  soit  F' (^)  ce  fdtteur  c<%innitin;  on 
divise  F{>)  pfirF*(y)^  ce  qui  donne  li»f|«ftïîenl  F*  ij)  #|ai  ekt 
akiri  le  seul  factour  étranger  [|iroveniint  tie  Tint roduci ion  chi 
factenr  F(j^)]  que  comprend  riV]ufiti»n  finiil<>.  On  di%H9e  en* 
sulut  le  premier  membre  de  cette  vtptationpar  F"  (j).  • 

Co  raÎMinnenienr  l'appliquorail  à  tout  milro  faclnur  introduit. 

(Mous  nVxamincroni  pus  ici  le  cas  oîi  le^lUctmir  commun  à 
(i  Ci  </,.../,  se  trouverait  aussi  dans  i/;  c'est  ihie  ciremMlanoo 
pour  laquelle  ni>us  renvoyons  aui  n'*  366,  3;3el9MVairé.)  > 

On  voit  dune  qu'il  est  toujours  pos!iil>le  de  drharraùer  Td- 
qnatioii  finale  des  facteurs  clrangfrs  qu'elle  peut  rmifcrnier,  et 
cela ,  sans  sup|)Oser  coiinuo  aucune  dtS  inélliodes  pour  résoudra 
une  ëqifation  à  une  seule  inconnue  {^^'et  le  numéro  270). 

36f.  Première  remaf-què,  T^  ntéllioilc  d'Àlîmînailon  par  1^ 
p.  g.  c.  d.  y  appliquée  à  deux  cquatîons  du'  'secDnddcgrè  Cn  Jr 
et  J^»  conduit  toujours  à  la  %éritable  équation  finale. 

En  rflt^t  9  on  a  ^u  [p®  1 1.6}  que  deux  û(|uaiions  de  cette  es* 
pècf^  peuvent  être  ramenées  à  la  forme. 


:Jï*^  +  *-V.+  caBBO„  .^t    a'ap*+.4'x  +  c'.=îso, 


:1 


8  et  eî  étant  des  quantités  connues  ou  numériques. 

G*la  posé,  la  première  préparation  à  faire  sul»*r  a  Tun  des 
ppo'ysuHi^,  se  nnluiiianl  à  rinlniduclioii  d'un  Cacteur  nuuiérl* 
)uet.n^  .|>etit  ihflucrsur  rc<}uativn  finale^  Quanjlâla.i^fçCQiiflo^ 
|ui  i*onsi»te  à  multiplier  Tun  des  |Hil\iioNieh  proposés  |^n'hj|<>^ 
ronde  puissance,  du  co*-n\cient  de  x  dpn^c  Ja  reste  du  1^  deuré 
a'X'^r'b^i  nous  avons  déjà  prou^i^  (u*  35<))  que  ce  facteur  in* 
Lrodujt  ne  |iouvait  ei|trer  «Uns  réquatitMttJnalo. 

Il  eu  al  de  nvémc  toutes  les  fuis  que  Tum^  des  4*f|ual iona.  pro^ 
posera  csL  du  second  de(;rû  en  x  (quel  i\\¥K  soit  d'iiil leurs  la 
degré  en  jr)^  pouivu  que  le  coelGciciii  de  «r*  auit  uue  quauliliî 
nuuiériqui». 

36a.  Seconde  remarque.  Le  degré  de  l'équation  fiiialo  ji  là» 
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quelle  on  parvieat»  fait  souvent  reconnaître  la  présence  fa 
facteurs  étrangers.  £n  efiet,  on  a  dcmontrc  (n*  3oa)  qaelt 
degré  de  F  équation  finale  ne  saurait  surpasser  le  produit  àa 
degrés  des  deux  équations  proposées.  Si  donc  l'on  pai-vieetî 
une  équation  d'un  degré  plus  éle?é,  on  est  certain  qu'il  j  a 
des  valeurs  étrangères.  Mais  de  ce  que  le  degré  est  prédié- 
ment  égal  an  produit  des  degrés  des  deux  équations  y  on  ne 
peut  pas  conclure  qu'il  n'y  a  pas  de  valeurs  étrangères;  ctr  le 
d^ré  de  la  Téritable  équation  finale  est  quelquefois  moindre 
que  ce  produit.  II  peut  même  arriver  que  le  degré  soit  va, 
c*esl-à-dire  qu'il  n'y  ait  pas  d'équation  ilnale  {vojrez  le  n- 
méro  368). 

£n  général ,  le  degré  de  l'équation  finale  est  égal  au  nomhe 
DEA  SOLUTIONS  donl  les  équations  sont  susceptibles. 

363.  Passons  actuellement  a  la  détermination  de  tous  lessfh 
tèmcs  de  valeurs  propres  à  vérifier  deux  équations  données, 

Soient  I  pour  premier  exemple ,  les  deux  équations 

jrx^ — 3jr -)- I  =o..  ••  (i), 
(^  —  i)  X*  +  a:  —  2  tes  Oi . . .  (a) . 

Après  avoir  iulroduit  le  facteur  ( J*  ~- i)*  dans  le  polj- 
nocic  (i), . .  •  on  effectue  la  division,  et  l'on  trouTe  ponr  pre- 
mier rciite, 

(j^'-5r  +  3)x-jrt  +  4^_,....   (3). 

Multipliant  ensuite  le  polynôme  (2)  par  {j^  — .  5y  +  3)' 
et  divisant  le  résultat  par  le  reste  (3) ,  on  obtient  pour  le  restei 
fonction  de  j*  seulement  > 

j^  — ioj-*  +  37r^— 64r'  +  52^— 16....  (4). 

Gomme ,  pour  effectuer  la  première  opération ,  on  a  été  obligé 

d'introduire  le  facteur  {y  ""  0%  et  que  j'sss  1,  substitué  dam 

Féquation  (2),  donne  x^2,  il  sVnsuit  que  ce  facteur  doit  en- 

iiist-^iMm^tfrdans  le  polynôme  (4). 

ns  donc  ce  polynôme  par  (  j*  -—  i)*^  il  vient  pour  ré* 

i3  II'. 
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J^  — 8f»  +  «qf— i6=so....  (5), 

Squation  qui  est  la  vérUable  équation  finale. 

En  appliquant  k  celte  équation  la  méthode  des  racines 
Doininensurablcs y  on  trouve  pour  racines»  « 

■ 

Pour  obtenir  les  trois  valeurs  correspondantes  de  x,  il  ûiift, 
comme  on  Pa  vu  (n*  270) ,  substituer  chacune  de  ces  valeurs 
dians  le  reste  du  premier  degré,  et  l'on  obtient  x=:  i,  «  av  i , 
xss—  i;  <^est— à-dire  que  les  équations  proposées  admettent 
trois  solutions ,  dont  deux  sont  [x  =  i ,  ^  =  a]  ;  et  la  troi- 
sième est  [or  =  —  I ,  j^  =  4]» 

En  eflet  j  supposons  dans  les  équations  (i)  et  (a)|/^=:a;  il  vient 

ax'  — 3x  +  i     et    a:*  +  x— 2, 


'  t    • 


polynômes  qui ,  comme  il  est  aisé  de  s'çn  assurer,  admct^t  le 
commun  diviseur  (x—  1). 

Pareillement  1 J*  ==  4  substitué  dans  (i)  et  (2} ,  donna 

■ 

4x^^—3x4*1    et    3r'  +  x  — a, 

■       I  ■  ■ 

iqai  admettent  le  commun  diviseur  x-^%.- 
364.  Soient  encore  les  deux  équations 

«"— (3r-3)x*+(3r*-6r— 1}  x^y»+^+r-3s=o. . .  (0, 
*'+(V+4)a:+/*  +  4r  + 3 =•.,«. .....Ha). 

En  appliquant  le  procédé  ordinaire ,  on  obtient  poilr  reste 
dn  premier  d^ré, 

(3j^+3r)+j^+^'îl-4r (3), 

^  •  ■  ■ 

et  pour,  reste  Indépendant  de  x, 

Cest  la  véritable  équation  finale;  car,  d'après  ce  qui  a  été  dit 
n*  36i  y  réc{uation  (2)  étant  du  second  degré,  et  le  coefficient 
de  x^ étant  numériqne,  Tintroduction'd'un  facteur, dans  te  cours 
d» «ricul ,  ne-cbange  rieti  à  l'équation  finale. 
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Cela  posé,  si  l*on  réiout  i'équalîon  (4)  «  oo  reconnaît  bcile- 
ment  qu*elle  peut  être  mise  sou&  la  forme 

G>nsiderons  d'abord  les  deux  \alears  dé  X  4"^  n*entrent 
qu*une  fois  dans  celle  équation. 

En  faisant  ^=  i  dans  le  reste  (3) ,  et  rgalant  ce  reste  i  0| 
oélrouTc  6x+i2=r  o,  d'où  Ton  déduit  x=:-» a,  c'csl-à-dire 
que  le  facteur  (x  -f:  s)  devient  commun  aux  deux  proposées. 

Substituant  de  mémer  =  -— 2  dans  le  reste  (3).  on  obtirnt 

■  «  * 

■6jf-f' 6  =  o,  d'où  x=— !;  donc  (x -|- i)  devient  diviseur 
commun  des  deux  équations. 

Mais  si  l'on  portej*sso  dans  le  reste  (3),  tous  les  ternes 
de  ce  reste  disparaissent ^  c'est-à-dire  que  l'on  trouve  o.x=0| 

.,  ,  o 

dou  x=:-. 
o 

■  « 

-Ponr  expliquer  cette  circonstance  «  il  faut  oliserver  quel*hj- 
potliCàej^=  o  rendant  nul  le  reste  du.  premier  degré  en  x,  il 
est  à  pi^ésumer  que  c'eiit  le  reste  du  second  degré  qui  devient 
diviseur  exact  Aë^  deux  polynômes.  En  effet,  remontons  â  ce 
reste  du  second  degré,  c'est-à-dire  a  l'équation  (?),  il  vienlt 
par  la  substitution  déj'ss  o, 

X» -1-4x4- 3. 

Posant  de  même  y-aan^  dans  le  premier  membre  de  Téqna* 
tion  (Oi  on  tiouve 

x'-(-  3x* — X— 3. 

Or,  il  est  aisé  de  reconnattre  que  ce  dernier  polvnomeest  divi* 
sible  par  le  précédent,  et  donne  pour  quotient,  x— •  i. 

De  ré(|uation  x*  4~  ^  +  3  =  o ,  on  tira  d'ailleurs 

x=x—  I,     x=s  — 3; 

et  ce  sont  les  deux  valeurs  de  x  qui  curresix>ndent  à  j*  sro. 
Il  reste  encore  à  considérer  la  valeur  j"  sa—  i.  LliypoliNtft 
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J^=s  —  I  introduite  dans  \e  Tû%ip^(Z)f  an^^tit  gneore  UhmIca 

termes.  cVst-à-dirc  que  l'on  trouve   o.xszo.    d*oIi  jr  t=  *. 

^  o 

Mais  si  Ton  remonte  au  diviseur  du  second  degré>  ou  a 

Téqualiou  (a) ,  il  \icnl ,  par  la subslitulion  de  jrss,  —  i  j 

X*  +  aa:  =  oi 
d*ou  l'on  tire  xzsso^     jr  =  —  a. 

hm  mAtne  valeur, 7*=:— - 1 ,  reportée  dans  (i),  la  irëduit  a 

r  ■  ■ 

x^  +  dr*  -J-  8x  =  o , 

dont  le  premier  membre  est  divisible  par  x*  +  àX|  et  donné 

pour  quotient^  x  + 4* 

Récapitulant  ce  qui  vient  d'être  dit|  on  trente  pour 'les 

éûliéh'on$  des  équations  propsées , 

j=        1,  —  a,         o,        o,  —  I,  —  i^ 
X  =  —  a,  —  j,  -r  «f  —  3,        0,  —  a. 

-  365.  N.  B,  Il  est  li  remàrquericii  i^  que  knot^bre  des  eobn 
tiens  tiéi  égal  aii  produîl  des  degrés  des  équations;  •a^  que-  clia<* 
cune  des  valeurs  de  j^  à  laquelle  il  oorr«spotid  Atàt}  valeurs 
àm  X'i  entre  deux  fola  dans  Téqua^ion  Jinale.  /      - 

Ce  résultat  est  conforme  à  oe  que  ttoua  avenadU  «^369^  sa«i 
votr^.que  le  degré  de  Téqu^tfon  finale  doit  èlre  ég^l  au.^om^e 
des  ^o/i//io/tJ  de  la  question. 

366.  I^  cas  particulier  que  nous  venons  d'examiner  étant 
l'un  des  plus  importans  de  l'climinaliony  nous  allons  entrer 
dans  quelques  détails  a  ce  sujet. 

.Xpuleales  (bîs  que  la  su\^lIti;ition  de  runç.dçs  valeurs  de 
rcf|uation  finale  en  ^  dans  le  reste  du  premier  degré  en  x, 
ancanlit'^ons  sci ' 'termes /C^csf^vne  preuve  certaincliti%- cette 
valeur  de j^  il  correspond  plus  d'une  valeur  de  f  ».Qu,  ce  quî 
revient  au  niéo^e»  un  commun  diviseur  des  deux  pçoposécsi 
d'un .  degré  su  périeur  au  premier, 
.«^oorobienij:  ce  compiun  divlieur^  ou  Ifs  y^leiirt.d^.jaf.àor- 
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'Teste  du  second  degré.  Si  tpu$  les  termes  de  ce  retle  VéTaDoui** 
«cnt  encore,  on  i^emonie  au  reste  du  3*  degré,  et  ainsi  de  suite , 
'jusqu*à  ee  qu'on  en  trouve  un  dont  tous  les  termes  ne  s*é^Ntnouis' 
sent'ptas;  et  c'est  aYors  le  dïmetir  comniuii  itesdeus  prapocées. 
Égalant  ce  reste  à  o,  et  résolvant  Véquation  résultante,  on 
obtient  toutes  les  valeurs  de  x^  correspondant  a  la  Taleiar  dej^ 
que  l'on  a  considérée. 

Lu-  réciproque  cêivrsde 3  «W^MU»  que*  toutes  iH  fois  qu'à 
une  même  valeur  de  jr  il  doit  correspondre  deux ,  trois .  ..,n 
valeurs  de  x,  il  arHve  nécessairement  que  les  restes  du  î*^^ 
a!'""  f . .  («  —  i)""'  degré  s'évao.ouîs5ent  ;  et  le  rçslc  du  n**"*  de- 
gré  >  égalé  à  o ,  donne  les  n  valeui*s  de  x. 

V  :Lû  iaclçiir  du  premier  degré,  correspondant  Ji  cette  valeur 
de  j^,  entre  d'ailleurs  à  la  fi"*'  puissance  danal'ciiiii^tiQn  finale^ 
conformément  à  la  remarque  du  n*  365. 

367.  Xorsque)  dans  le  reste  du  premier 'd(>gré  en  x,  qu'on 
suppose  de  la  ft>rme  Mx  +  -N  |[M  et'N  clartt  généralement  des 
folMtiMK  4éif  )y  Ciik«du]3Sli(ae,  ià  la  j^l^fiA  dq  j:,  <iq«vdas  valeurs 
tiriesd^  L'^ualioD  Tipale;  il  peut  arrirrer^  d^Ho,: ^as  aîn^iilifAj 
4anl.îl  Qsfc4ipil  de  fi»ire  mention,;. 

1^  H  peut  se  rédsÊirC'Am'fOi^rejffêi'dà  catia'isaitêituiùmt 
eiM'é'iihe  ^umaésè  initmit iq^ queitonfue. -  '   -  ' 

' 'ibani'c^  Cas,  il  est  évident  qnë  la* valeur  correspondante  ie:t 
se  réduit  à  sérO|  puisque  Ton  a  ....*'<. 


/  .  •  .      •.  • 
N 


X  — £-  ^"^  —  SE  O. 

M  : 

1*.  N/;ei/f  se  réduire  à  une  quantité  numérise,  ^  M  i  o. 

«  jf     '  ii'j    •'  ■  ■  Il  ' 

cVst-)i-cHre  que  la  valeur  correspondante  de  x  dbvte^  (njtnie. 
Ce  résttttal  ;  que  fort  d>t!eAt  quelque fdU'  dSfts  4ës'  formules 
du  premier  et, du  second  Aegvèf  peut  foK  UShn  convenir 
à  la  qûestioÂ /li  etle  est  de  nature  4  adihettre  àé^'èotinièHs  in* 


/jii«»pour«,el/#iie»|K)urj'.  UOwiiiélri.e»n»l7tiqBeeB«ffre 
de>Psemples,iMfiniireH!(.  * 

368.  Juit|u'À  présent,  notts  aron*  rapposi ![|ii*  rapplioatioa 
de  la  méltuMie  conduise  à  une  équation  finale  «n  j-.  «Mit  il 
n'en  est  pas  tonjonrt  ainsi. 

Le  reste  indé|tertdant  de  *,  auqvel  on  pai-vient  nécessaire- 
ment tôt  on  tard,  peut  se  réduire  à  une  quantité  nanériqiw 
qu<^lconque ,  ou  &  o. 

Examinons  d'abord  ieenoi  i!oA  parrietit  à  un  reste  numé- 
ntpte,  c'eil-ii>dir«  iadépendani  de  x  et  de  y. 

Ce  résultat  prouve  évitteatment  q.ie  les  deux  éqaaUoat 
sont  t'arompatme*  ,  QuVudmvUent  aucune  solution ,  puisque, 
d'aprè»  la  nictl.odc  du  n»  269,  pour  former  l'équation  finale*,  ' 
il  faudrait  égaler  le  reiite  à  o ,  ce  qui  cowluirail  ^  une  absur- 
dite  (à  moins  que  la  soluHun  j  =  finfiai  ne  fût  admissible 
pour  la  queitioif  proposée ).  .    '         .  •     ) 

Et  en  effet,  comme,  ep  «ppliquaat  aux  deux  polvnomes 
proposes  le  procédé  du  p.  g.  c.  d.,  on  troure  un  ntle 
alimériçfte  v,k,a  aucune  suJjstitMioh  particulière  faite  pour  ' 
r,  si  l'on  donne  à  cette  inconnue  une  yâleur  quelconque  et 
qu'on  applique  le  mime  prMé<l«  aux  tient  poljnomes  rAiLl- 
tMt  de  celte  snbstitulion ,  on  doit  nécessairement  i-etrou*er  te 
même  resCe.  lyouJ'on  toit  qu'aucune  râleur  dey  ne  peut 
introdw'ure  en  commun  diviseur  en  * ,  condition  qui,  cepen- 
dant, est  inséparable  de  toute  valeur  convrnnbié  dé  r. 

Suient,  par  exemple,  ïesdAUxéquationk 

i^  resté* ...  X  •+•  j- 


ar  •'m  "i».  Il'»  '   li     '  • 


a'jxîsle....  +3.  ■         o  .  ........    ■,..,, 

Dvtt In èQnk'taaéMùutJniBùmuaiiUf».  '  •     ■    .  ■  .m:.. 
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respondant  à  hyàleurdejr,  il  faut  iubstiiuer  celle- ci  dam  k 
reste  du  second  degré.  Si  tous  les  termes  de  ce  reste  tfêtvaùmh 
sent  encore,  on  remonte  au  reste  du  3*  degré,  et  ainsi  de  suite, 
jusqu'à  ce  qu^on  en  trouve  un  dont  tous  les  termes  ne  s'é\wnouh- 
sent  plus  ;  et  c'est  alors  le  dmsenr  commun  des  deux  proposé». 
Égalant  ce  reste  à  o,  et  résol\^ant  l'équation  résultante , on 
obtient  toutes  les  Taleurs  de  x,  correspondant  k  la  Taleurde/ 
que  l'on  a  considérée. 

La  réciproque  est  vraie,  c'est-à-dire  que,  toutes  les  foisqo'i 
une  même  yaleur  de  j^  il  doit  correspondre  deux ,  trois. . .i  * 
valeurs  de  x,  il  arrive  nécessairement  que  les  restes  du  i**! 
a""", . .  (/i  —  I)"""  degré  s'évanouissent  ;  et  le  rcslc  du  fif^^  de- 
gré ,  égalé  à  o  y  donne  les  n  valeurs  de  x. 

Le  facteur  du  premier  degré ,  correspondant.li  cette  valeur 
àejr ,  entre  d'ailleurs  a  la  n"*'  puissance  dans  l'équation  EnalSf 
conformément  à  la  remarque  du  n*  365. 

367.  Lorsque,  dans  le  reste  du  premier' degré  en  x,  qu'on 
suppose  de  la  Ibrme  Mx  +  N  (  M  et  N  étant  généralement  des 
foboiioos  Aejr)^  on  suMitae,  à  la  place  do  j*,  vne^dei  \aleun 
tirées  de  l'rquation  fmale,  il  peut  arriver  deux  cas  singalieks 
dont  il  est  boq  de  foire  mention  : 

1^.  ^  peut  se  réduire  à  o  par  Veffet  de  cette  suùsututim, 
ei  M  à  une  Quantité  numéi  ique  quelconque. 

Dans  ce  cas ,  il  est  évident  que  la  valeur  correspondante  deJt 
se  réduit  à  zéro,  puisque  Ton  a 

X—      ^— o. 

^:V peut  se  réduire  à  une  quantité  numérique,  ^1 M  i  e. 

M.        .  N      ,'  N 

Dans  ce  cas,  l  équation    x  as  —  -jr!     donne     x  ss  —  -j-i 

c'est-iilîre  que  la  valeur  correspondante  de  x  devient  injinie. 
Ce  résultat,  que  l'on  obtient  quelquefois  dans  les  fbrmu'ei 
du  premier  et. du  second  degré,  peut  fort  bien  convenir 
k  la  question,  si  elle  est  de  nature  4  admettre  des  sobttiansi»* 


I 

•  ''^"i.  ^àûYnévii  tM&re  «éiik(>té4éftéll««fii^flflRnce'^ 
ioiârùliré  générâtes '<)''^<U^<^I^ 'l^'^n*^  Âibb<#, 

B  =  o,  que  nous  supposons  renfermer  un  «otriatHili  #f liéttr 
en  X  etjTf  ou  bien  en  j(  s^I^ept.     -  t. 

En  appliquant  d'abord  aux  deux  polynômes  le  procède'  du  p. 
*g.  c.  dWhéàr,on'ivoutefA'ime/>h;i#rll^^^(i^(lèq«^ 
première  série  de  restes,  lesquels  restes  contiendront  égale- 
mbnt  lé  facteur  commun.  Mhts  sîl'on'Suppnide'ce  Hreteûrlans 
A«et  dans  B-,  qu*^n  iretiHie  èdsiAtirag^  sur  ll^  ^oljnt)iiiet*réiul- 
tans  Af  et  B',  on  retrouTera  nécessairement  les  mêmes  quo^ 
tiens,  et  des  restes'iiW  rie^ffifirlèh^ht  de'cêiri^1â''[«rb^ 
série  d*Q|i<èrations ,  qu'en  ce  quMi^  ne  oontiefid^ont  nlus  le  fiio- 
teur  commun;  donc Icdernrer  rèiste entre autreé ,  de  la'àeoonde 
série  d'opérations ,  ne  différera  du  dernier  reste fdeja  première 
série ,  que  par  rabsence  du  facteur  commun. 

4ji|isi  ùé^h^^rarri^  mOs^j^  ^  f^^ff^fif^^^I^m^  ^^r^ 
respond  à  K^  z=i  o,  B'  =  o^   nesl  autre  chose  que  le  dernier 
reêtè  dê'la'f  rèaviè^éf ié»^''d'ôféiMiofl»^^dM«wi^ 
•commun  àkei  à^\%ti  àVwtreJ  \an^e^^estl^\flstienf)kûwsi^É, 
^ncïtânde  y  ^kiéiéhU^eim^'hs'Mtvéffiçiem^ik^^^i^^tt.  -  *  c. 

Quant 'àur  re^tie  «Ui'>pMiii«9>*<^0gvë>0n  xidenla  ntonde^^^me 
d'opérations,  il  doit  être  égal  à  l'as^ant^^mier  reste  de  la 
première  série,  dipiA  pÀrTc  )fiicleuf^^ofànhin;  c'est  donc  le 

à^m^miiv^  ^>f^^r^  f^p .,■  ,.    ,;  .   .  ,„.<. 

Dans  1  exemple  précèdent*  i.éqpation  Gnaie  relative  aux  deux 
équations  (5)  et  (o),  est 

j^— iqr»+'35r»-ifo>+'i4i=V.':.  (7); 

■    i.f  .li.'dUlli   '.     I    f  'Jj     II       ,      ^»         1,  I,.     Mil!     .|..  .     ,        .'1     (r./J      i'i,/(i 

•et  le  reste  du  premier  degré  en  x  n  est  autre  ciio^  que  le  qup- 
timt  ,d,tt  reste  (3),  par  [x—j)\  ou  bien  *      • 

(ar  — 5)*-3f*4.^+7...  (8). 

L'équation  (7},  résolue  d'après  la  méthode  des  racines  corn* 
racnsurables,  donne  pour  valeurs, 

"••'''•    '  '  ^'  '  j-  ^  I,  i,  3;-4:'     ■■'  '      •  •    .    • 

38 
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-SoBttitaant  chacune  de  ces  Talenrt  dans  le  reste  (l|yii 
soWant  ce  reste  égalé  k  zéro,  on  trouve  pour  les  nlenJ 
correspondantes, 

X  =  3|  5|  5y  7. 
37^.  Considérons,  pour  second  exemple,  les  deux  à 

*^  — (5r— 0^'  +  (j^  — v)jf+j*+j^=o...(i)i 

*»  — (r— 0^:»— Cr  —  ï  )jr+  I  =0 Wi. 

on  obtient  d'abord  pour  reste  du  a*  degré»  1 

et  pour  reste  du  premier  degré. 

Mais  an  lien  d'opérer  comme  dans  l'exemple  précédent ,  ^i 

k-dire  de  multiplier  (3)  par  le  carré  de • « 

jr^  —  ôjr*  +  sy^  —  I  ,  .et  de  diviser  (3)  ainsi  préparé,  psr{|b 
on  peot  observer  sur-le-cbamp  que  le  reste  (4)  revient  à 

Omettant  alors  le  facteur  enj*,  et  divisant  (3)  par(jt*f 'À 
on  ol^tient  un  quotient  exact  et  égal  à 

V^^  —J*  —J  +  ï (5)  ; 

d'où  l'on  peut  conclure  que  (or  -f"  0  ^^^  diviseur  commoD^i 
deux  proposées. 

Ces  équations  débarrassées  du  facteur  (  jr-f-  1  )  se  réduiscsl' 

^'—  3rx-f  J-'+JrrrO (6), 

^*—    ^J  +  I  =0 (7); 


et  la  question  est  ramenée  à  éliminer  rnhc  ces  deui  éqaaliovs- 
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Or,  en  opérant  sur  oes  deux,  cqvatjoa»  comme  pvéoédenpinieiiti 
on  troiiYÇ  pour  ^uai^on  finale  |^ 


f^  —  ir  +  ^—  I  =  o, 


r 


■  >  > 


et  pour  Péqbatlon  du' premier  •degré  en  x  co^resp^itadâlVte^^  le 
résultat  (5)  égalé  4  o ,  <^est4Hlh*e  ' 


*'....  o 


»•     • 


Tjrx  —  j*  —  j"  +  *  =  û*         '  "  ' 

La  première  de  ces  deux  .équations  n'admettant  pa^  d^  ra- 
cines comroensurables»  il  faudrait  y  appliquer  la  méthode  des 
racines  incommensurables  ;  .aprës  qi^oi ,  I'oq  8|}fi8ti(n?rfi/t(Çha^ 
cune  des  valeurs  de  j^  obtenues  dans  la  seconde  équation,  la- 
quelle donnerait  alors  les  v^Iei^rs  de  f  correspondantes. 


iL11ClK4TXON   AYBC  SIMTl.inCATION. 


-^  Ifl  •  l'* 


373.  TjCs  principes  qoi  iriënhetit  dwe'étabKs  svfibertt ;  à  la 
rigueur,  pour  tout  système  d'équations  k  deux  inconnues.  Ce  - 
pendant  il  y  a  des  cirtoOtistances  ofi  Vhn  peut*  apporter  de  très 
grandes  simplifications  dans  la  détermination ,  soit  de  l'éqna|.ion 
finale ,  sôït  des  sjslèihes  de  taleurs  de  x  et  de  j". 

Keprenûns  les  deux  équations  déjà  traitées  aU  numéro  364  9 

**+(v+4)^  +^"+4^+3  =  i. . .  ;  1  :  '.:.:.:  : . . . .  !  l^  (1) . 


Après  Atre  pàrTenu  an  resjie  Z\x  premfer  Jegré 

on,  fjei^t  observer  .fijqç  le  coefficient  4^x  rfiti^ot  à  ,     ) 


>]'•'•      ••■         i  ■  .    .1 


»  »       • 


II.  i- 

...  ■.;;•»*;         •  '  »  * 

Cl  le  poelfiçient<icka?,V*    r(jr*  -+•  6r  4-  5); 

«Toa  l'on  toit  d'«bord  que  j^  est  facti^pr.  eommun  à  ces  iaax 
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^^^itlcîcns;  d'ailleurs,  X*^fy'  +  &  derehabl  nii/par  (liypo- 
thèse  j^-  =  — -  1 9  il  s'ensuit  (|(ù'e  ^  4-  ^  diYÎse  ce  potynome. 
Donc  J'ij'  -^  i)  est  diviseur  pommua.  des  deux  ooefficiens  do 
reste  (3). 

.  Gela  posé,  puisque,  pour  j-a»  o  etj^=s.—  i ,  le^reite  (3) 
s'éranouit,  il  en  résulte  que  qhacqne  de  ces  valeur  s,  sobitiliHe 
dans  le  reste  du  second  degré  (a),  le  rend  diviseur  commua dei 
deux  proposées^  -  ' 

On  peut  donc  provisoirement  supprimer  ces  deux  (actenri, 
S^ufà  Fes  inVrddùîi^ ,  à  l'a  fin  du  calcul  /dans  l'équation  fhàkt 
eitùtine  deVâiA  éïi  fai^è  \iiirtic. 

Ditisaiit'donc  (S)  j^^r  jrijr'^n)  ,6tï  obtient  pbnr  rfindti^, 

3x  +  J"  +  S---  (4)- 

■      ■     '     *  '  - 

Prenant  (a)  pour  dividende  et  (4)  pour  diviseur,  on  parvient, 
lonte  cédinçtioo  faite,  à  Ji^uation  finale 

j*  +^  —  2  =  o...:  (5). 

Rciharquons  ^  maintenant  que,    ayant  supprimé,    daos  le 

cours  du  calcul,  les  factçurs^  et  (j*  -|-  i),  â  chacun  desfneb 

correspondent  deu.\  valeurs  de  x^  on  âoit  introduire  ces  méraes 

facteurs  à  la '^seconde  (im^sance  dans  le  résultat  ('en  v^tmde 

ce  qui  a  été  dit  n°  365  )  ;  et  il  vient 
*      . 

r'Cr  +  0*  Cr*  +jr  —  ^)  =  o, 

)x>ur  la  véritable  équation  finale.  —  C'est  l'équatîon  troufce 
n*  364  par  la  méthode  générale. 

374.  0>ncluonB  'dé  là  que  si',  pour  simplifier  fes  oJcnfs, 
on  vient  à  supprimer  dans  l'un  des  restes  un  facteur  fonc- 
tion de  jTj  il  faut,  pour  avoir  la  véritable  équation  finaki 
multiplier  le  reste  -Tndé|iendaTit  de  x  auquel  vri  est  parvenu 
après  la  suppression ,  par  chacun  des  facteurs  du  premier 
'degré  en  y  qu^àh  a  jfïi'  'iUpprAner,  étè^lÊ  à  une  puissance 
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if  un  degré  égal  au  nombre  de  valeurs  de  x  qui  corr^sp^nç^ 
dent  à  ce  facteur  supprimé  :  ces  vi^lçurs  if^xse  tirent  d'aillears 
da  reste  qui  précède  '  celui  dans  lequel  on  a  opéré  la  tup- 

D^oJi  il  suit  eaoora  f^^^,  qwad  on  a  «upprJKvié»  dam  le.  conrs 
dttoplcul^  de«fActevv4  fouçiiorude  jr,^i  qu'on  paniont  op- 
•aîte  à  un  reste  numérique  (u?  368  )f  les  équations  pjnopo-? 
fées  ne  doiijeat  pas  être  regardées  comme  incompatibles  ;  mais 
elles  admettent  pour  solution  les  valeurs  de  x  et  de  /*  qui 
peuvent  correspondre  aux  facteurs  suppriméiy  et  ^qnt  il  faut  ^ 
par  conséquent,  avoir   soin  de  tenir  compte. 

376.  Appliquons  encore  ces  principes  aux  deux  équations, 

•  .   ■   ' 

*"— (3j- + 9)**+ (3j-*+  «  8r+i3)x-j^-^-  «3^-- 1 5=o...(i  ) , 

OD  obtient  d'abord  pour  premier  reste  j  •  '' 

(^  +  6)x«— (a4r  +  24)*+2r'  +  6j'*+?ar+i8...(3). 

Or,  avec  un  peu  d'at^^^î^D}  op  rccqnnait  que  ^(jrTf- 0  est 
facteur  commun  des  trois  coefficiens  de  ce  reste  (  le  dernier 
eoefficient  se  réduit  en  eflfet  k  o,  par  l'hjpotbëse  J^=r-^  i  )  ; 
supprimant  donc  ce  facteur,  on  a  pour  résultat , 

3x*— iax+j^  +  5|r  +  9-..   (4)- 

Prenons  actuellement  (2)  pour  dividende,  et  (4)  pour  diviseur  ; 
}i  vient  poi^r  nouveau  restfs , 

(24r*  +  48r)x  —  48j4  _  9^. . .  (5), 

On  reconnaît  encore  iei  que  a4r(jr+2)  est  facteur  commun 
des  deux  coeffîciens;  et  îl  viei;it,  j^pris  la  suppression  , 

X  — r  2. .  •   (6)» 
Divisant  cnfiu  (4)  p^x'][6),  ou  trpqve  pour  quofiept|3x — 6, 
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Cl  pour  reste  y 

J*  +  V  — 3---  (7) 

Revenons  sur  nos  opérations^  et  observons  d'abord  que,  conmCf 
pour  rendre  les  divisions  possiUes ,  nous  n'avons  en  besoin  que 
d'introduire  des  facteurs  numériques ,  le  résultat  (7)  ne  sau- 
rait renfermer  aucun  facteur  étranger. 

Gela  posée  1®.  En  égalant  ii  o  le  fiideur  (jr-^t)  supprimé 
dans  le  reste  (3) ,  on  en  tire  j^=-—  i,  valeur  qui,  substituée  dans 
l'équation  (a)  donne, 

jr' —  6r*  4"  8*  =  ^  j 
d'on Ton  déduit        x  =0,  x  =s,  x^4î 

donc  le  résultat  (7)  doit  être  multiplié  par  CT-f"  >)'• 

a**.  Le  hcteur  jr{jr+^)  ayant  été  supprimé  dans  le  reste (5) 9 
il  faut  poser  successivement  j'sso  et/ssi— -:t  dans  k 
reste  (4)»  ce  qui  donne 

pour    jrsssOy       3x* — iaj:-fg=o;      d*ofc    «=1,     x^i^ 
pour    j^^— 2,  Sx*— iaa:-f-9r=o;       d'où     x=ri, 


aiixsi  le  facteur  jr*  (y  -f-  a)*  doit  être  iotrodiiit  dans  le  résul- 
tat (7). 

S**.  Enfin,  si  Pou  résout  Téquation 

;r*  +  ^j^— 3  =  0, 

on  en  déduit  j*  =  i ,  j^  =  —  3 ,  valeurs  qui,  combinées  avec 
la  valeur  a:  =  a,  que  Ton  tire  du  reste  (6)  égalé  à  zéro,  donneat 
encore  les  deux  systèmes 

jr  =  i        et  X  ss  a. 
j'ss  —  SctxŒsaj 

donc  Féquation  finale  cherchée  est 

(r+«)^^'.  Cr  +  a)*  (>'— 0  Cr  +  3)=», 
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équation  dont  le  degré  est  égal  au  produit  de  ceux  des  équa* 
tions  proposées. 

On  a  d'ailleurs  pour  les  solutions  de  ces  équations , 

^=ss  — I,  —  I,  —  I,       o,     o,— -a,  — a,       1,-3, 
ar=       o,        a,      4,       i,     3,        i,       3,       a,       a; 

d'où  l'on  peut  aussi  conclure  que  l'équation  finale  en  x,   est 
x(*  —  a)^  (a:  —  4)  (x—  i)>(x  —  3)»  =  o. 

376.  iV.  B,  Lorsqu'on  a  l'attention  de  supprimer  les  faoteurt 
enjr  qui  se  rencontrent  dans  lesdifierens  resles,  le  reste  indé- 
pendant de  Xy  auquel  on  parvient,  ne  renferme  plus  aucune  va- 
leur de^  à  laquelle  il  corresponde  plusieurs  valeurs  de  x  (  à 
moins  que  le  dernier  diviseur  ne  soit  d*un  degré  supérieur  au 
premier)  ;  c'est-à-dire  que  le  reste  du  premier  degré  en  x  ne 
s'évanouit  plus  par  la  substitution  d'une  valeur  particulière  da 

jr  {voyez  n°  366).  Mais  quelquefois  ces  facteurs  échappent  à 
l'observation ,  et  alors  ils  se  retrouvent  dans  le  résultat  de  la 
dernière  opération. 

Deux  nouveaux  cas  particuliers  se  rattachent  a  celui  ob  la 
inétliode  est  susceptible  de  simpliGcation. 

377.  Premier  cas.  Lorsqu'on  veut  former  l'équation  finale 
enjTj  il  peut  se  faire  que  l'une  des  équations  proposées  re/i- 

Jerme  un  facteur  fonction  de  y;  ce  qu'on  reconnaîtra  aisément 
d'après  l'inspection  des  coefllciens  du  polynôme  ordonné  par 
rapport  à  x. 

Dans  ce  cas  y  comme ,  ce  facteur  étant  égalé  â  o ,  les  Ta- 
leurs  correspondantes  de  jr  ont  la  propriété  de  vérifier  cette 
équation  quelque  valeur  que  l'on  donne  àx,  il  s'ensuit  quCf 
si  l'on  substitue  ces  mêmes  \aleurs  de  jr  dans  l'autre  équa* 
tîon ,  les  valeurs  de  x  qu'on  en  tirera,  jointes  aux  valeurs  dej^, 
donneront  autant  de  solutions  communes  aux  deux  équations. 
Ainsi  y  l'on  pourra  supprimer  provisoirement  ce  facteur  dans 
Béquation  qui  le  renferme  1  opérer  ensuite  sur  les  équations 


Eésttlta^fiSj  et  U^tHl^iire  .^aas  ^e  résfdUi  Iff  f^^^n^/.fgjgrr, 
prîinc;  à  une  puissance  et  un  degré  marqué  ppr  le,  nom^ra 
des  valeurs  dfi  k  .que.dan^,  F.^qj^aliori  indépemUmle  dff  ce 
facteur. 

foîènt/  par' exemple  ,les'dettx'  éqiurttons  *^  -  -  ^. 

•  •  •  « 

Za?  —  aj-x» — 37^'x-j-siy^=o;..  (i), 

m 

Atcc  un-f^  d^éttStitlén  ,•  I^Jïr  toH  qii<?^^*"-='i)  est  facteur 
commun  aux  deux  coefiiciena  de  la  seconde.  Supprimant  ce 

faîètèur,  on  tfôuVè  {^ûur  Véâtiltaty 

et  la  question,  est  ramenée  à  élinliner  x  entre  les  équations  (i) 

et  (3). 

Ou  trouTe,  pour  Téquaftion  fiuale  corref^ndaute. 


X  1.' 


j*-ar*-%*  +  324=o...  (4), 


résultat  dans  lequel  il  faut  introduire  le  ftcteur  (J^* —  t)'; 
èè  tjtii'floDtie  i^îlt*  là  Vélrilablé  équïitiott  fittaléi 

...    {^' -» j'Cy'-jir' -?«-;-+ 3^4i.trr^...  (5). 

'•'*''  '  '''i  '.1.  ,,  * 

(Le^degré  de  celle-ci  est  égal  à  6+  6,  o^  12,  qui  est  pré- 
cisément le  produit  de  ceux  des  équations  proposées.  ) 

L'équation  j"'  —1  =  0,  donnant  d'ailleurs  j*  =  db  1 ,  si  Foa 
svbsUtlie.chtoouiie  de  ois  v^lt^fv  4&ns  l'équ^tÎQo  (0«  ou  ob- 
liant  1m  valeurs  d«  x  corrpppiidi^n^»  savoir  x 


'    .  .  .  ...  •..  • 

Quapt  à  l'équatiop  ^  —  g^'ï  —  36^^*  "^,^^4  =  *^  >  obseï  ¥o«& 
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q«*«Ub  pèul  être  miHi  «on»  ^  £9irQ?a  ^ 

rCr^— 36)— 9Cr*-36)=o, 
oobien  (r"  — 9)  CT^— 36)=o. 

Celi^  posé.    i'.j^3=9    donne    j^=rh3. 

Faisant  dans  l'équation  ^x  —  o=o,   j*  =  3, 

fi 

on  trouve      "    a:=x,'  c'est-à-dîrc. x  =  a.  • 

•     -   '       *  .1 

'  FàreilhmiHU^ai  l'otl  poae-t  p  ,ft..««.^..«  f.««  t  •    J*  =^  *^  3»^ 
il  en  résulte. «  ^  "T"  .3i, 


•  .  * 


2».  ^*  —  36  =  o,  ou  Xj»  —  6)  (^  +  "6)  =  o.doone 
j-=ad:v^    etj*=±:  </  —  6. 

lleporutit  ces  ««Iraradam^a:— 633  o,.«i  obltent  pttWT:') 

/   ^  ^  +  1/6/        X  =  +  v^6, 

^  =  -1/6,  x  =  -  v/6,     .  ; 

j^  =  —  t/-  6,     X  =  +  i/—  6. 

« 

On  a  donc  enfin' pour  te§  la  solutions  des  équations  proposées» 

r=i ,     1,1  ,-i,~T,-k  ,T,-S,|/Ô,^t/6y^,-ï/^, 
x=i,— 1,|,     i,_i,_,2,— 2,v/6,— v/6,— V/— 6,i/— 6, 

et  pour  l'équation  finale  en  x  y 

ix  —  i)\(fc  +  iy  (9r»r-4)  <«•— 4)  («'-ô)  (j:*+6)  =  o. 

,   ^;}8.  Seç(ff^  cfts,  h^  çoefficiens  des  deux  équations  ordon" 
nées  par  rapport  à  «r  peuvent  renfermer  un  facteur  commun 
Jonction  de  y.         . 

Danf  fe,p^8|, elles  son^  (n^  268)  indéterminées,  en  ce  senii 
que  chacune  des  valeurs  de  j^  données  par  le  faètcur  commun 
JesTérifie,  iquelqi^e  Tajeur^f  u!pa  7  substitue  d'ailleurs  poujc  x* 
Pour  faire  jcjisparaitrç  l'ijaM^éterminationi  il  suffil  de  suppri-* 
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mer  le  &cleur  commun ,  et  d'opérer  eotuite  sur  les  équalu»! 
résultantes. 

Soient  les  équations 

(j^—jr)  x^+(jr^—jr^)  s+jr^  —  jr^—jr+i=io...  (i), 

Il  est  aisé  de  reconnaître  que  (jr  —  i)  est  facteur  commun  de 
tous  les  coeiliciens  de  (i)  et  de  (i)  ;  ainsi ,  7'  =  i  les  vérifie 
quelle  que  soit  la  râleur  de  x.  Mais  si  Ton  supprime  œ  fac- 
teur, il  Tient 

j'x^  +  j*x  +  y*  —  I  =  o, 

C;  —  a)  X'  +  jrx  —  jr*  +  j  =  o^ 

équations  sur  lesquelles  on  peut  opérer  comme  à  l'ordinaire. 

379.  Remarque  générale  sur  l'élimination.  11  est  très  ioH 
portant  de  décomposer,  lorsque  cela  est  possible,  les  équations 
proposées  en  facteurs ,  quand  bien  même  ilsderraient  être  fonc- 
tions de  X  et  de  ^  à  la  fois.  Les  calculs  de  l'élimination  se  font 
alors  très  promptement. 

Supposons,  par  exemple,  qu'on  ait  pu  mettre  les  proposées 
sous  la  forme 

{jrx  —  6  )    (x'  —  I  )  =  o, 

(2x  --  3r)     (X»  ^j*)  =  o, 

équations  qui  reviennent  à  celles-ci  : 

.    (jrx  —    6)     (x  —  I  )     (x  +  1)  =  o, 
(ax  —  3r)     {x-^jr)     (x  +  jr)  z=z  o. 

En  combinant  successivement  cbacun  des  trots  factenn 
de  la  première  avec  chacuti  des  trois  facteurs  de  la  seconde, 
on  obtiendra  7ieii/*systèmes  d'équations  dont  l'ensemble  pourra 
remplacer  le  système  proposé ,  et  qu'on  devra  traiter  aucces- 
sivement. 

Par  exemple  «  en  combinant  les  trois  facteurs  de  la  première 
équation  avec  le  premier  facteur  de  la  seconde,  ce  qui  donne 
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\é^  lystèines 

jrx  —  6=0     et     2X  —  3jr  z=z  o, 

X—  1=0     et     2X  —  3jr  s=z  Of 

jp+i=o    et    ax  —  3f  =  o, 

4                    1                    i  J  ==  ^f        X  =  3, 
on  trouTC  pour  le  premier,    2       ^  ^ 

pour  ie  second , ^.j'  =  ^,         x=-   1; 

pour  le  troisième» r  =  — -,  a:  =  —  i. 

Gsmbinant  de  même  les  trois  facteurs  de  la  première  équation 
avec  le  second ,  puis  avec  le  troisième  facteur  de  la  seconde^  on 
trouverait 


j^=V/6, -t/6,i,-i,       |/_6,-|/-.6,     1,-1, 

j:=v'6,  — 1/6,1,  — I,  — i/''^^     i/zre",— I,     i; 

ce  qui  donnerait  ainsi  douze  solutions  différentes. 

Quant  aui  équations  (inales  enjr  et  en  a: ,  il  suffit ,  ponr  les 
former,  de  rapprocher  les  facteurs  qui  correspondent  aux  valeurs 
de  j^  et  de  x. 

On  trouvera ,  par  ce  moyen  ,  les  deux  équations 

(j^^-4)   (9^  —  4)   Cr»-36)   cr«_   i)'  =  o, 

(X*    —9)    (X»—     1)3  (xi  — 36)   =0, 

Ces  mêmes  équations  ne  pourraient  s'obtenir  d'après  la  mélhode 
ordinaire,  que  par  des  calculs  extrêmement  laborieux  (*). 
Si  l'une  des  équations  seulemen  t  pouvait  être  décomposée  en 


{*)  f'ojrezj  pour  Ja  dccompositioa  de*  polynôme»,  la  seconde  partie  de  la 
note  placée  h  la  fin  de  et  chapitre. 
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facteurs,  îi  suffirait  de  combiner  chacun  de  ces  facteurs  égaUf 
à  o  f  aTCC  l'autre  équatÎQn  ;  ce  qui  donnerait  jutant  de  sys" 
tentes  particuliers  d'équations  auxquelles  on  appliquerait  h 
méthode. 

N.  B,  Ia  vtmafque  précédente*  sert  aussi  k  faire  Toir  com- 
ment on  Mut  former  à  priori  des  systèmes  d'équations  suscep- 
tibles d'admettre  des  solutions  données. 

Voici  de  nouveaux  exemples  d'élimination  : 

équation  en  y XT— *)'Cr* — i)Cr— 3>=o, 

équation  en  x af  (âP*— -i)  {x+3)  (x+2)=o. 

a"-     J*^+(2ar+2)^"-^y-f  7jrj'— 5j-— ax'+gr»—  7*— 6=0, 

équation  en  X {x — 1)*  (4j:*-*-i)  (jt— a)«=o, 

équation  en  j (4j'*— a5)    (jr^hi)    (X+i)    Cr+5)s=o. 

3*.     X^  —  nxjr  -f  j-«  —    4x  +     4.r  +     3  =  0, 
X*  —  2XJ  4-  jr»  _  6x  +    6 j-  +    8  =5  o; 

équations  incompatibles. 

4».    a:»  +  axr  4-^»  —  10^  —  loj*  +  ai  =s  o, 
X'  —  2xjr  -f  J-»  +    6x  —    67^  +     5  =  0, 

équation  en  j (jr^/^y  (jt^t)   (jr—6)   qs:  o, 

équation  en^.  p.. .  [^ — i)*(j:  — 3)  (x  +  i)  =  o. 


i. . 
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^lîté  A  X  BasP  X  Q...   (0 

i  Q  ëu»t  «nt  qnantît^  en  liera ,  oiim^rîqoe  oa  algëbriqae  ). 
Ddeompocoos  1«  nombre  A  dans  set  factenrs  premiers  ;  et  lott 

A  =/././-.... yw 

(plusieurs  de  ces  factears  ponyant  être  «fganz};  régslité  (1)  deTicnc 

/./'./•. . .  ./<•> .3  s  P  X  Q. . .  (»)î 
^*oii ,  divisant  les  deox  membres  psr/y 

Or,  le  premier  membre  de  celle-ci  ëtani  nne  quantité  rationnelle  et  entière, 
il  doit  en  être  de  m^me  dn  secowi  menJbre)  mais/ est  un  nqmbjre  premier 
^i  ne  pent'dinser  P,  pnisqiie  P  esi  premier^  donc ,  en  verta  dn  second  cas, 
fàoii  dÎTÎser  Q ,  et  Ton  •  Q  =î/  X  Q'  (Q'  étani  nne  qnantitë  entière }  j  d'où, 
substituant  dans  r^galttë  (a),  etdÎTÎsant  par  f, 

/'./•.... /C-).B=  P  X  Q'...  (?:. 

Raîsonnsnt  sur  cette  égalité'  comme  sur  Pégalité  (a)  ,  on  reconnaîtra  de  m^me 
eae  Q^^f  X  Q*  (Q'  étant  nne  quantité' entière  )  \  d'oh  ^  substituant  dans  (3) 
et  dÎTÎsaat  pnr/'» 

/•./^.../W.BrsPxCy...  (4)5 

et  ainsi  de  suite.  Donc,  après  avoir  snpprîmë  successîvemenc  tons  loi  facteurs 
Jyf\  f.  4 ./(") ,  on  parrienilra  enûn  à  nne  c'galité  de  la  forme 

B  =  P  X  Q<"+'>, 

Q(»t')  éunt  une  quantité'  entière,  numcriqne  on  algébrique;  eé  qui  dé- 
montre que  B  est  divisible  par  P. 

Ainsi ,  Tout  polynôme  premier  (rationnel  et  entier  )  dépendant  d'une 
seule  leUre  4,  qui  divise  exactement  le  produit  d'un  nombre  antief  quel" 
tronque  A,  par  un  polynôme  rationnel  et  entier  B  dépendant  de  la  même 
lettre  «,  doit  diviser  ee  dernier  polynôme.  1 

4.  QuATRiiMB  CAS.— Soient  A ,  B  ,  deux  poljnomes  rationnels  et  entier, 
dépendant  d'une  seule  lettre  «,  et  P  un  polynôme  premieir  de  même  nature* 

Sopposonsqoe  A  ne  soit  pas  divisible' paV>P,  et  admettons  d'aitteurs  que 
A  «oit  de  degré  plus  «levé  que  P  ^divisons  alors  A  par  P,  en  poossant  la  di- 
viaion  jusqn^k  ce  qu'on  parvienne  h  un  reste  de  defré  moindre  que  P.  Mais 


* 

6o8  v<m. 

a(in  crobienir  au  qnotient  des  coeficieni  oicieu ,  moltiplions  d^abonl  A  pr 
un  nombre  convenable  m  (ce  nombre  a  ge'neralemcnt  poor  râleur  lemnkiple 
le  plot  aimplc  des  dcnomînatcnrs  des  coefficMs  fncdonaaireft  atti^ds  oa 
serait  conduit  si  l'on  nVffcctaaît  pas  cette  prëparrationr).  "DAfgwma  «afin  par 
Q  le  qnotient  de  la  division,  et  par  Rie  reste;  nous  aurons  réalité 

m.A=P  xQ-f.R...  (i). 

(R  doit  être  suppose'  différent  de  o,  car  autrement  il  sVnsuÎTraît  que  P  di- 
viserait m.  A  ,  et  par  conssquMit  A ,  en  T«rtn  du  3*  cas ,  ce  qui  serait  contre 
la  supposition  ci-de&sns.) 

Cela  pose,  multiplions  par  B ,  et  divisons  par  P  le$  deux  membrM  deTé- 
galitc  (i);il  vient 

m.AxB       -,       _.BxR 
p =  B  xQ-f.— p— . 

'Or,  'P  dffvdnt,  par  hypothèse,  divissr  A  K  B,  ctpar.tOBSv^cat  m^.K^t 
tl  faut  ne'cessaireraenc  que  P  divive  aussi  B  x  A^  et  si  41  sa<  |in  nombre  co- 
Vier  quelconque,  la  propdahÎAn  >eit  de'nencrtfe,  paisqne  P,  divisant  B  x  U, 
doit  diviser  B ,  en  vertu  du  3*  cas. 

Mais  supposons  que  R  soit  dépendant  de  a,  et  divisons  P  par  R,  aprn 
avoir  tontefois  introlluit  dans  P  un  -faeictTr  numérique  m'  propre  à  doBBcr 
au  quotient  des  coefficicns  entiers  ^  il  vient  encore 


i»'.P  =  Rx  Q'  +  R'.,.  (a). 

(R'  doit  être  diCTtrent  rie  o;  car  si  Ton  avait  R'  =  o,  il  s^enstfivnit  que  R 
diviserait  m'.P,  et  par  conséquent,  que  toufr  les  fadeur^  premiers  algeliriqnn 
de  R  divisi'raicnt  P,  ce  qui  est  impossible,  puisque  P  est  premier.) 

Multiplions  par  B  et  divisons  par  P  les  deux  membres  de  rc'galitc  (?);  il 
vient 

,„      BxRxCy.BxR' 
'«•B— p  "^HP — ' 

-  ^alite'  qui  prouve  ique  la  divisibilité  de  B  x  R  parP  entraîne  celle  de  B  x  R' 
par  P.  Si  R'est  indépendant  de  «,  la  proposition  est  démontrée,  pulsqoe  P, 
divisant  B  x  R',  doit  diviser  B«  d^apiès  le  3«  cas. 

Mais  supposons  R'  dépendant  dc«,  et  continuons  de  dîWscr  P  pof  1l',p>r 
K'-  •  •  M  et  ainsi. de  suite;  nous  parviendrons  bientôt  h  un  reste  1^(*)  ind^ 
pendant  de  «,  et  tel  que  B  X  R(")  sera  divisible  par  P.  Donc  enfin  *B  fni- 
m^me  est  divisible  par  P. 

(Dans  le  oas  où  Ton  anrait  P  de  dc^cé  plus  élevé  que  A  ,  on  IJItîsertit  P 
fMr  A,  puis  P  par  R,  R%  R",  et  les  raisonnemens  seraient  ahsAlument'In 
mémos.  ) 

Aipli ,  Lorsqu'un  polynôme  premier  P  (rationnel  ei  entier) ,  tlépendanî 
d'une  seule  lettre  «.  divise  exactement  le  produit  A  X  B  </e  ileux  pi*h- 
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nofnes  rationnels  et  entiers  qui  ne  dépendent  que  de  la  même  lettre  a,  on 
peut  conclure  que  P  diuise  exactement  A  ou  B. 

5.  11  e»t  mnînienant  bien  facile  de  généraliser  la  proposition  ;'cnr,  en  tap* 
posant  que  les  trois  polynômes  A,  B,  P,  pnibicnt  renfci mer  les  deux  lettres 
«,  C,  on  aura  qnalre  nouveaux  cas  à  considérer,  savoir  : 

1*.  P  un  nombre  premier,  on  un  polrnome  premier  de'pendant  de  la 
seule  lettre  «;  A  un  nombre  entier  quelconque  on  un  pidynomc  rationnel 
et  entier  dépendant  de  la  seule  lettre  aj  B  un  poljuome  rationnel  et  çnlîcr 
renfermant  les  deux  lettres  «,  C  \ 

9«.  P  nn  nombre  premier  on  un  poljnome  premier  dépendant  d'one-aanle 
lettre  m\  A,  B,  deux  polynômes  rationnela  et  entiers  renfermant  les  .deux 
lettres  «,  C; 

3*.  A  un  nombre  entier  quelconque  on  nn  poljnome  rationnel  et  tailer 
dépendant  d'une  scnle  lettre  «;  B ,  P,  deux  polynômes  rationnêlret  en. 
tiers  renfermant  les  deux  lettres  «,  Ct  mais  P  nn  polynôme  premier^   -  )- 

4*-  Enfin,  A,  B,  P,  trois  polynômes  renfermant  les  deux  let mi  4^  C , 
Bals  P  un  polynôme  premier. 

Si  Ton  applii|ue  h  chacnne  de  ces  hypothèses  des  raisonnemens  analojntcs 
k  ceux  qui  ont  été  établit  n<**  1,  a,  3,  4f  ^^  purviendra  ^  cette  nonvelle 
proposition  ,  que  Tout  pofjrnome  premier  P  (rationnel  et  entier)  dépen-lant 
de  deux  lettres  a,  Cf  qui  divise  le  produit  A  x  B  </e  deux  polynômes 
renfermant  les  deux  mêmes  lettres  f  diuise  nécessairement  l'un  des  po 
lymomtes, 

m 

La  piopoéiiion  étant  reeoTinoe  vraie  dans  le  cas  de  deux  lettres,  ôh  pen- 
cnapite  revendre  an  cas  de  trois,  quatre,  etc.,  letuccsj  donc  elle  est  vraie 
généralement. 

8.  On  en  déduit  immédiatement,  1*.  que  Toutpoljrnoma  premier  V  qui 
divise  A*,  df>it  diviser  A ,  pnisque  Pon  a  A*  =  A  x  A.  De  ménpei  P  ne 
peut  diviser  A' ,  A* . .  .A"*,  sans  diviser  A. 

li 

3*.  Qde,  Si  deux  polynômes  rationnels  et  entiers  A  ef  B  sont  premier» 
entre  eux ,  il  en  est  de  même  de  leurs  puissances  A*  et  B"  ^  car  ton!  fac 
lenr  premier,  rommun  &  A"*  et  B'*,  devrait  aussi  diviser  A  et  B ,  ce  qui  serait 
contre  Thypothèse. 

•  7  En  rl-fléchissant  snr  la  proposition  principale  et  sur  toutes  celles  qui 
constituent  la  théorie  du  plus  grand  commun  divisenr  entre  deux  polynômes 
rationnels  et  entiers,  on  peut  remarquer  qu'elles  nejupposent  que  le»  quatre 
premières  opérations  dcTAIgèbrc.  Ain«î  nous  aoriops  pu  ,  à  la  rigueur,  pla 
eer  cette  théorie  tout  entière  dans  le  premier  chapitre,  ce  qui  eût  semblé 
plus  naturel  {  mais  l'-<  raisonncm^'ns  étant  d'une  nature  trop  abatraite^yptr 
des  conimcnçans,  il  n  ms  a  paru  préférable  de  la  renvoyer  au  chapitre  oh  Ton 
en  fait  un  plus  fréquent  usage. 


•  I- 


f6tf^  •  ^QfC 


..^fir  la  décomposilioa  d'un  pofynome  rationnel  et  entier 

.  en  iesjaçieurs  premiers, 

Clainult  (4t  le  &rn1  a<ttvcf  qni ,  «btis  tc^  Éfétnêfit  d^Atg^hre,  t\\  \sàà 
cetlc  qncs'.ion;  m«ilssu  luclliodc,  pou  commnde  ifans  I&  praii!|nCy  ii*rtt  |iu 
MHK'  ycnrrfel*.  Cetle  qne  nnat  allons  eipoter  a  Tavanugo  d«  «^afipliqNCr  à 
.^miie  tftpèce  «la  polrnomei  ra  H(mui«U  rc  «uitcn  p  et  ac  He  ^TaîMeara  iaia^ 
diaicmcnt  h  la  nu-lIioJe  des  racines  coiumcnsuraLlcs  des  cqualîoaa  wêkk> 
.rîqiv»,    :  . 

.  -■  A'oua'diriiiontrcFona^  avaai  cent,  im  nouveau  prinripeanr  loqncl  n«aa  mmm 
&  nous  mipbfefk  • 

.  Ç«(  9»«  ▼«  («"  al;)  qor»  Coatetlcs  fois  qa'oae  ^/mIioa  «itfUrt  4li  x 
peut  être  rendue  nu!te  par  une  valeur  quelconque  xftsm ,  ielNnome  'ar<— 4) 
c%i  mi  divi^iuj:  cf;li;iuf  da  |Milynomo  prtipuM. 

\    6oit  maintenant  X  an  polyooivc  raiionnd  et  cnittr  de-la  fbnne 
\  *  Ax«H*B*'r-«  ♦••C^r»-"  4- «h&LrH-N, 

A,  R,  C, M,  N,  'cinnt  des  qnandte's  rnlièrcs,  numc'rîfiuoa  «t  it|^ 

|^qur«;  .çt  Ofloietiona  gu*unc  vakur  raûooaeUe,    mai*  irasiionaaiit. . . 

x^-2    Oï^i'on  peut loiiimirs  snpposer îrrd<fuctîl)Ie),  jouiue  de  la  propricléde 

.  rendre  nfi/ le  ptilynome  X.  Je  dis  rnie  rc  polynôme  est  atusi  erecltment 
'  Jfv^uh^é  jmr  Jf./  —  «).  le  rnt»|  tUi'isi/t/e  clant  prip  ici  dans  le  sens  de  b  ili- 
Vîtiori  aIf;cT)rîqtie  ordinam'  (ii®  i3<>). 

En  effet^  il  re^ult^*  d'abcid  de  ce  qui  a  cfe  dii,  n*  a38,  qne  le  quotient  de  la 
-dKJaioh  :rf«  X  par  f  ^  '^  ^)-  ««t  ex^t  «(  (^•'^ I  à 

■      ;m''    . 


'•■rkOHequ*,  *i  l'on  eppclic  Q  ce  quotient ,  on  a 


w*' 


Q  tffaiAt  ttit  jioiyiimlic <të  rofttte  fràeHthitiilrb  /ibiiii  tfbftt  IMI  Im  èénoirtlii" 
tant  vont  fâcteiriii  ilte  C*^'. 

Cela  pow,  Dialiiplions  les  deux  mcmlirei  de  Tegalit^  (i'  parlai  il  ritlU 
X.C-  =(Cjr— «)kQvC«-S'  «t  il  «M  if»fd«n»  qnd  Q.<«-»  pM  éiwe  cQmUtM 

X.O» 

comme  un  polynôme  riti<KMd  et  eqticc,  amuî  r}so«i  \-aleur  —■ MaU 

Cx  — «  est  on  polynôme  premier  qni  ne  peot  diviser  le  fadeur  C*  pniM|a« 
te  ^:Meiir«st  îtt(W|)côt|ant  de  j»;  ^oMc  (>k<W>  n^  3^)  X  ItflMAêiiM  «M  «MÀH 
par  Cx  —  « I  et  l'on  a 

X  =  (Cr--*)  Q'....  (a), 

Q^  cUiDt  QD  polynôme  rationnel  et  ooticr. ...  e»q,f.  a* 

'      ■        ■    'K  •■"' 

comparant  arec  régaliio'  (3)» 


=  0',    d'oà    (^=Q'.Ci         ^^. 


ce  qui  dc'monire  que  le  quotient  Q ,  que  nous  avions  dit  ét«B  de  forme  frac 
ilMJiftHli«/>iè  fMairluî^mdiiie  l'i  oir  potynoiavKctlàr  «t  ii-J-que  4  «et  Am«w 
cooitiinn  à  tousses  cocfEciens. 

CVsi  sûr  te  principe  q  ue  s^appniê  la  Jcterniin.ition  des  facteurs  cl  a  pn^ 
nier  degré  «le  la  forma  (ik(6«^  «)  >'paar  les  «quaiioai  «iHàlfsiqiiai»  {fi^of^  Ui 
exercices  donnes  n*  3a3.) 

9.  PMriorté  Éictircllchieift'ik  larted^m^fe  fa* f<r.*tfetfrt  tWiniar» >f  iÉTpèly lOitt 
rationnel  et  eniicr.  •-.,.- 

Coiuidcrons,  cn.i)rvmier  lieu ,  un  poljnome  delà  forme 

«-  -4-  P<i— »  +  Qrt— •  4-  ....  4-  Ta  +  U ... .  (i), 

"  '    "  '  ,  .•     . 

P,  QV . . .  .■  ■^\  IJ  t  À-ai^Mmi  «ke^ ^bnttfrircIgJWiqiiei  cinliéinef  • 
f Ivai-fnciilit  de  licmonucr »  coiflpMM  ou  fi  Ml  «»3i8 ,'  qtf'ÂieiMM tipriMlIliir 

ratiiunnelle  frfectîoûnaîre  ^  (  quî^on  peut  toujonrf  supposer  irréâu\Oél^,  )p 

«nbstiitice  à  la  place  do  a ,  ne  peut  /cmlro  nul  le  polynôme  proposée 
Sopposon»  en  aSat'^t^on  |)iéaa€  ayoi^ 

aVfhto  M^iïl^i^fe  par  0*-*,  et  qn*o)à  tranlpèëe  tons  les  termes  l' teàttj/iioà  SUE 
nrénittt,  ir  vTenY 

59*  • 


6^$  KOTÇ, 

«((alUd  ^vftdtfmB^ntabiardej  cv  le  s/;coDd  membre  eet  uo  polynôme  niÎMii 
ncl    ce    entier,   tandis    que    le  premier    est   essentiellemcat   fractiomuiie 

Soit  en'  Meottiti  |iea  un  polynôme  ratiouiel  cl  entier,  lid  que 

An"  4- Ba»*« +. . . . .  .4- M«  4».  N. 

''-■    ■■  "j     '■  '■  '  a* 

Égaloai  co  polyapme  ho,  et  potoni  (a*  365} a ss-jr?  ;  oo  liooTe,  apilih 

disparition  des  di:nomin«itetirs, 

■  ■  -   ■   • 

«'•-f-B.a'"-'4-C.A.a'"— 4.D.A«.a'"-J4-....N.A"^«=o, 

.■«  .         .  •  . .     . 

ëqoaiion  dont  le  premier  membre  est  de  m^me  forme  qne  le  poljnome  (i)ci 
^i^  ai  die  '«ilam  de»  Taleota  rationoellee|>OQr  </,  ne  peat  en  adocllre  qat 
d'entières. 

Désignons  par  p,  p\  p",..'  les difFerentes  racines  cntiMbs  de  cette cqnalioa; 
les  racines  corrcapondanies  de  l\qualion 

**  ^    Afl"»4-Bfl"»-'+....4-Ma4-N=o, 

aeroftt^»  Ç-»  ^U.w.XDry  paimi  etÛetid,  lee  nnee pfenrtnt  ètn-etuikm 
et  reprcscniées  paru,  a',....,  les  autres  fractionnaires  et  exprimées  mr 
-»   -',, . . .'  (  C  et  7*^  C  et  7/, . . -.  étant  premier»  entre  eux  ). 

Par  çoofo^oci^  les.  diviseurs  mtionnels  et  coiiera  da  ter  degré  par  rap- 
port Il  a,  du  polynôme  proposé,  seront 


a  —  a,     a  —  â',...,     et    yû-^C,     >'<f  —  C 


t      ■ 

n  snil  de  la  que  la  rcclicrche  des  dirisears  entiers  du  i*r  deirrv  par 
rapport  h  l'une  des  lettres  qui  entrent  dans  on  |>oly3iome  dannc,  est  n* 
menée  h  la  recherche  des  factears.de  la  forme  tf  «— K,  K  éiaiH  une  qnanliiê 
entière ,  positive  ou  nésalive,  numérique  on  algébriaoc  ;  et  pour  obtenir 
ces  facteurs,  il  suffit  de  savoir  résoudre  en  quaiùiiés  entières  une  ^uaiioa 
de  la  forme  '.i 

fl'»-|-Prt--«+Qa—«-h-...H^Tii4.U=io^  . 


- 1« 


P,  Q, . . . .  T,  U,  étant  des  quantités  nigébrîqncs  entières. . 

La  méthode  établie  {n*  3lo)  pour  résoudre  en  nombres  entiers  nfie  équation 
namériqoe  de  Oicnie  forme,  eu  applicable  en  loua  p^^inis  \  la  qucsiioa  dont 
nous  nous*  occupons  ici.  Il  snfHi  donc  de  se  rcporicr  ;'i  cv  numéro  ,  pour  se 
former  une  idi e  de  la  mnrclie  qu'il  fisut  snivrt?  h  IVîiQri]  d'un  polynôme  ra- 
tionnel et  enlit-r,  quelque  compliqué  qu'il  soit.  3îons  .nous  borneions  à 
quelques  romar((acs  généiUlck.  "'  -•-..-- 
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10.  Première  remarque,  L'applicalion  de  la  nicihoilc  supposant  que  le 
dernier  icrmu  du  polynôme  ordunuc  esc  décompose  dans  ses  facteurs  pre- 
micis,  il  semble  au  premier  abord  qu^on  soit  conduit  à  une  pétition  de 
principe;  maik  obteivons,  1*.  que ,  ce  dernier  terme  est  plus  sioi pic  que  le 
polynôme  proposé  ^  a<*.  que,  daus  tous  les  cas,  il  renferme  une  lettre  de  moins 
qne  ce  polynôme. 

Ainsi  d'aboni,  quand  le  polynôme  ne  renferme  qu*u/ie  «eu/e  lettre, 
U  dernier  terme  est  numérique;  et  Ton  sait  dcjh  trouver  tous  IcedÎTiseon 
d*nn  nombre.  ^ 

Si  le  polynôme  renferme  deux  lettres,  et  qu'on  l'ordonne  par  rapport  à 
l*uno  dVlîi's,  le  dernier  terme  n*cst  pins  fonction  que  d*unc  seule  lettre;  et 
Piin  est  censé  savoir  déterminer  tou«  les  diviseurs  entier  d'un  polynôme 
cTu/ie  teule  lettre. 

Si  le  polynôme  renferme  trois  lettres,  le  dernier  terme  n'en  renferme  qae 
deux  y  et  ainsi  de  «liie. 

11.  Seconde  remarque.  Lorsque,  dans  le  polynôme  proposé  ,  le  coeffi- 
cient de  la  plus  haute  puissance  de  la  lettre  principale  est  différent  de 
l'onicé,  comme  il  faut  i^voir  rccou»  h  la  transformation  du  n^  3G5,  pour 
rendie  ce  coedicicnc  c^:i\  h  l ,  et  qne  cette  opération  donne  lieu,  en  général , 
à  de  nouveaux  coelHciens  très  compliques,  il  convient d^appliquer  d'abord  la 
méthode  au  polynôme  lui-même ,  de  la  manière  indiquée  n«.  3a{.  Parce 
moyen,  on  obtient  tous  les  facteur»  premiers  do  la  forme  {a  —  êi\  oprcs  quoi 
l'on  tlivise  le  polynôme  pioposé  par  le  produit  de  tous  ces  facteurs  ,  et  la 
question  se  réduit  h  déiei miner  tons  les  facteurs  tcU  qoc  (>a  —  C),  du  poly- 
nomc-qnotienc 

13.  Troisième  remarque.  Dans  la  même  circonstance,  il  convient  encore 
de  s^a&surer  si  Icn  coeflicicns  des  diverses  puissances  de  la  Iclirc  principale 
n'auraiml  pas  un  rommun  dixiseur  (q«  '^\Tn  parce  qne,  s'il  t*n  existait  un,  oh 
le  snppiimerait  et  Ton  opérerait  ensuite  sur  le  polynôme  icsultaat  de  cette 
suppression. 

Le  f;;c(eur  supprimé  pourrait  lui-même  être  un  polynôme  déchmposable, 
et  SCS  facteurs  premiers  ocraient  li'S  facteurs  indépcndans  de  la  lettre  prin- 
cipale. 

i3.  Quatrième  et  dernière  remarque*  Toaies  les  fois  qoe  le  dernier 
terme  renferme  comme  facteurs  des  monomrs  liitér.iux  ,  tels  que  6,  &*, .. . . 
c,  c*. . . ,  il  est  plus  simple  do  substituer  immédiatement  ces  quantilds  ^tises 
avec  le  signe  -f-,  puis  avec  le  si^ne— ,  dans  le  polynôme,  parce  que  le  ré- 
sultat de  cotte  subsiilulion  est  un  polynôme  tout  dévt  loppé. 

Celles  de  ces  quantités  qui  joui.'^scnt  de  la  propriété  de- rendre /fii/  le  po- 
lynôme^ sont  lecunnues  racines.  C'est  la  même  rè{;lo  que  pour  -^  i  et—  t 
par  rapport  aux  équations  numériques. 

Lics  exemples  suivans  éclairciront  cet  difiercntes  ronMirqaQe. 


1 

1^  ■ 


I«r  EXCMPiV. 
ÉKiIrtiif  €•  poljiioiDe  il  »,  Apre*  Tavoir  Ofilonnil  ;  il  viefU 

OMUfinnteMit^  la  teourqve  du  n*  ii|  chcrçlniBf  4aboi>||  lit 
lili  qiM  «•«*«. 

Or,  les  diviseurs  de  b^  étant  b,  b*^  b^^b^,  il  fRudraît  essayer  cmiinic«| 
lapt  avec  le  signe  -f  q^a^ce  k  ftgnç  — ,  et ,  pqur  ce|.i ,  |es  f  ubsUcucr  a»  lin 
4e  «  «Uns  ri-quatiun  (i);  m;tîi  çoiuiiie  le  |ioIjnoui«  propoK  esC  à^ma^îm 
(^^.,  n^  lÔ«  i^  <•'  ^vidciu  qne  b»,  smUmiuc  &  U  |iUcc  cle  a»  llopBffMl 
pour  )«4  un  terme  de  plus  haut  degic  ((uc  tous  les  uulres,  eC  qui,  par  tMt 
fëqneoi,  ne  noprraii  ëire  de'truiu  Mciiie  ruisonnrnicnt  |uir  lappart  à  ^' 
et  b^.  Ainsi  l'on  ne  doit  cssayi-r  que  lc&  diviseurs -4-6  et  —  ^. 

Or,  le  dernier  seul  donne,  par  ta  substitution, 

éont'^h  est  racine  de  Téquaiion,  et  par  conscqucnt  «—  (-*^)  an  («+!) 
till  diviseur  du  polynôme  propose'. 

Dl\istQ(  ce  poiynutuc  pr  a  +6,  et  galant  le  quotient  K  o,  on  tronve 

•«s  —  6<f«  <f  %b»a  T-  A*  =3  0.  • .(«). 

Op  poorraic  ac^neUcmcoi  faire  disparaître  le  coefficicat  de  a^,  i-n  poi^t 

r=—  ,  puis  opcrcr  sur  IVquation  rcsultantc  comme  sur  la  propoace i  ■«■h 

ai  Ton  rappioche  le  i*'  et  le 3"  terme,  je  ae  et  le  4%  de  l\'quation  (i)|OB 
rtconnuti  quVlle  revient  \ 

Dope  cp(if)  le  polynôme  propose'  est  égal  k 

(a-hb)  (art  — 6)  (a* +5»:; 

oe  q«i  donpf  deux  facteurs  du  prenier  dc^ic  et  un  faetfpr  (}■  •er^ad 
degré» 

i5.  Dans  cet  cieipple,  eopune  dirna  tous  ceux  om  le  polynôme  est  hpun- 
gina  et  composa  de  c^eiur  letlref&rukraen^,  on  peut  ^mençr  la  rp>td«iti9i 
de  rcqnutîon  h  celle  dVne  équation  qumc'riqutu 

Soil  »  ea  effet ,  re'quaûon  gcoérale 

A,  B,  C,  • . .  M«  M»  é^m  dc9  aombrei  e^t^ra, 


SECONDS   PARTIE.  é$§ 

Si  Ton  poM   ?  ==*»       d'où  a  :=Ax,     il  Tient 

[>a  sopprimant,  ponr  le  nioraeui,  le  l'acteur  t", 

tqnatîon  namciiqucqu^il  nu  a\)gii  {iliisqiiotlerc»ouilreen  nombres  comiiien- 
luraMiC.  Ces  vuK-iirs  cCiinlsahstitiiccs  d.ins  la  rcta:ion  osshr^  donneiont  les 
ralcnrc  «le  a  currcspdudatiU's ,  ci,  parsuiu*,  les»  diviscors  de  la  forme  a— «, 
Mi  ym  — C. 

Aîniiyfoit  fait  dans  rcqtration  (i)  du  n«  !{,    aiatbx;  \\  Heut 

^<(2Jf4-f  jt»-#.x«+r— r;=:o.  ...  (3). 

Le  facteur  entre  parcnthccf^x  étant  égale  h  zc'ro  et  Siinmit  h  la  méthode 
des  |racin<  s  cnnimi'nfturahlcs  ,  on  tionve  \vs  deux  racienri»  (.1  —  1)  ,  (ax—  ï)p 
et,  partuite,  le  facicnr  ^T*«f-  1);  d^oîi,  •ud.Mt'.osiit  «latia  lW|naliiMi  (J)  et 
remplaçant  x  pur  sa  valeur  tirée  <!•  b  9viaÛQi\  m  en  àjt  ^ 

(a-i-  b)  {la-^b)   (a«-f^«)  =  a, 


9«    EXEMPLE. 


Le  dernier  terme —i^c +  ^»c«  revient  h  ^•c(  — &H-c);  ce  qui  donne 
pour  les  divifcurs  •impies  , 

b,  c,  — b-^Cf   b~~c,  —  c,  —  ^« 

On  ne  doit  d'aîllsiirs  essayer  qiw  «wi  dî-îsjurs,  puisqnc  l'  ;>olynnme 
est  lionio'.;èno  ;  rur  b*  on  bc ,  par  czrmplc  ,  mis  h  la  place  de  a  dans 
réqiiaiitm  ,  donnenît  b^  ou  ^^c^,  quantité  irun  flc,:;ré  supérieur  il  toutes 
les  auircAy  et  q  li ,  par  consé  [ucnt ,  m;  pourrait  pas  dcie  détcuile. 

Eu  fais  ml  succcRsivement  a  s&,  —  fi,  c,  —  c,  on  reconnaU  que  b  seul 
vër^  TtîqnaÙBn.  Ainsi  d«)^  (a«-fi)esluq  d^s  diTÎKni»  dicrcli«i« 


6|6  VOTE. 

Il  retie  maintenant  h  appliquer  la  me'ihoJe  do  n*  3ao  anx  deu  faclcm 
—  6^c,  &  —  c. 

—  b  -h  e,  +A    —  c 


-t-  ^"c 

—  ^«c 

+   *»    —   /iC* 

+  A» 

—  a/»»c 

—  Ac« 

—  ^»  —  bc 

» 

«—  a6*-#-  adc 

» 

+  a6 

1» 

+  6  —  0 

» 

—    !• 

> 

Coniidcroni  d^abonl  le  facicnr  (—  b  +  cr).  Après  avoir  dit  îsc'  le  dernier 
[lar  ce  lactenr ,  ce  qui  donne  +  b^c  pour  quotient  »  on  ajoi*te  à  ce  quoiint 
le  corflSrnt  de  a\  cl  Ton  oblicni  pour  souimci  b*  -^bc*, 

Divifaot  b^ — b^c  par  — &+ry  on  a  pour  nouveau  quocicut'y  — b^'^bc ,  qd, 
ajouté  uu  coefficient  de  /i*,  donne  pour  somme, 

Diviaani  —  a^*  +  a^c  par-*  6  4-  « ,  en  obtient  -f-  a£» ,  quotient  qui ,  ajoute 
an  coefficient  de  a 'y  donne  pour  aomme, 

DÎTitant  enfin  -f-  &  —  e  par  —  ^  +  c ,  on  trouve  pour  quotient ,  —  r. 
Donc  —  &  4-  e  est  racine. 

En  appliquant  la  méiliodc  nu  second  diviseor  (&— >c),  on  obtient  pour  11 
première  s^name,  b^ — ab*C'—bc* ,  quantité  qui  n^cst  pas  divisible  par  à  — c. 
Ainsi  b^  c  doit  ^iie  rrjctc. 

11  résulte  de  Ih  qne  les  »cnls  divi&curs  en  tiers ,  et  du  pr<  mirr  df  grc' ,  an  pi>- 
Ijnomc  propose,  sont  (^f  ^^)  et  (<i-f-A  — c).  Divisant  ce  poUnunie  parit 
produit  {a  —  b)  (a  +  A  —  c)  ou  a* — ac — ô"-f-ôc,  ou  a  pour  quotient, 
«•— *tf  4-^c. 

Ainsi  le  polynôme  propose'  revient  k 

(a-^b)  (a-hb-^c)  (a*  —  *a  4-  bc). 


3*  EXEMPLE. 


17.       aii44-^54.3e>>— (75*  — a&c— c*)fl»  —  a(dS4-36«r}éi 

Le  dernier  terme  revient  k    a6*(36«  —  a6c  —  c*}{    or,  il  est  aisé  de  n- 
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coonaUreqat  rhjpoihHc  6=sc,  rend  nul  \c  facteur  entre  parantlicscs  )  donc 
c«  dernier  terme  est  divUible  i>ar  ^  —  c ,  et  Tou  trou?e 

En  appliquant  la  me'thodc  h  chacun  des  diviseurs  simples 
A ,  A  —  c,  35  -f»  e,  —  3fr  —  c,  —  6  -4-  c,  —  ^, 
on        a*,  a;ft  — c),  a(3ô-f-c),  —  a(36-f-c),  — 3(d— c),— aA,^ 
OB  reconnaît  que  (b  —  c)  seul  satisfait  h  toutes  les  conditions.  Ainsi  Ton  • 

a=:&— 0y    d'oîi    û  — 64-c=so. 
Divisant  le  polynôme  propose'  par  a  —  6  -f  e,  on  obtient  ponr  quotient 
aa»  +  (3*  +  cî«*— 4i*û  —  6ir*— a^'c...  (a). 

Posons ,  dans  ce  nouveau  polyaornoy      a  =  —  j 

il  Vient         ii'i  +  (3&  +  c>'«  —e^'.fl'— a46î  — 8i«c...  (3). 
Or,  le  dernier  terme  revient  à 

eeqai  donne  ponr  les  diviseurs  simples,  abstraction  faite  du  facteur  8, 

6,    3ô  -4-  c,    —  A,    —  36    —  c. 

L*app1ication  de  la  inc'ihode  aux  deux  diviseois  36  +  c,  —  36  —e,  fait 
reconnaître  que —(36 4- c)  est  rucinc  de  fcquaiion  (3;,  et  par  conséquent 

qne  a  =z  — est  racine  de  rcquation  (a).  Donc  (n«  8)  (  a<f+36-|-c) 

est  diviseur  do  premier  membre  de  cette  équation. 
En  effectuant  la  division ,  on  obtient  pour  quotient, 

a*  —  a6". 

Donc  enfin  y  le  polynôme  propose'  peut  se  mettre  sons  la  forme 

(a— 6-hc)  (aa  +  36 -f- c)  (û»  — a6»). 

i8.  Gct  exemples  suffisent  pour  mettre  ou  fait  do  la  recherche  des  fiictenrfl 
dn  |>remicr  degré  d^nn  polynôme  rationuel  et  entier.  Quant  aux  diviscuis  da 
•ccood  degré  ou  de  degrés  supérieurs  ,  il  faudrait  employer  une  méthode 
mnalogne  à  celle  qui  irété  établie  n«  3a5* 


6i8  Kon. 

Au  reste,  il  nrri^  «oavent,  ilans    Irt  applieaiioBi  |nnie«l2èfCi,  ^ 

qnclqocif-unrs  des  tetirea  qni  entreni  clafii  Kt  polynômes  ,  n'y  sont  rfktài 
qu'à  la  seconde  |iiiiMance  ;  et ,  dans  ce  cas  ,  la  dcicrniinatton  des  factconsi 
dipnd  que  tic  la  ickoltition  d'nnc  équation  da  second  dr^ré. 

lleprrnons  res(-ni|)le  traite  n*  iG ^  et  fib&crvonf  que  la  lettre  e  a^cntreqal 
la  seconde  puissance  dans  le  i.olynonit*. 

En  Tordonnant  (ar  r:ippoit  h  cette  lettre,  on  obtient 

(^•— flA)c«  — (/i'+ai*  — 3fl*A^a»)e  +  <ci»-^éi»A*^a«A  +  «4  =  oi 

et  il  suffirait  de  résoudre  cette  cquRiion  par  rappiirt  ^  c,  |Hxis  dVffsctis 
tonds  les  opi'rutions  et  simidifîrarKins  nuxqmrlles  on  s<'rait  conduit;  nuii, 
avant  (out ,  il  ronvient  de  ftVs>urer  «"il  ■V'xistcinît  pas  un  diviseur  coaimao 
h  ions  les  corflScicns. 

Or.  le  roff&cicni  h*  —  nb  revient  \  h[h^-m  )  ;  e|  il  est  aîs^ .de  recoiHÉbi 
que  riiyiNJthrM!  b  —  a  =?  o,  nu  b=.a,  anéantit  les  deux  autres  coeflîcicaij 
donc  (&  — a)  c»t  diviseur  coiiiniun.  En  supprimant  ce  facteur  dans  le  polf- 
nomc,  on  trouve  pour  quotient  , 

bc*  —  {b^+iab  —  a*)c'{^ab'*  — a>  =  o; 
d*oii  I*on  déiloit  imBe<liatenient 

ib  V  46'  ^  b 

on, rt'doiaant  Sdus  le  ridical  au  de'noaoinatcur  46*1  developpanikt  ealciU,  et 
extrayant  la  racine  carrée , 

//«  -^  'xnh  —  /ï»  dr  fA»  4-  /i») 

'= Zb 

^  9/i«  4""  "kob       _    .  ,,  , 

Donc,  !•.         c=s ; =6-f-<î;    d  ou    c^*&— a:co; 

^nh  —  in*       ab — a*        .,  ,        . 
a*.  C=: — —  = —  •     doo     W  — ffA  +  «"»0. 

ib  b 

Ainsi  les  diTJScnrs  du  polynôme  propose  sont 

b  —  Of  c  ^-' b  —  n,   cb'^ab'^a*^ 
on  a-^bf  a  —  ^-f-f>  <i'— fl^  +  ^e, 

comme  on  l'avait  déj?i  reconnu  n*  iG. 

Le  3«  cxcmp}«>  (n*  17}  pcnt  éire  Irniie'  d«'  la  même  mAfii^  ;  cttr  b  kiKc  t 
nVnlre  é{;Blrnient  dans  lu  |>olynome  €\Wh  la  seconde  pitiai^nee.  On  smù 
conduit  h  supprimer  d'abord  le  facteur  («•  —  s^*)f  contman  è  ton  IM 
coefficiens. 
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'*' .  19.  Koiii  traîtcroDi  encore  un  exemple  atiez  remarqoable  «jn^on  reoeonira 
dant  ]a  Gcomctrie  «oalytiquA» 

Soit  l'équation 

(jr»  ^-  ar«  —  car  )•  —  ( <i»  —  c»  ) j^«  —  a»  (  X  —  c  )•  =  ^< 

■ 

Comme ,  ;iprci  le  «léTcIoppemcnt  du  prem:er  membre  «le  cette  ^qoation,  les 
deox  Ictirci ,  a  elCf  nj  enireni  qii^à  in  •econdc  puÎMancc ,  on  peut  ordonner 
îndîfiVrcDimcnt  par  rapport  U  l'une  d'cllci. 

Ordonnoui,  nar  exemple,  suivant  U  lettre  cj  il  v\^t 

(/«-hx«— «•)«•— 2x(/»-hx»—fl*)c4-/H(2x»—fl»)j'»+x<—fl»*«=o, 

tfqnslion  qac  Ton  pent  résoudre  par  rapport  &  e.  Maie  Terifious  anpamvant  il 
jr*  -4-  jT*  -^  «*,  (fnî  est  facienr  commun  aux  deux  preroictv  œelBcîcfts ,  ne  dî- 
nerait pas  également  le  coefficient  de  f.  Or,  en  esaajant  la  di^jaion,  on 
trouve  pour  quotient  exact ,  jr*  -+>  x*. 

Donc  rëquatiof)  peut  »e  mettre  sous  la  Cofrae 

(y*  -4-  »•  —  a*)  (c»  —  îcx  +  j^*  -f-  *•)  »  o, 
on  lien  (jri+a>  — a*)  !>•  +  (*  —  c)«]  ==  0  i 

c^cst-ÎMlire  qne  le  premier  membre  est  décoinposab|e  dans  le  produit  de  dçox 
facteurs  rationnt'ls  du  second  dcgn:,  que  Ton  doit  d*uiilenrs  regarder  ccmuie 
des  facteurs  premiers. 

Si  Ton  orilonnait  le  polynoicc  fur  vnpport  h  la  latlrc  x  ,  on  ne  pourrait 
appliquer  la  méthode  du  n*  9,  pnisquVllc  ne  donne  qfic  les  facteurs  rationnels 
da  i«r  df-gnii  et  que,  p;ir  le  fait,  le  polynôme  nVst  dccomiioftable  quVn  dcf 
factenrs  premiers  du  second  degré.  Mais  en  ordonnant  par  rapport  h  y,  on 
obtiendrait  une  équation  du  f*  degré,  tc'solublc  1^  la  manière  de  celles  da 
•econd. 

IV,  S,  LVqi^ation  que  nons  Tfnons  de  traiter  est  cell^  dn  lieu  c^oni- 
TBIQUE  efé*  pieds  d^*  perpendiculaires  abaissées  du  fa^er  d'unp  «Uipsf 
^ur  la  iangtnt€  considérve  dans  toutes  ses  positions. 

^o.  Çnfiu ,  U  4<'<^'|ipaii(ion  d.'nn  polynôme  en  f4Gtear4  ratiaantls  pe«i 
être  (qrt  mile  4ana  rtlimlqatrop  ^  par  on  n  va  (n<»  37»)  qv^*  qn^nd  011  ef^ 
parvei^u  à  4cÇQRipo»f  r  les  prfUJtcrs  membres  fU*  dao^  fqnatfons  en  If  an  ^c* 
trurs  simples,  la  détermination  des  systèmes  de  valeuis  propres  h  ve'rî£i«*r  ces 
deux  équations ,  ae  rciHiit  k  cette  des  «v^tèuies  qui  cortvapondcnianx  combi- 
naisons deox  h.  deux  de  ces  facteurs  égales  ^  zéro. 


KOTE  IF*). 


Sur  V Élimination. 


Cette  note  a  ponr  o^jct  de  donner  qnelqncteclairciiscmeni  tnr  toDtce^ 
a  cle  'lit  dans  les  n«*  358  et  suiuans  ,  relativement  ans  facicurs  e'trangcn  qM 
doit,   en  gcncral ,  rcnfcrnitT  rcquHiion  finale. 

On  se  propose  de  démontrer  que,  lors  m^me  qns  les  solution»  dcicqn- 
lious  [  A  =  o,  D  =  o],  [a'  =  o,  H  =  o] , . . . .  ne  scrkient  fias  loole»  ciran- 
gèics  nus  cquutioiis    [A:=.-o,  Br=o],  ou  bien,  que  Ici  cquaiions  «^o, 

fl' =  o, renfci nieraient  des  racines  égale»  (pourvu  qu^ancnoe  racÎM 

de  a  =o,  ne  réduise  le  pulynonic  B  ni  h  zéro^  ni  &  une  quaDiitc  naiDc'rn|ae 
quelconque  ,  et  qu^il  en  soit  de  même  de  a'  =  o,  a'''=.  o.  •• . ,  par  rapport 
aux  diviseurs  coiris'iondans  K ,  K' ),  de  démontrer,  dia-jc, 

1^.  Que  It  dernier  reste  R(*)  est  toujours  dU'isible  par  aa'a" , . .  ;  3^.  cm 

«^•'  .  #  ,  f 

le  quotient         .  „ —  contient  toutes  les  valeurs  de  r  covtezablcs  eux 

deux  équations  [A:=o,   B  =  o]. 

Soient  flA   =  BQ    -f-R....  (i) 

«'B  —  RQ'  -f-  R'....  W 

a''Rz=  R'Q"-*-  R"---  P) 

a«'R'  =  R''Q«'-f-R"'...  «), 

les  identités  auxquelles  conduit  la  nictliodc  du  p.  g.  c.  diviseur,  (^'oot  sup- 
poserons, pour  plus  de  fciinplii  i{e,  que  R**  &oil  le  nsie  indépendant  de  x.) 

Il  est  (Paliord  facile  de  voir  que  ,  coiiforniéaieut  à  ce  qui  a  cle  dit,  n<*  35) 
(paf;e5iii ,  iignc'S),  lu  uiuUipiicaieur  a**  introduit  d.ins  la  dernière  opé- 
ration ne  peut  donner  lieu  h  aucun  facteur  étranger.  Car,  fti  une  Taleor 
y  =  /r,  par  txruipic  ,  pouvait  annuler  h  lu  fois  a"  et  K*',  il  sVnsuivrail  que 
(y  —  A) ,  divi»i.nt  alors  a"  et  R**,  devrait  divibei  auMi  R*'  Q*  ;  et  coiunie 
il  ne  diTise  pasR*,  par  hypothèse,  il  devrait  diviser  Q",  ce  qui  est  absurde 
puisque,  si  cela  était,  la  multiplication  de  R'  par  (v — A)  eût  cie  inutile. 

Cela  pose,  éliminons  R''  i-nire  les  t^uaiions  (3)  et  (j)  ;  noue  aurons 

Q^a^R  =  R'  (Q-'Q*  +  û*^  -  R"'. . .   (5). 


(*)  Cette  note  ,  sauf  quelques  c1inn;;cnicns  de  rédaction,  est  duc  à  11.  Gt* 
rono.  Principal  du  collège  de  Lorient, 
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Maîntcnant  appelona  « ,  C,  / ,« . . .  let  racines  de  a"  =5  o.  Si  chnf  R',  oit 
•abaticne«  hx,  le  ri'kulrat  de  la  lubtitiiition  conienant  encore  x,  par  h^* 
pocLèse»  on  pourra  ,  en  Tcgalant  h  o,  en  dediûi-e  une  ou  pluaicurs  vaUvra 
de  X  qni,  conjoiiuemcnt  avec  In  valeur  a  d«;  y  ,  fourniront  (t<«  solutioni 
do  ajstcme  \tt'  -=.0^  R'  =  o].  Or,  d^apiès  rifleyticii  ('•) ,  toute  solution  da 
sjsième  [a^sso,  l/=so]  réduit  \zèro  R'*,  qui  cal  siolemi'nl  fonction  de 
^1  doiy  U  viM'tn*  '^  Y  ^'  tvcîoe  de  Tequation  R'*  mmo.  Par  «NHuqucnt  RF 
est,  comme  a",  divisible  par  {y — «c';  et  il  fnnt ,  d^iprès  la  même  identité ,  qoQ 
(^  — «)  divise  aua»i  le  produit  R'CQ'Q*''»'^*)*  ^Ia*  B'  aVst  411s.  divisible  par 
(y— «),  puisque  la  valenr  «de^  ne  réduit  pas  à  seVo  tous  les  coefficiens 
dies  puisaancea  de  x  dans  R':  donc  i^i^-^tt"  est  divisible  par  (^  —  a). 

En  divisant 0.*,  Q^Q^-hA*'»  "^"t  par  {f-^A),  on  obtiendra  rideotitë 

-   *     .         .  •'•         '     •  • 
daoa  laquelle  a*i ,  L>  R'i»  sont  des  fonctions  civières  e'ga]<^  J^  ,^.^  *•  - 

Lcîr  racines  de  IVquatiott  a",  ==  0,  <?tanl  f ,  /, . . .  on  /Ti^morf^eni ,  ebnlmé 
prc'cedemroent,  que  a*, ,  L,  H"'i ,  sont  divisibles  par  (y-^CJj"èn  eiPecTuint 
celte  division ,  on  obtiendra  uile  nonvelie  ideniit<$ 

et  a*.,  Li,  R"*.,' seront  divisibles  par  (/  —  ^V  Ainsi  de  awt«.    ,       !  • ,  .. 

.  n  ^«t  érigent,,  d^i^près  cela,  qu^on  pouirâ  déliarraasv  AOCCPasifveQifllMi 
a" y .  Q*Q^H-«i*.  K*  des,  facteur^  ^  —  ^.  j^  —  C  ,  j^  —  A , . ,  «c  qi^t  l^dtnp^ 

i4^  (5}>«y>ii49iJ^9«^^^ic*ci.:         ...  •     .-  *    #n    •    .«     i..:.-    ^ 

'    •   •<2»R=sR'M  — r^;....     (6)"  ''•'   "  ■-   •' 

■     '     '  '  "   '  '    »  '!••'• 

dubslaquelle  r-i=5!,    et    M  =  S!^^. 

.  AfCofUcmciit  9  ^  |r.op^inûii9  R'  enue  les  îdcntiiia  (9)i«i  (6)^  «•  aura    ^ 

Î^Y^\€^vox\  ceWe  dcrivîcre  idcniiic'  le  raisonnement  XaM  sur  ri(lenti^<*(5), 
on  de^i9iur«r«  que  r*  et  ÎSîQ'+Q*sonl  divisibles  par  a'  \  ei,roasef4  conduU 
SiADOUvwJlc.jdçi>.litfc  >      ,      , 

MB=R]S-4- f^..,.    {?) 


6ll  KOTE  8U.|^  CiuniïïAjiw. 

Étîminani  H  entre  Ici  âtux  Idcniiu's  (i)  et  (7} ,  on  obtiendra 

I 

n  1^  ^MBABlrerà,  ««nnie  ch4lctfiit,  qnff  f' et  NQfH^BI  Mol 
parai 
Aînsindeifthtf|>réec<khtecondiitfa  fioakinent  à  l'idcftctetf 

I 

NA  =  toP--.  /•, 
diiUf  laquelle  P  et  r  reprr'senteiU  les  qootiens  enlicn  — -^^ >  ,       ». 

Le»  egaliu's    r*  r=  — ;?,     1^  =  -7,    r  =  -,  donnent  d^aillenrt  rs= — r 
°  a  a  a  «c'i 

ainsi  R*  est  èxàttèmtnt  âtyisilie  par  le  produit  aà^t^  (  le  dVrâîcr  Gioenr 

in(ro<luii,  f<*ne  f  lisant  pas  partie  de  ce  proiintt,  ainsi  qu'on  Va  ru  pinskaïai)» 

De  plus ,  le  qu« 'tient  r,  rgalc  k  zvro ,  rmfeime  encore  lontca  ira  valenadt 

^  qui  conviennent    ou  système   [Ar=o,   n  =  o];  car  la  dernière  iiliatiit 

p)>^cnu.e  ^  J)^;=.IK'-f-'*t      dcnqaire    que    tome    solntioa  da 

[^Â  =  Oy  6=:  o]  réduit  r  \  zéro. 

C.  Q.  F.  D. 


N.  B.  Comme  il  arrive  som-cnt  qné  certninet  valeurs  de  y  tirci-s  dr 
a'=o,  a"  =  o. . .  lédui^cut  à  zéro  (ous  Us  cor(ficii*ns  di-s  dÎTÎscurs  cnrrcS' 
pondiins,  B,tt,R'. ..  h  rcxctplion  du  cocfficlcni  de  ar«  (i^o^es  Teseniple 
nraiié  n*  3^)-')  il  k^nisnii  qne  ecs  valeurs  ne  se  troQveht  pas  dans  le  ifHnkr 
rviVe  n(*)  y  &  moins  qnVlIrs  ii\ipp;irci(  n:ifn(  h  la  vcri^alde  eqtliilitfif  Bknif 
comme  étant  »usi'op(ii)Ic&  do  sali&fairc  en  nitîme  rt'tiipfl  qiie  crrtanMè  vahwt 
de  X.  nu  ^yblèmc  [A  =0,6  =  o].  If  st-ruit  prut-^ire  ;Uors  plus  convenable  de 
donnera  la  première  p.irl'nde  la  pioposidon  piccedentc  Tcnoncc  que  Toid  : 

Soient  Cjc'jc",...  les  Jacteurs  respectifs  tie  a,a\a*^,, ,  qui  Btmvmî 
fournir  des  solutions  pour /es  systèmes  [n  =  u,  B  =  o],  [a^=  o,ll  =  oj, 
le  le^te  R(")  est  tlit^isit/e  produit  e.c'.c*. . . 

Cvi  énoiasif  qui  rm^-rrtH*  éridemment,  comme  enft  paVrfenllH*,  ccM^ 
nouk  n%'<)i;s  d\ibor(l  prcsenlc  ,  csi  en  outre  plus  conrormo  arec  1 1  rèjslecia* 
Mie  n*  36o. 

il  peut  iiicme  arriver  rpic  que]r]ues  facteurs  de  a^a'^a"^, .  .  se  troqTCat 
dans  tous  les  'curfli  iens  deb  diviseurs  correspondans  6,R,R'. . . .  Maile\tl' 
vnt  ciiconstancc  pour  laquelle  nous  atOns  renvoyé  (n**  357  ^^  *'^)  **  f^' 
graphe  qui  tiaite  de  Vciimination  avec  simplification  (trolr  les  ti^  S^flv' 
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CHAPITRE  IX. 


Complément  de  la  théorie  des  Équations. 


Ce  clinpîtrc  fît  1c  'suivant  ont  pour  objet  clei  théories  qui» 
ipoiris  Indispensables  que  cellei  qui  ont  été  exposées  clans  les 
précédcns,  doivent  néanmoins  servir  à  compléter  Tensemble  ile# 
.npinçipcs  de  ranaljsc  a1<<;ébrique.  Le  neuvitmâ  peut  èire 
rcjll^ardc  gomme  le  complément  de  ia  théorie  des  équations. 


§  l*".  Recherche  des  Racines  imaginaires. 


i..  .d8o^  observations  préliminaires.  Nous  avons  donné ^  dans 
J^  lllûLÎeme  chapitre»  Aei  mclbodes  pour  diUcrniiuer  les  radods 
réçl.les ,  commensurablcs  ou   incommensurables,  d^ne  équa- 
tion numérique.  Nous  allons  maintenant  nous  occuper  de  la 
rccfierchc  des  racines  imaginaires.  Au  premier  abord,  cette 
recherche  peut  paraître  superflue;  car  ces' racl nés ,  étant  des 
ajml)oles'  purement  algébriques,  ne  sauraient  résoudre  la  ques- 
tion dont  Téquatlon  est  la   traduction  algébrique.  Cependant, 
comme  nnus  l'avons  déjà  dit,  l'emploi  dr.  ces  expressions  dans 
la  haute  analyse  est  d'un  usage  trî's  fréquent,  et  conduit  quel- 
'  tfuefeîs'à  ides  résultats  d'utie  grande  im'portïince;  c'est  fX>af- 
H^uôî  nous  tâcherons  de  donner  une  idée  du  tratail  des  plus 
célèbres  géomètres  sur  cette  partie. 
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38i.  Commençons  par  remarquer  que,  lorsqu'une  éqnatioi 
a  des  racines  réelles  încomniensurabtes  et  des  racines  îmagl* 
naires,  ou  ne  peut,  comme  pour  les  racines  commenftuniUeSi 
la  dt'liarrasscr  d'abord  de  ses  racines  incommensurable:»;  car 
les  môlbodcs  ne  donnent  ces  racines  que  par  approximation, et 
si  Ton  divisait  réqualiun  par  les  facteurs  du  premier  degré 
corrrspondaus ,  ou  obtiendrait  pour  quotient  un  polynooie 
dont  les  coofTicicus  ne  seraient  que  des  nombres  approcliév 

Le  calcul  des  racines  de  Téquation  résultante  n'offrirait  plus 
alors  aucune  certitude. 

Ainsi  nous  supposerons ,  dans  tout  ce  qui  va  saÎTre ,  qae  la 
équations  proposées  renferment  à  la  fois ,  et  des  racines  înoora- 
rocnsurablrs ,  et  des  racines  imaginaires,  à  moins  que  louln 
leurs  racines  ne  soient  imaginaires. 

Mons  avons  déjà  reconnu  (n"  3i3)  qu'une  équation  dontlei 
*coefIiciens  sont  réels,  ne  peut  avoir  de  racines  imaginaires 
T|u'cn  nombre  pair.  Or,  les  analystes  sont  parvenus  à  un  résultât 
plus  positif  encore,  qui  consiste  m  ce  que  les  racînch  ifhtt' 
ginaircs  de  toute  /quation  à  coefficicns  réels ,  soni  toutes  de 
la  forme  de  celles  du  second  degré ,  cest-à-dire  de  la  forme 

a  l!z  b  V^ —  1 ,  a  e/  b  désignant  des  quantités  réeller,  conu 
mensurables  ou  incommensurables , 

382.  Avnnt  de  passer  à  la  démonstration  de  c^ttf)  proposition 
importante,  nous  ferons  voir  que,  51  une  équation  a  une  racine 

de  ta  forme  a  +  b  V^ — i ,  elle  en  a  nécessairtmenl  une  auir 

de  la  forme  a  —  b  \/ — i ,   a  er  b  étant  les  mêmes  dans  ces 
deux  expressions. 

Pour  démontrer  ce  lemme ,  considérons  Téquation 


.m 


-1-  Px»»-»  ^  Qx"'-^  + +  Tx  H-  U  =  o, 


V,Q,....,T,U,  éiant  des  quantités  réelles  quelconques,  et  sup- 
posons que  cette  équation  soit  satisfaiic  par  une  expression  teik 

que  #1  +  A  \/ — c  ;  on  aura  l'égalité  \-érifiée 
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de  V^^  sont  alternativement  (  f!«if^<rj    ■       .       ./>'.».;  .01 

o»  obtîènilr»  vM  étiprwilUm  4fSmpméé  6^  iéh±'  fj^ftW'biHr 
disii^iGta  f  Mrfo!»c  uMpàrde  réelle  pt^ovéniMt  A^ai^^^;^^ 

n'^,  fl*-*. . . .  dé  A,  et  fes  awfficfciii  fj  %y^  •  •^-  •  ^P"'^? 
unê'poHié'itnnginàirej  *  pf  oVenatit  *dê1outeltes77Màiàncef  zm- 

pidhés  àè'b  1/ — ^1 ,  cGhfnbinëes  avec  les  puissance^  û*""\, a"*"^ , . . 
dea,e«Ie*ébefBdî<-nit,Q;R.-.-'      ■*''      . .;.»';.    'i.iî  ^     • 

'  *         Bit  I \  • 

\  tJéi.igtîâht  Joiic'ces  deux  (larties  par  M  et  K  V;^^— rlj^.V^B^Îî^ 

ci-dessus  se  réduira  à  M  4^  Ny-t-  i  :p5?  Ov*é9)H4)M9^i^.«l» 
petit  évidemment  subsister  qu^autant  qo^  l'oa  a  séparément 

Actuellement  si,  dans  le  premier  membre  de  la  proposée^ 
qui  donne      ...  •     i  1:  • 

sLcH filcije de iniVifu»»  vé|ntdidfci)d^ek^()iei(«én^  t)é  tlifl^ 
rera  du  précé<lent  qu'en  ce  que  tous  les  Idiimif  àfAnàf^  d^ 

pkimksës  impiiMèAé&  ^i^,  élMfciït^ctiîmgi!  rfe^iig'Aé;  car 

(_&|/CI7)-dt  éjial  8f+«^!3IîrVmaia(Vl'iv^ 

esterai  a  —  (^Vf—  »:^  ,  .,^^.A%.)  ;.  dpW.<!«.T^«lUI 
^a.^^SWÎ?fi?npPt,M  — ^  |/t-  i  ,,M  «I  »  déi^i»*«tÎ€i  les 
;méi^(l«fintit^  f|u^  4^^  ^^  résn^^dil  pirelnitr^déveldppe* 
ment.  Or,  on  a  va  tout  à  Pheare  que  l'on  doit  avoir  séparément 

M  =i  6  et  ÏT  =•  o  ;  amï?  Pégalité  M  —  ïf  V— \  =  «  est  elle- 

40 
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cine  da.  la  -proposée,   a  —  b  |/-—  i  est  néctstairemtenl  bik 
autre  racine. 

^  Pasaoos  maintenant  ft  la  démonstration  du  théorkme  ter  h 
forme  des  racines  imaginaires* 

383.  Cette  proposition  est  évidemment  une  conséquence  de 
celle  dont  Toict  renoncé  :  toute  équation  de  degré  pair,  dont  la 
coeffioiens  sont  réels,  est  décomposable  en  facteurs  réels  du  ir- 
çond  degré,  o'est-a-dire  en  facteurs  de  la  forme  jr*  +/u:  -f-  q, 
p^..'\'p'x  +  9^9  •  •  •  >  ^Qs  lesquels ^y  q^  p\  9%  . .  •  désignent 
des  quantités  réelles  quelconques;  car  ceci  étant  admis ,  les£K- 
leurs  x^-^px  +  q^  x*  '^p'x  -h  ?^ »  •  •  •  y  égalés  à  o,  doAneot 
lieu  à  des  racines  qui ^  si  elles  sont  imaginaires»    ne  peuTcnt 

être  que  de  la  forme     a±b  ^ —  i  ;  et  récîproqoemenL 

Tâchons  donc  de  démontrer  ce  dernier  théorème  qA'os 
doit  regarder  domme  un  des  plus  beaux  de  PAnalyse.  Yôîci  la 
d^émobstMttôn  due  an  célèbre  Laplâce  : 

Soit  une  équation  X  =  o  de  degré  pair  m,  et  à  ooeffidens 
réels.  Appelons  a,  h^  c. .  ^  ses  diffîrenies  racines;  les  iacteors 
du  second  degré  correspondans  seront 

cela  posé,  nous  allons  d'abord  faire  Toir  que  l'u/i  de  cesjacteurs, 
au  moins ,  ç.  ses  oaejficiens  .réels. 

En  efiety  supposons,  en  premier  lieu,  que  m  soit  une  seule 
fois  divisible  par  a,  c'estrà-dire  que  Ton  ait  m  =  an,  n  ètasi 
un  nombre  impair. 

On  peut  toujours  (n®  agg)  former  une  équation  en  z ,  dont  les 
racines  soient  des  combinaisons  de  ceUes  de  la  proposée,  tella 
que  a  -4-6-4"  ^^9  ^  -{-c-^-kac^ .  • . ,  A*  étant  un  nombre  entier 
tout-à-fait  arbitraire.  Concevons  cette  équation  formée ,  et  dé- 
signons^la  par  Z  =  b',  son  degré  est  ^al  au  nombre  des 
combinaisons ,  deux  à  dent ,  des  racines  a»  6,  c»,  c'est-i-dtre 

7IS  ""  I 

à  ro, ou  n(  m  —  1  );  or  n  est ,  par  hypothèse,  impair, 

et  il  en  est  de  mémedc  (m  — - 1)  ^  donc  l'équation  Z  =s  o  est  de 
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degré  impair  ;  ainsi  (  n"  3ia  )  cette  éqaatîon  a  au  moins  une 
racine  réelle ,  et  cette  racine  est  la  Taleur  de  l'une  des  combi- 
naisons    a  +  b-^kaby  a  +  c^^kacy,,. 

Maintenant,  attribuons  à  k  une  seconde,  une  trorsiime. . . 
Talenr  ;  nous  formerons  ainsi  autant  d'équations  Z'=o ,  Z'^so... 
qui  auront  cbacnne  an  moins  une  racine  réelle.  Il  pourra  d'abord 
se  &ire  que  la  racine  réelle  de  cbacune  de  ces  équations*  ap^ 
partienne  k  une  combinaison  composée  de  deux  lettres  dilé* 
rentes  de  celles  qui  entrent  dans  les  combinaisons  précédentes; 
mais  comme  le  nombre  de  ces  combinaisons  est  limité  et'  égal 

k  m  . (  qu'on  peut  désigner  par^  ),  il  M  clair  qu^sâ' 

près  aTOÎr  attribué  à  k\  (p  4*  0  valeurs ,  et  formé  (p+  i)  équi^^. 
tions  Z  =  0 ,  Z'  s:  o ,  Z'^s  o , . . ,  deux  de  ces  équations  seront 
telles,  que  la  racine  réelle  de  cbacune  appartiendra  à  unq  jfX>ni^ 
binaisoli  composée  oes  deux  mêmes  lettres;  ainsi  Vo^  peqt  fqpj^. 
poser,  par  exemple ,  que  Ton  ait  trouvé ,  en  désignant  par  m  et 

éf  ces  deux  racines  réeêllcs, 

■I.  I.  .  i 

a  +  b  +  kab  =  m,     a  +  b  +  k'ab  =  m. 
De  ces  deitx  équatio(is  on  déduit  par  l'élimination .  -   ~  >. 


i». 


jt_*"      -'     --»--—    ^_^. 


f 

i.t    •!.) 


ces  yàleurs^nt  nécessairement  des  quantités. réelles  et  finies^ 
donc  il  est  démontré  que  Vun ,  au  moins,   des  facteurs  • .  .^ . . 
X*.»  (a  4-  b)x  -A-aby  de  la  proposée  ,  est  réel. 

Soit,  en  second lîeu,m^^^'*  ',h  ,n^  étant  impair;  formons  en- 
core une  équation  Z  =  o ,  dont  les  racines  soient  des  con^bi- 
naisons  de  la  forme   a  +  6  '+  kai ,  cette   équation  sera  *ivL 

m—  I  * 

clegré  m ou  2n'(m— i)  ;  or,  n  et  (»»f— i),  étant  de»  munr 

hres  impairs ,  ce  degré  îsera  pair  et  nnesenle  fois  divisible  ptrr  4  ; 
donc ,  en  vertu  de  ce  qui  vient  d'être  dit ,  l'équation  Z  =  o  aura 
aumoins  un  facteur  réel  du  second  déféré.  Ge  facteur,  égaléft'^, 

donnera  lieu  à  deux  valeurs  de  Zy  de  la  forme  ^m±:C  l/IZ? 
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(C  pouïAAt  itre  i^,  ce  qui  arrîfeniîk  bî  tes  dem  mlrwt 
4e  £  étaient  rédies).  GMsidéroM  tettleauent  la  pneoiièra  ra- 
cine, et  supposons  qu'elle  a ppar tienne  m  la  conAittaitOB... 

D'après  les  raîsonnemens  préoéden»,  rien  rfeapéche  de  sup- 
poser encore  quNine  autre  équation  %*=soi,  fonmedo  la  WÊàmt 

madière,  ait  une  racine  de  la  forme  «'«f*^  ^"^  <  f  npperle- 
naal'À  la  eonabinauon  a^^Jh^à'abf  composée  ùes  deux  mànci 


lettres  ;  on  sortequalrensjyt  a  lafoisi     *  ^, 

dToiL  Von  dédnit 

a»» ïHiP »-+*= — — ïZiy 

Cbséïpressionssontde  la  forme  r-f-'V^ — i  et  r^-f*''  l/— >i 
A&isi  la  proposée  a  au  moins  un  facteur  Ju  second  degré,  td 

que  ar'—  (r^  +*' V^—^)^  +  '"+  '  V^--^î  et  si  Pon  é|^  ce 
facteur  à  o ,  on  en  tire 


±V(=^^^4^)-''+'»^=^' 


La  quantité  sous  te  radical  étant  développée  donne  nn  résultat 

de  la  forme  r*  +  s"  y — i  ;  mais  l'expression  V /^  +  '"V'— " 
se:  réduit  elle-même  (n^  121]  à  une  antre  d»  h  forme 
i^-j-/*^— i;  d^où|  l'on  peut  conclure  que  la  première  A-s 

deux  yaleucs  de  x  ci-dessus  est  aussi  de  la  fesme /7-ir?V^"~'' 
et  4  d^aprcs  le  lemme  démontré  n^  38^^  il  faut  qu'elle  en  ait 

une  autre  tdlc  que.  j;^ — îr  •"'• 

Or,  si    l'on   multiplie   entre  eux  les   deux   facteurs 

X'^(p  +  q}/^)  eix-^^p — q  V/ — 0,  on  obtient  \iour 
produit  (x— /i)*4-j*  on  x'-— 3/BX+/9* •^^^^potymuDedu 
second  degré  en  x ,  donC  les.  cueilaiena  sont  récli.  Arnsi  ^  il  est 
encore  démontré  que ,  daiis  le  cas  de  ut  sss*.  nT,  VéquéUwm  « 
au  mçins  un  facteur  réel  du  second  degré. 
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Soît,  en  iroisihme  lieu,  m  z=  a^.n'^  n"  étant  impair  ;  on  peut 
former  une  équation  Z  =  o  analogue  aux  précédentes,  dont  le 

degré  m ou  a* . n\m  —  i)  aeim  deux  foûdif  iaibla  iMur  a^ 

et  qui ,  en  vertu  de  oe  qui  Tient  d'être  dit,  aura  au  moina  un 
facteur  réel  du  second  degré  ;  d'où,  en  répétant  les  mêmes  rai- 
•onncmena  que  dans  la  seconde  partie  de  ia  dénonstratioD ,  IVm 
pourra  conclure  que  la  proposée  eUe^méme  a  «m  mêim  unjac^ 
teur  réel  du  second  degré. 

Même  raisonnement  dans  Ph  jpothèse  o&  l'on  anrait 

Donc  en  (in,  toute  équation  de  degré  pair  quelconque  a  au 
moins  un  facteur  réel  du  second  degré. 

Com8£qu£nce.  II  est  facile  de  déduire  de  là  que  toute  équa~ 
lion  de  degré  pair  est  décomposable  dans  le  produit  éCàutaht 

de  facteurs  réels  du  second  degré ,  qu*il  y  a  d'unités  dans  — 

ou  dans  la  moitié  de  son  degré. 

En  eSet  y  puisqu'une  équation  de  degré  pair  a  au  moins  un 
facteur  réel  du  second  degré,  on  peut  diviser  son  premier 
tnenibre  par  ce  facteur;  il  en  résultera  une  nou^'elle  équa- 
tion de  de^ré  pair ,  h  coelEciens  réels ,  qui  aura  encore  au 
moins  un  facteur  réel  du  second  degré,  par  lequel  on  pourra 
diviser  le  premier  membre  de  cette  seconde  équation  ;  et 
ainsi  de  suite.  Donc,  le  premier  membre  de  la  proposée  pourra 
être  regardé  comme  le  produit  et  autant  de  facteurs  réels  du 
second  degré,  qu'il  jr  a  iT unités  dans  la  moitié  de  son 
aegrém 

Si  l'équation  était  de  degré  impair,  comme,  en  vertu  du 
tliéorëme  n^  3ift>  elle  anrait  au  moins  une  racine  réelle,  ou 
pourrait  l'en  débarrasser;  et  l'équation  résultante  serait  décom- 
posable en  facteurs  réels  du  second  degré. 

D'où  l'on  peut  conclure,  en  dernière  analjse,  le  Micorënié 
énoncé  n**  383,  savoir,  que  les  racines  imaginaires iP une équa^ 

tion  vontp€ur  couple ,  et  sont  toutes  de  la  forme  a  d:  b  ^^^. 
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Di^XBifXNATioN  des  racines  imaginaires  des  équations, 

384-  ^  forme  des  racines  imaginaires  d'une  équation  éttnt 
oonnae,  nous  pouvons  procéder  à  leur  recherche. 


Soit      j:*  +  Par*-'  +  Qa:""*  +. .  .  +  Tx  +  U  =  o 

«lit  équation  renfermant  des  racines  réelles  încommenturaUs 
et  des  racines  imaginaires. 

Désignons  par/?  +  ^V^^i  l'une  de  ces  dernières;  il  fient, 
par  la  substitution  de  ce  binôme  dans  la  proposée  > 

Oty  si  Von  développe  les  calculs ,  fît  qu'on  appelle  H  Fensemble 

des  termes  réels,  M  V^ — i  l'ensemble  des  termes  imagMuires, 

l'^jàlité  ci-dessus  retient  àM  +  N^ — i  =  o,  équation  qui  se 
peut  exister  à  moins  que  l'on  n'ait  séparément 

M  =  o    et     N  =  o. 

Observons  actuellement  que  ces  équations  renfernieiit  lesdeoi 
indéterminées/?  et  q ,  combinées  avec  les  coeificiens  de  la  pro- 
posée. Si  donc  on  cherche  tous  les  sjrstemes  de  valeurs  de  ^  et 

^  q,  EN  NOMBRES  lU&ELS  COMMENSURABLES  OU  INCOMBIEKSURABLES , 

propres  à  vérijierces  deux  équations,  et  qu'on  les  substitue  dans 

Fexpresjsion  p  +  q  ^ — 1>  on  obtiendra  ainsi  successivement 
toutes  les  racines  imaginaires  de  la  proposée. 

Telle  est  la  méthode  générale  pour  découvrir  les  racines 
imaginaires.  Nous  ferons  toutefois  quelques  remarques  qni 
peuvent  faciliter  cette  recherche ,  et  qui  sont  d'ailleurs  asses 
importantes  en  elles-mêmes. 

385.  Supposons  que  >  pour  obtenir  les  racines  réelles  incom- 
mensurables d'une  équation  X  =  o ,  on  ait  été  obligé  (n®  340 
de  former  l'équation  aux  carrés  des  différences 9  Z=:Oy  et  voyons 
le  parti  qu'on  en  peut  tirer  pour  les  racines  inuginaires. 

Désignons  par  a^b^  c^ . . .  les  racines  réelles  de  X=  o ,  et  par 

p:izq  ^— I ,  />'  it  q'  ^ — I  y . . . ,  les  racines  imaginaires;  pre- 
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nmif  d^iîllelm  saocesaîvement  les  dilTérences  entré  toutes  ces 
t  ncinea  oonttdérées  èeux  t.  deux  ;  on  en  obtient  de  quatre 
espioes ,  saToir  : 

I*.  Une  diffikfBêe  eohre  déns  racines  réelles,  telle  que 
«— A,  a— c,  A— *c. ..  ; 

a\  Une  dKfféreiicé  entre  deux  racines  imûginaites  con^ 
iHguéeê, 

3^  Une  difiifarenoe  entre  «aa  limie  réelle  et  nnei«aeine  ima^^ 

Sfaiaire,  <»-*p-*y  l/^  «— Z^+^V^,  *-/— f'V^^.  • .  ; 
4^.  Enfin ,  une  différence  entre  deux  racines  imaginaires  nôtf 

Or,  pour  peu  qu'on  jette  les  jeax  sur  ces  diCEêrences  »  on 
reconnaît  que  les^carrés  des  premières  sont  des  nombres  es- 
sentiellement positifs  ;,\fi\  cary^^s-dés  .aeoondesi  dUTéi'eiieei  soni^ 
-p-  49*1  -^h(^*««,>  </eii-Â<Hlire  dea qjttmfi^» 'i é Jhs ,  mais  essen- 
iiellement  n4g^tives.QumÊi  aox  canréàc|eadaiix  anties^spècei; 
œ  sont  i^néralement  des  expressions  muÊgioair^.- 

Aimi  >  en  supposant,  d^à  jformée  Péqnation  Zçso ,  les^Y^otnea 
réelles  et  négatires  de  cette  équation  sont,  en  général,  les, 
carrés  dés  diffërences  eMro  éetut  ruines  imèginairrs'  toh-' 
jugttiesm 

Appelons  donc  — « ,  —  C^  — Y^f  •  «  pes  racines ,  que  Vqn^peui 
off  tenir  ^  soit  par  la  méthode^  des  raçin^^  confmpnsurab/^  »  4a«!(t 
par  la  méthode  des  racines  incommensurabfet  y  oa  % 

4^=;«,     4?"=^ff*     4/»3s>..;5 


t. 


•     <    j  •    • 


4f*eli  f 0ffi  déduit 


.,      •     .  :j    !    '  .»-       -     '•       '•     •'■••'    ' 


^azAiVi.'   «^«^jV'î.      y'*3toiv'vi.. 


1 1 

«4»  •  ' 


Connaissant  les  Takorà  de  q-j'^i  ^<»*  en  cbiiendrdeeliék  de 

P»  P^P''•••9  ^^  substituante  "Y m^dC.-V ^'^  àla^flace^deq^ 
dans  les  équations  M  =^o,  N==io,  que'IW  a  établies  da&i^ 
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le  numéro  précérlcnt,  et  qnî  aoquerroiUf  pour  clMK|ise 
tutîoD,  un  commun  dm^eur  ar^  p,  kg/ffil,  égalé  à  O9  dmh 
nera  les  valeurs  de  p ,  p',  p", . . . 

A  la  vérité  y  pe  niQjrçu  est  en  Aifwt  lorffqii«  Tune  des  ra- 
cines réelles  de  la  proposée  esl  identique  avao  I4  partie  réelli 
P)  pS  •  t  <  de  l'une  de;»  r4QiMes  imf^îoaîr^  \  enr  dans  le  cas  de 
a^p,  par  exemple,  les  deux.  diiTérences  a — p  —  yv-^i» 

n — p  +  5^V^— I,  se  réduisent  à  -*-7V^t-i  et  yi/— if  doit 
les  carrés  sont  égaux  a  — q*\  il  est  encore  en  défaut  lorsque 
les  parUsaTéeiles  defl  davx  raoînet  îmaginairea  non  conjaguéei 
sont  ideniîquç^j  carj  par  eikempld , /i  =  p'  réduit  les  dif- 
férences .    * 

à  (q—^')\/^  .  et    ~(j_/)i/z:7, 

dont  les  otrrâs  sont  égaux  k  *-^(f  "^  ^)*. 

O'oii  l'on  voit  que  If  équation  Zxso  peut  quelquefois  avoir 
diM  racines  négatÎTea  qui  no  r^présiMtent  pà»  les  valeurs  de 

—  4?*  >  — ■  49'^-'^V  ^*^  *'  ^^^  toufôurs  possible  du  reeonnshre 
si  une  racine  négatÎTO  telje  que  «^  «/  est  une  valeur  convenëSk^ 

à  çQque,9Î  ron.çMbstitue^y  *  dans  91  et  K4  il  fi^Ut  et  il  anfil 

c)ue  les  deux  polynômes  en  /?,  résultant  de  cette  substitution, 
alMft.ilh àivisenr  cotfiniun  ;  toute  valeur  qui  pe  satl:»lcra  pas? 
cette  condition  ,  devra  être  rejetéè  comme  provenant  de  l'une 
des  circonsfarrces  dont  nous  vèVion^  de  parler. 

NousobserveroMS^eucora  que, dans  œs  mêmes  circonstances, 
il  faudrait  que  l'équation  Z=:o  eût  des  racîne#  égale^p  p\\\ln 
(|ue  nous  avons  reconnu  plus  liaut  que,  dans  l'iijpothèse de 
a  =/',  dt^ux'  carrés  au  moîn<  se  réduisent  À  ^-  ^;  et  dans 
riiy[)othcse  de/7  = /;',   deux  carrés  au  moins  se  réduisent  t 

—  {9^rr(t)*\%  aiiui  Ton  pourrait,  par  la  méthodo  des  ruoÎBM 
t'^alcs  ,  débarrasser  réqgation  Z=?o  des  valeurs  dllTércntcs  de 

— 4?'.  — "4^*,  —  (q — ^^  etc. 

(^iioi  (}u'il  un  soit,  ou  çoiiç()it  cwnihicu  la  iitûlhoflo  pour  «Itt' 
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couvrir  letivieifiea  iniagiimîret  d'aoe  équaj^Mi  ^doit  Aire  pé« 
niMe  bi JabQritt]«»4oiiits  le»fow  411e  féc|a«lioir«8t^d^oi|*di%ié 
su périeur  au  troisième.  -    .  .  ■'•  *  f  .  .  ' 


•  >    -  .    I  '    •  L  .  :i  •  '        '  i 
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3d6.  Oii  itffpeUe  f^iïf^  toute  éqintipn  qui  ne  noi^i^uii^^'npe 
seule  puissance  de  l'ineopou^  «t  des  quai^tité^  çwOtt«$t 

Il  r^ulj^  de  U  que  toute  équatiop  à  deu^  tertees  peut  être 
raineaée  a  la  forme 

m 

/y  éWMt  nnr  vMBibre  alMoUi  ;  et  si  IViq  p^se     xcxjr  v>t 

il  Tient  j?y"i:p  =  o,     d'où    j^±'i=oi 

ainsi  ^  c'est  de  la  résolution  de  œtte  deroièrf  équatioo  que  dé- 
pend celle  de  tontes  les  équ^tlgn^  à  deux  terpies. 

Comme  réqi^ation  jr^  —  i  ;=  o,  rsTieot  à  j^  =  i  >  on 
Toit  que  tout  se  réduis  i  trouyer  pourj^,  tes  expressions  nU" 
mériques  ou  algébriques  qui ,  élevées  à  la  m''"*'  puissance  > 
peuvent  produire  Ttmiié,  C'est  pour  cette  raison  que  les  racines 
de  t'équalion  ^* — i  =0 ,  sont  appetées  les  racines  de  F  unité,' 
.  Les  Taleurs  de  l'équation  jT^  ^  =  0,  ouj^==— 'i,  sont 
dites  les  racines  de  t unité  négative. 

Nous  ayons  déjà  rcsolti  (h^  167  et  290)  plusieurs  espèces 
d'équations  à  deux  termes.  {Tous  nous  proposons  actuellement 
de  les  résoudre oomplètemea^ y  guelfe  soit  leur  degré;  m^isi, 
auparayant^  il  est  bon  de  faire  quelques  remarques  sur  la  na- 
ture de  leurs  racines.  .  '     * 

387.  PftEMiiBXMSNT.  L'<^uAiiofl  /^  —  I  3=  o ,  a  une  seule 
racine  réelle  si  m  est  impair,  et  deux  racines  réelle^  si  nf>  e^t 

Soit  d'abord  m  un  nombre  impair.  Comme  Péqaation  n'a 
qv! une  variation  de  signe ,  elle  n'admet  (n®  3i5)  qu'une  seule 
racine  positiyequi  est+  l.  D'ailleurs/aucannoitibre  négatif  no 
|ient évidauimeal  y*salialaire.   < 

Lorai|pc  m  est  pair,  «f  i  et  ^  i  vériGent  Pcquattoo  et  sont 
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les  seuls  nombres  qui  paissent  j  satisfeiire  ;  car  die  ne  pr^ 
sente  qu'une  variation  de  signe,  soit  dans  son  état  actuel,  soit 
lorsqu'on  y  change  j*  en  — j. 

SiooNDKicxifT.  L'équation  j^-f- 1  =  o,  a  une  seule  racine 
réelle  si  m  est  impair,  et  toutes  ses  racines  imaginaires  si  m 
est  pair. 

D'abord,  quel  que  soit  m ,  Téquation  n'oflrant  pas  de  tarit- 
tiens,  ne  peut  aToir  mienne  racine  positive. 

Ensuite,  quand  m  est  pair ,  le  changement  dej^  en  —  j*  ne 
produit  encore ottcu/ie  variation;  ainsi,  dans  ce  cas,  Péqnt- 
tion  n'admet  ni  racine  positive,  ni  racine  n^atîve. 

Mais  si  m  est  impair,  l'équation  est  satisfaite  par  jr =_  i  ; 
et  c'est  la  seule  racine  négative,  puisque  le  changement  dejrea 
— -j^  ne  produit  qu'une  variation. 

TEOisi^KinwT.  lies  racines  de  l'équation^  «^  i  =  o,  onde 
l'équation  j*+  i  =o,  sont  toutes  inégales^  car  le  poly- 
nôme dérivé  du  premier  membre  étant  nyT^"^^  cette  exprei- 
aion  n'a  aucun  diviseur  commun  avecj*  —  i  onj^  +  t. 

388.  QuATRiiMBMENT,  i^.  Si  A  désigne  une  quelconque  da 
racines  imaginaires  de  t équation  y* —  i  =o^  on  a  égale- 
ment mF  pour  racine  de  cette  équation  (p  étant  un  nombre  en- 
tier quelconque  positif  ou  négatif). 

Car,  puisque  «  vérifie  l'équation ,  on  a  l'^alité 


d'oïl  (ct^y  =  I , 

^alité  que  l'on  peut  transformer  ainsi , 

d'où  l'on  voit  que  «^  est  aussi  racine  de  l'équation.  Donc ,  «  étant 
une  des  racines  imaginaires  de  l'équation  7*"  —  i  =0,  Von  a 
a  également  pour  racines, 

N.  B,  Plusieurs  de  ces  puissances  rentrent  néeessaîremeDi 
les  unes  dans  les  autres;  autrement,  l'équation  aurait  plus  de 
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m  racines  Et  eo  effet  »  soit ,  par  exemple  ^  l'éqoatioa 

yi  —  1   =  o; 

si  ce  est  une  racine  imaginaire  ^  on  a  l'égalité 

«*  —  I  =  o,     d'où    n^  =  1  ; 
donc    «*  =  «^X«=«;     «^  =ii^X  «*  =  «*;  et  ainsi  desaite. 

ii^.  Si  «  désigne  une  quelconque  des  racines  imaginaires 
de  réquation  y"*  +  i  =  o ,  «P  est  aussi  racine  {p  étant  un 
nombre  impair  quelconque  positif  ou  négatif). 

£n  effet 9  de  l'équation  «""s-—!  on  déduit  («e'/ss—  i, 
puisque /i  est,  par  hypothèse ,  impair  ;  or  cette  égalité  revient 

à  (•P)«  =  — l; 

donc  «P  est  racine  de  la  même  équation. 

Ainsi,     «*,  «',  n^. . . , ,  «—*,  «"',  a"^...., 

sont  des  racines  de  Féqnation  j*-f- 1  =  o. 

Résolution  de  Féquation  y*  —  i  r=  o . 

389.  Cette  résolution  repose  sur  une  formule  trigonomé- 
triqne  que  nous  allons  d'abord  faire  connaître. 
Si  l'on  multiplie  entre  elles  les  deux  expressions 

oosâ-^sinâ.  t/— I     et    cosé-f-siné.  j/— i , 
on  a  pour  produit  > 

oosa.cosA^KsinA-cos^-l-sinA.oosâ).  y — i  — sinâ.sini; 

donc  à  cause  des  formules 

cos(a  -)-  6}  =  cosa.cosfr  —  sina.sin6y 
8in(a  4"  ^)  ==  sina.cos^  -(-  sin&.cosa, 

ilTÎent       (oosa  +  sina.  V/ — i)(co8  6+«iné.  ï/— i) 
=co8(a  +  ^)  +  sÎQ  (a  +  ^).  V^— I , 
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Soit  a  +  b  -zzxd y  et  maltipiioot  oos  a'  -f-  sia dl •  K  — i  pv 
-oos  c  -f-  sin  c.  V^— I  ;  on  trouTcra  de  même 

(co8a'  +  sina^V^  —  i)(cpf  c+4inc.  |/~i) 
:=  cos(fl'  +  c)  -f-  sin(a'  +  c) .  j/— i , 

-qt  par  qonféquent» 

En  général,  toit  «q  nombre  m  d^ereta^  ^,  c,..*/»;  ona 
éf  idemment  le  résnliat  «niTant 

(cas/7-|-8ina.  j/— i)(cos4+wn^«  |/— i)...(co8p+aîn/>.  k --ï) 
=  cos(a+ft  +  c+. .  •  -i-/?)4-8in(û  +  ^+c,..  +/')-r  — '• 

Supposons  maintenant  n^s^b  ^:zc«  » ^^P»  il  en  rMte 

a  +  ^  +  c-l-. .  ..+^=ma;   d'oii 

[co^a-^-fkvaa.  ^ — i)"*=co5Wfl  +  sînma  .  y—\ (i). 

Cette  formule  é^nt  Traie  quel  que  ioît.rarû  a ,  on  peut  rem- 
plact^rapar  —  a\  et  si  l'on  se  rappelle  que  cos( — a)  =  oosAf 
sin  (— tf)  =  — ^în  a ,  il  en  résulte  cette  nouvelle  formule 

(cosa-r-sina.  ^ —  i  )"':=:co6ma — sin  ma.  |/— i  .•.  (ï). 
On  sait  encore  que  29r  désignant  une  circonférence  de  cercle, 
1  le  rayon,  et  k  un  nombre  entier  ab«u1a  quelco«qiie,  on  a 

cos  2A:3r=  l^   et     sin  2A:9r  =o.  •  •  •   (3}« 

890.  Cela  posé  ^  il  résulte  évidemment  des  formules  (i), 
(2),  (3), 

(cos ±:sîn- — .^ — i  )•=  cos2A:irdlâîn2^sr.  l^ — i  =  1  ; 
mm/  ^ 


d'où  Ton  voit  que ,  quel  que  soil  le  nombre  entier  k  ,  l'expres- 

—  rîz  sin  — 
m  m 


îf"*"   i_        2a ir  -  / — ^  >    ■  . .   »   1»  » 

siou  cos 3:  sin y^  —  I  j  jouit  de  la  pi*opricle  d  cire  ud« 
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meine  né*'^'  de  Fo&ité  f  c'est-à^difv  de  aftCîsfeiîre  h  l*éqtifttron 

y  — 1  =  0. 

Ponr  obtenir  les  dîHSrentes  racines  y  W  ne  s'agit  que  d*attri- 

iMier  i  k  les  valeurs  o,  1,2,3 ,  puis  de  calculer,  au  mojen 

des.  Tabler  trigofwmétnqves ,  les  râleurs  correspondantes  de 

^kw   .    ,      .    ixkw 
«06-— —et  de  sm — . 
m  m 

Discusêion.  Puisque  ^désigne  an  nombre  entier  tont-i-faïf  ar< 

bItraire,iTseiiibTe  que  rexpressionj-^isr  -; .  ± •y  —  t 

dbrre  présenter   une  fnlSnité  de  TaTenrs;'  Mais  nous  allons 
Yoir  qu'elle  na  fournit  réeUeBoeot  ^iie  m,  Tideuffi  dS£Eéfente9« 
Donnons  d'abord  à  k  toutes  le»  Taleura  entiàvea-  «MSprises 

depUM  o  jusqu'à  inclusirement  st  m  est  in^i^ic, .et  de-* 

pub  o  jus^'à  —  aussiincli;^i?emeQtsime9tpurj  il  l'Mtàtm^ 
par  ces  substitutions,  pour  ^      •  . 

k  =s  o,. . ..  y  =:y  coai    o  ±:  sin  ,  o.  |/— i.=s:  i,  ., 

1  "    " 

r  air    _,        .       2îr       y- 

a:  s=  I,....  r  =  cos  —  it  sin  — «V^— ^i, 

m  m 

m  m    "^         V    .,     .         . 

Jt  =s  3,.. . .   r  ABC  cos  —  ±:.  sin  — •l/'Tïf  i,      ,. 


4  ^«.«i^Mr»^*  •  *••••  •  •  •■•■•••  •  •  •  •••  •  ••  •••i#i»*«  ••§«•  •  •  kli 


m — I  (m — iy_.   ('W— ri»  .y 

A  = ,...r  =?  ooa  ■■■ .r  2fa:>>  >  '■■>t  -^y  ^^\  ^ 

a  m  -       771 

ou  bien  (  daM  le  cas  o«r  m  est  pa/r  )  ,  *• 

77X'  ••B^lv 

ifc  =—,...  .r=:  cos  ff- ihsin  srV^— i  =  —  i. 
Ce  tableau  donne  toutes  les  raciass  de  l'équation. 
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à  k=s (n— I  )  :  la  seule  cliiTérence  consiste  en  ce 

qu'on  trouve  les  deux  racines  dans  un  ordre  iuTerse. 

«Si  m  €$tpair,  soît  encore  fait    A  ==  —  +  '^  »  îl  en  résulte 


r=cos dzsm  ■■  ■       — .1/ — i  » 

ou  bien     J'=c^'+-^)— «*"('+ -^)'V^--^ 
mais  pour  ^  s=  —  — -  n  ^  on  avait  déjà  obtenu 

donc, àcause d^ïttsf «•  +  — —  j==    oaMtiF*  ^r  ■  j»^ . 
et  de       ^_      s'»(^'+lir;=-H'~-^> 

■ 

•  ■    ■  ■  ~  "  ■     .  • 

I 

les   valeurs  de  jr^    corrrespondant   à    ^= f- raison liclon- 

tiques  aveo  celles  ffù  oorrejiipondent  &  4r  =  --  —  /l 

Donc  cnlin ,  le  tableau  des  valeurs  que  l'on  a  oblenaes  yfvw 
^=Oy  I,  ly  Of  r< . h-  ou  —,  fcnferne  toutes  tes  racines 

de  J*  —  I  =  o ,  quel  que  soit  m. 

■  «  •■ 

Relations  entre  les  raisinés  de  réquatkfn  y"—  i  =^  o. 

391 .  En  jetant  les  yeux  sur  le  tableau  des  valeurs  de  j^  qui  cor- 
respondent aux  diverses  h^iiothèéès ,  i^  sei  e-,  » ,  a ,  ^. . .  ^  et  e»  sr 
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rappelai^t  la  formule 

(co8  a  +  sîna  .  V^ — i)"*=cosma-f*sinmâ.  \/i— i, 
on  Toit  que 

Tit  ut  \       ut  ut  / 

6»    .     .    6ir    .y /       asr    ,      .    2îr    .y V 

008— 4-«in  — .1/— i=f  cos  — +  sin— ,J/--i  ) 

ni  TU  \       fil  nt  y 


I— I 


m — i  .    m— I        y —       /      2îr  2«-      y — \" 

008 jT+sin w,  y  —  I  =1  cos h  «m  ••  •  K  ""'  ) 

m  m  \      m  tn  / 

si  nt  est  impair  ;  et 

cosîr-f"8Î"*"«  V^ — irr^rcos— -j-sin — •  |/ — ij    si  m  eét  pair. 
Donc,  si  l'on  désigne  par  a  la  première  racine  imaginaire 

cos  —   -f-  8in  —  K  — «> 
m  m 

toutes  les  racines  du  tableau  déjà  cité,  correspondant  au  signe 
supérieur,  peuvent  être  représentées  par 


m—i  m 

I*,  «*,  «•,  «'...,«'     ou  «*  ; 


quant  aux  racines  qui  correspondeirt  au  signe  inférieur ,  nous 
ayons  vu  qu'elles  sont  les  réfc//>ro^i/ej  des  précédentes  ;  ainii 
l'on  a  pour  les  nouvelles , 


1      I      1  1  1 

— ,  —,  — . . . ,  — — ,  ou  — 


et     ' 


D'où  Ton  peut  conclure  enfin  que  9  «t  désignant  la  première 

4« 
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racine  imaginaire ,  toutes  les  racines  de  l'équation  j*-—  i  t=o, 
peuTf  nt  être  représentées  par 


m— I 


«%    «'•...,«  •       OU    «',..«"»"•'',   «*"•,    ««"', 


série  dans  laquelle  les  exposans  ne  sont  autre  chose  que  les 
nombres  entiers  compris  depuis  o  jusqu'à  m  —  i. 

392.  Remarque  importante.  Cette  propriété  dont  jouit  i'ooe 
des  racines  imaginaires ,  de  reproiluire  toutes  les  autres  atcc 
ses  diverses  puissances,  n'appartient  généralement  qu'à  lapre- 

h  sin  — 

m  m 


micre  racine ^  cos f-  sin  — .  y — i ,   ou  à  Sa  conjuguée... 


COS sin  — .  y — i.  On  a  bien  prouvé  (n*  388)  que,  «étant 


une  racine  imaginaire  quelconque ,  ë^  est  aussi  une  racine  de 
l'équation  ;  mais  il  n'est  pas  toujours  vrai  de  dire  qu'en  don- 
nant àp  des  valeurs  entières  convenables ,  on  pourra ,  avec  cette 
racine  tf,  reproduire  toutes  les  autres. 

Soit,  par  exemple,  Téquation  j^ —  i  :=o,  qui,  pouvant  se 
mettre  sous  la  forme  {y^  —  i)  (^+  i)  =  0  ,  donne 


comme  les  trois  premières  racines  proviennent  de^  —  1=0, 

PI-                  I         •       —  «  +V^ — 3 
si  ion  désigne  par  et  la  racine ,   on  a 

*  —  (^ 5j ;  = -^ ;  -^=  I  ;  •rt  =  a3x«=-; 

d'où  Ton  voit  que  les  trois  premières  racines   seulement  sont 

produites  par  les  puissances  de  — • 

1  1  /     ? 
Mais  il  n'en  est  pas  de  même  de  ;  car  on  tioiTe 
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\        a        /  a  'Va'  a        ' 

é  •     * 

Ainsi  y  toutes  les  racines  sont  produites  par  les  puissances  o ,  i , 

a,  3,4»  5.  • . .  de  la  racine r ;  et  cela  tient  k  ce  que 

cette  dernière  racine  est  la  première  donnée  par  la  formule 


oos —  +  sin  — .y — i, 
m  m 


qoi  devient,  dans  ce  cas        os   •=  -f-  sin  -^ •  K  — -i  • 


En  effet ,  on  a  ces  5  =  sinf ^  1  =  sin  ^;  mais  le  sinus  du 

6*  de  TTy  ou  du  12*  de  la  circonférence,  est  la  moitië  de  la  corde 
qui  en  sous-tend  le  6*,  et  par  conséquent ,  est  égal  à  la  moitié  d  u 
rajon  ;  donc 

C06  X  ou  em  sr  =  -  ;  d  ou  sinx=y  i— -ï  =  -  yô  ; 

ce  qui  donne  enCn  -  +  -V^3.  y — i ,  ou  — — ,  pour  la 

première  racine. 

iV.  B.  Cette  exception  a  lieu  y  en  général ,  pour  les  équations 

delaforme    jr^" — 1=0,  ouCT* — OCr*  +  0=o- 

Résolution  de  P équation    j^  +  i  =  o. 

SgS.  Comme  on  a 

cos  (2^  -f"  *)'^  =  —  I  ,     sin  {%k  +  i)ir  =  o, 

4i-« 
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on  peut  conclure  des  formdles  (t)  et  (a)  établies  n*  389^ 

C08  (ik+  i}w±is\n(ik  +  i)t.^ — 1=:— i  ; 
d'o&  Pon  voit  que  Pexpresiion 

(a*+0»  (a*  +  0:  t/— 7 

m  m 

peut  être  prise  pour  la  racine  m"**  de  —  i ,  oa  pour  l'expref- 
sion  générale  d'une  racine  de  la  proposée  ;  et  Pon  obtiendra 
les  diverses  racines   en   attribuant  à  A  la  série  des  yalenn 

Oy     I9     2|    Jj««« 

Donnons  à  k  toutes  les  valeurs  comprises  depuis  o  jusqu'à 

m—  I    .  .  _  »i  "•  m— a 

■  SI  m  est  impair,  et  depuis  o  jusqu  a  —  —  1 ,    ou  - 

si  m  est  pair  ;  on  obtiendra  successivement ,  pour 

it  :=  o, . . .  .j-  =  cos  —  it:  sin  — .  l/— 1 9 

771  77t 

»  OIT     ,  *Hr       / 

k  =  1 , . . .  .j^  :=  cos  —  IC  sm  — .  Y — I , 

771  77t 

^  =  2,....j^  1=  cos  ±  sin  — .|/— 1 

771  771 


7n— I 


,jr  =  COSir  2b  sin  ir.  j/ I  ^-—  _    j 


Je  dis  que  ce  tableau  renferme  toutes  les  racines  de  TéquatioD 

>"+!  =0. 
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En  effet,  lorsque  m  est  impair,  comme  la  yaleur  k 

ne  donne  que  la  racine  — *  i ,  mais  que  toutes  les  autres  o ,  i ,  a. .. 

I  ou 9   en  donnent  deux  chacune ,  il  s'ensuit 

a  2 

que  le  nombre  total  des  racines  fournies  par  ces  valeurs  est.  •  • . 

2(m— 3) 
I  +  2  -) — ^ •  ,  ou  m, 

2 

Si  m  est  pair,  chaque  valeur  de  k  depuis  o  jusqu'il 

donne  deux  racines  ;  ainsi ,  le  nombre  total  des  racines  fournie! 

.  !k(m  —  2) 
est    2  H ou  m. 

2 

On  démoutrerait  d'ailleurs,  comme  on  Fa  fait  pourj^"—  i=so, 
qu'en  donnant  à   k  des  valeurs  plus  grandes  que si  nt 

dm 

est  impair,  et  que si  m  est  pair,  on  doit  retrouver  les 

mêmes  racines;  donc,  etc. 

3g4-On  voit  encore,  d'après l'inspectiou  de  ce  tableau,  que,  si 

m  désigne  Ia|premiëre  racine  imaginaire,  ou  cos  — -^-sin— •  V^— -if 

toutes  les  racines  qui  correspondent  au  signe  supérieur,  sont  ex- 
primées par  m\  «^,  «^, «", 

ou  «>,«?,  «^, é 


•1 


I 


suivant  que  m  est  un  nombre  impair,  ou  un  nombre  pair. 
D'ailleurs,  les  racines  qui  correspondent  au  signe  inférieur,  étant 
les  réciproques  des  précédentes,  ont  pour  valeurs, 


III  1  I 


ou  ,  à  cause  de         «"•  =  —  i ,  d'où  «**"  =  i , 

m  ,«  l'*  }••••■       OU    m 

Donc  entin  toutes  les  racines  de  l'équation  j^*-{- 1  =  e  sont , 
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dans  l'bypolhëse  de  m  impair, 


^1       -S      ^      ^7  ^w— a       ^m 

V 

et  dans  l'hypothèse  oh  m  est  un  nomhre  pair. 


jt»i— 3  |g**— >  • 


et»,    Ét^,    «*,    *',...    ct"*~',    et"^,...    et"--",    et 

i\^  ^.  Pour  plus  de  généralité,  nous  avons  établi  desfiar- 
mules  pour  résoudre  l'équation  j^  +  <  =  o ,  quel  que  soit  m  ; 
mdîs'^and  m  est  impair,  on  peut  changer  j'en  — j^  œ  qui 
donne  j^ —  i  =  o  ;  et  l'on  voit  que ,  dans  ce  cas,  les  racines  de 
l'éqùàthm  ^  -f^  1  =  6  sont  égalés  aux  racines  de  Féquation 
y^  —  1  =  0,  prises  en  signes  contraires. 

-  395.  ScôlU  général.  En  récapitulant  tout  ce  qui  Tient  d'être 
4i.l  sur  les  équations  à  deux  termes ,  on  peut  conclure  qu'iw 
radical  quelconque  a  toujours  autant  de  valeurs  qu'il  y  a 
d'unités  dans  son  indice.  Ces  valeurs  sont  égales  à  U  racitie 
arithmétique  de  la  quantité  sous  le  signe,  considérée  avec  sa 
valeur  absolue,  et  multipliée  successivement  par  chacune  des 
racinctf  de  +  t  ou  de  —  1 . 

-Ainsi,  lorsque  l'on  a  deux  radicaux  à  multiplier  l'un  par 
fautrc  Vie  produit  est  susceptible  d'autant  de  valeurs  différentes 
qu'il*  y  a  d'unités  dans  le  produit  des  deux  indices,  à  moins  que 
les  degrés  des  deux  jr^idicaux  ne  soient  égaux;  car  alors  plu- 
sieurs valeurs  deviennent  identiques. 

3     ,  s 

Soit ,  par  exemple,  ^a  a  multiplier  par  y^b.  Désignons  par 

j)  et  y  leurs  valeurs  arithmétiques ,  on  a  (n®  3g  1)  pour  le  pre- 
mier   radical, a°^,   ap,  ct^p^ 

et  pour  le  second , . . . .      d?q ,   ctq ,   ct*q  ; 

multipliant  chacun  des  termes  de  la  première  ligne  par  chacun 

des  termes  de  la  seconde,  on  obtient 


ay. 

«p^.    «'/'^i 

apq, 

a^pq,    ct'pq, 

«!w> 

A^qy  A^pqp 
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expressions  qui  se  réduisent  à  trois  diSévenies, pq^Mp^^  et  «'/^^t 
si  l'on  observe  que  l'on  a     «^  =  i ,   et  «^  -=  «. 

Il  en  est  de  même  lorsque  les  deux  indices  ont  un  facteur 
commun.  Le  nombre  des  valeurs  différentes  du  produit  est  alors 
égal  au  multiple  commun  le  plus  simple  des  deux  indices. 

Ces  observations  complètent  ce  que  nous  avons  dit  dans  le 
sixième  chapitre  (n®  167)  sur  la  multiplicité  des  valeurs  d'un 
radical. 

Équation  trinôme,     ar**"  +/?x"*  =  q, 

3g6.  On  appelle  ainsi  toutes  les  équations  qui  ne  renferment 
que  deux  exposans  de  finconnue ,  doubles  tun  de  Vautre ,  et 
des  quantités  toutes  connues. 

Ces  équations  peuvent  toujours,  par  la  transposition  et  par 
la  réduction,  être  ramenées  à  la  forme  ci-dessusîet  leur  résolu- 
tion dépend  uniquement  de  celle  de  l'équation  du  second  de- 
gré et  de  l'équation  à  deux  termes. 

En  effet ,  sort  posé    x*  "^j"  *,     il  en  résulte 


r+Fr  =  ^y     d'où    J  =  -l^\/j 


+  9i 


m 


donc  x=  Vj  =  \/ -\^  V^'+^' 

ainsi ,  pour  obtenir  toutes  les  valeurs  de  x,   il  suffit  de  multi- 


plier l'une  des  racines  m'""'^  de   "— -  —  y  j-  +  ^t 


et  l'une  des  racines  m"*""  de         — -  —  v   /    "'"  ^» 

par  chacune  des  racines  m*'"'*  de  +  i . 

Soit ,  par  exemple ,  V équation  x*  —  7X'  =  45 1 44  > 
en  posant  x^  ^=,j ,  on  trouve  J^  —  7.^'  =  45^44  > 
d'où  Ton  déduit     j^=2i6    et     J^  =  —  209, 
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Donc 


»  s   3 

a*.x^=-aoc^  d'où  j:=-  k  aog,  x=:-«.  1/209,  *=-«•  j/ 


209, 


«  désignant  la  première  racine  cubique  imaginaire  de  l'unité. 

La  résolution  des  équations  trinômes  conduit  à  Fextractioo 
de  la  racine  m'^""  d'une  quantité  en  partie  rationnelle  et  en 
partie  irrationnelle  du  second  degré.  Nous  aTons  déjà  (n**  118) 
traité  un  cas  particulier  de  cette  question ,  celui  de  la  racine 
carrée  *,  et  nous  aurions  maintenant  à  considérer  le  cas  général 
d'une  racine  de  degré  quelconque.  Mais  cette  opération  offrant 
peu  d'applications  dans  l'analyse  algébrique ,  nous  nous  drspea- 
serons  de  la  dcrelopper  ici ,  et  nous  renvoyons ,  pour  cet  objet, 
aux  éditions  précédentes  de  notre  ouvrage. 

§  in.  Résolution  des  équations  générales  de  degré 

supérieur  au  second* 

Nous  avons  maintenant  une  tâche  importante  à  remplir, 
c'est  de  faire  connaître  les  travaux  des  analystes  sur  lefameui 
problème  de  la  résolution  des  équations  générales  de  tous  les 
degrés.  Ce  problème,  qui  a  long-temps  occupé  les  mathémati- 
ciens les  plus  célèbres ,  a  pour  but  :  étant  donnée  une  équation 
générale  et  complète ,  it où  tenir  les  expressions  de  ses  racines 
au  nwjren  d'un  nombre  limité  ^opérations  algébriques  ejfec* 
tuées  sur  les  coe//iciens.'Jusi\ua  présent,  la  question  n'a  été 
résolue  que  pour  les  quatre  premiers  degrés;  et  Ton  doute  si 
jamais  on  pourra  parvenir  à  une  résolution  complète  pour  tons 
les  degrés. 

Quoi  qu'il  en  soit,  nous  commencerons  par  exposer  la  ploi 
simple  de  toutes  les  méthodes  connues  pour  résoudre  les  équa* 
tions  du  troisième  et  du  quatrième  degré;  ensuite  nous  ferons 
connaître  (Vautres  méthodes  susceptibles  de  s'appliquer  avec 
plus  lie  succè5  aux  équations  d'un  degré  supérieur. 
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Équation  du  troisième  degré. 

397.  D'abord  y  on  peut  supposer  (  n®  260  )  l'équation  priirée 
de  son  secoud  terme  y  et  ramenée  à  la  forme 

x^  +  px  -(-  q  =  o (i). 

Faisons  dans  cette  équation  ^  x  =  j*  -H  2 (2) , 

c'est-à-dire  supposons  x  égale  à  la  somme  de  deux  autres 
inconnues  (  cette  forme  que  nous  donnons  à  la  valeur  de  x 
peut  être  motiyée  sur  ce  que ,  dans  l'équation  générale  du  se- 
c^ond  degré ,  la  valeur  de  x  se  compose  aussi  de  deux  parties 
distinctes). 

On  obtient^  en  élevant  l'équation  (2)  au  cube, 

ou  bien ,  x^  =j^  +  «'  +  3/z.ar, 

et  transposant  y  x'  —  Sjrz.x  — j^  —  r'ssso. 

Pour  que  cette  équation  s'accorde  avec  l'équation  (i),  il  faut 
et  il  suffit  que  l'on  ait 

y  =  — y-*'.    J  l      y>  +  z'z=-q...  (4). 

Dès  que  ces  deux  conditions  seront  satisfaites,  les  valeurs 
de  j^  et  de  z  seront  telles  que  leur  somme  exprimera  la  valeur 
de  Xf  propre  à  vérifier  l'équation  (1).  Tâchons  donc  de  déter- 
miner ^  et  z  d'après  ces  deux  conditions. 

pi 

L'équation  (3) ,  élevée  au  cube,  donne   j^z^  =  —  —  ; 

mais  on  a  déjà  j^  -4-  z^  =  —  y  ; 
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donc  (n®  ii4)  les  quantités  j^  et  z^  sont  liées  entre  elles  par 
l'équation  du  second  degré 

^  +  qi  —  —  =  o....     (5), 

dont  le  second  terme  a  pour  coei&cient  la  somme  donnée ,  -^^y 
prise  en  signe  contraire  y  et  le  deriîier  terme  est  égal  au  prodnil 

aussi  donné.   —  — . 

Cette  équation  est  appelée  la  aiouiTE  de  l'équation  du 3* de- 
gré, parce  que  c'est  de  sa  résolution  que  dépend  celle  de  b 
proposée. 

L'équation  (5)  donnant  r  =  —  ?  ±:  \/%r  +  —  » 

d'ob ,  à  cause  de  la  relation        x  =zj'  -f-  ^  ; 

.1 


expression  qui  renferme  implicitement  les  trois  racines. 

En  effet ,  désignons  par  m  et  n  ce  que  deviennent  respecti- 
vement les  deux  radicaux  cubiques  quand  on  y  remplace /»  et 
^  par  leurs  valeurs  correspondant  à  l'équation  (1)  ;  puis  ob- 
servons 

I®.  Que  les  équations y^  =  m%  z*= 71',  donnent  (n'BgS) 

j-=:m,  jr=zMmf  jrz=,d'Tn     et     ;s=n,  z=«n,   z=«*ii, 

(1 ,  et,  et'  étant  les  trois  racines  cubiques  de  l'unité  )  ; 

2**.  Que  le  produit  des  deux  valeurs  Ae  jr  et  de  s,  dont  b 

somme  exprime  la  valeur  de  x,  doit  être  égal  à  —  ^,   d'après 

la  relation  (3). 
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Il  CD  résalte  éTidemment  qu'on  obtiendra  toutes  les  racines 
de  l'équation  (i)  en  ^combinant  deux  à  deux  les  six  yaleuri  oi- 
dessus  de  j"  et  de  z^  et  ne  prenant  loutefois  que  les  combinai- 
sons qui  donnent  un  produit  égal  &  —  '^. 

Or  on  a  en  premier  lieu , 


~  V  4      4      27  —      3  ' 

donc  X  =  m  -f-  'i    forme  uk  FBSMiiRE  racine. 

En  second  lieu,       um  X  «'/»  =  «^iwi  =  Tnn  =  — -^  ; 

donc  X  =  tint  -{-  «'n         donne  uirs  seconds  racine. 

Enfin ,         «•m  X  «'»  =  «^wn  =  mn  =  — '^  ; 

donc       X  =  «fPm  -f-  «n     exprime  une  troisième  racine. 

Aucune  des  autres  combinaisons  ne  remplit  (comme  on  peut 
s'en  assurer^  aisémeiit  )    la  condition  que  le  produit  soit  égal 

)i  —'^;" 'ainsi  elles  doivent  être  rejetées,  et  l'on  a  pour  les  trois 
racines  de  la  proposée , 

,    x^s.ni'^nj     x=z«tm-^-  M^rif     x  =z  m*m '{' mn , 

N.  B,  On  parvient  encore  aux  deux  dernières  valeurs  de  x 
en  divisant  le  premier  membre  de  l'équation  (i)  par  x — m — n. 
Mais  auparavant  il  est  nécessaire  de  modifier  la  forme  de  ce 
premier  membre.  Comme  on  a  ,  en  vertu  des  équations  (3),  (4)| 
et  des  deux  équations^  =  m,  z  =  /i. 


wn 


=  — ^f     m^  4-/1^  =  — y, 


(1  en  résulte      p^zz—^imn^     y=— m^  — n-*; 
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d'o&i  tabtlitnaiit  cet  valears  de j?  et  de  7  dantle  premier  meaàn 
de  la  proposée , 

Xr  — •  oTItlfaX  —  fit— •  nTp 

expression  qui,  di?isée  par  x— m— n,  donne 

«■  -+•  (m  +  n)x  +  m*—  mii+ n*. 

Égalons  ce  quotient  à  o ,  et  résolTons;  il  vient,  toute  réduc- 
tion faite  y 

x= -2— -4 1/  — 3,  x= -1- 1/— 3, 

22  2  2 

valeurs  dont  il  est  facile  de  prouver  l'identité  avec 

xz=zêgm'\'t^n,     x  =  «*m  4- «ivs  » 

en  se  rappelant  (n®  167)  que 

«= •     #*=  — • 

2  '  2 

DISCUSSION. 

Les  quantités  m  et  /i  renfermant,  dans  leurs  expressiou» 

le  radical  \/  7  +  ^  >  on  conçoit  que  la  réalité  ou  Vimagiimnâ 

des  trois  racines  dépend  principalement  du  signe  de  la  quintitè 

^  4-'^-  On  est  donc  conduit  à  faire  les  hypothèses  sui^Hxnteti 
4    '  27 

2;+^>o,    Ç+^=o,    Ç+^<o. 

Examinons  successivement  ces  trois  hypothèses. 

3q8 \\         Ç+^>o. 

^^  4        27' 

Dans  ce  cas,  comme  les  deui  racines  de  la  réduite  (5)  sont 
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réelles  et  inégales ,  il  s'ensuit  que  les  quantités  m  et  n  sont  aussi 
réelles  et  essentiellement  différentes  Vune  de  Foutre. 
Ainsi  la  première  valeur      x^m-^-ny 

«"  '=\/-!+\/|+f^*v/-^-v/f^. 

est  réelle. 

,                                    m-^^n ^_9n — n   y — ^ 
Les  deux  autres,    x  = in v  — 3, 

sont  imaginaires;  car  elles  renferment  K  ~~3i  ^^  d'après  i'iiy- 
potliëse  y  m  —  n  est  réel  et  différent  de  o. 

Quant  au  signe  de  la  racine  réelle,  le  principe  établi  n®  3ia 
sur  les  équations  de  degré  impair,  prouve  que  cette  racine  est 
positive  si  ç  est  négatif ,  et  négative  si  q  est  positif;  ce  dont  il 
est  d'ailleurs  facile  de  se  rendre  compte  par  la  discussion  de  la 
première  valeur  de  x  ci-dessus. 

399 =»••    f+î7  =  *>- 

Dans  ce   nouveau  cas,  les  racines  de   la  réduite  se  rédui- 
sant l'une  et  l'autre  à  —  -  »  les  valeurs  de  m  et  de  n  sont  réelles 

3^ 

et  égales  chacune  à  l/-*^;  ce  qui  donne  pour  la  première 

Taleur  de  x , 

3   

s  

Pour  les  deux  autres,  comme  on  a    m  =  n  =  1/ —  ï. 


il  en  résulte    m 


3  

m-f-/i  /     a 

_n  =  o,    et     -^— =m=^-.ï; 


654  viaotmiûti   * 

aiost  ces  valeurs  sont  égaies ,  et  se  rédoisent  chacune  k 

c'est-à-dire  qu'elles  sont  toutes  deux  la  moitié  de  la  première 
Talenr. 

Donc ,  en  supposant  le  dernier  terme  q  positif,  FéquAtioa  (i) 

a  une  racine  réelle  négatiTe>  —  2W  -,  et  deux  racines  posi- 

3  _ 


tives  égales,   W  -. 


Le  contraire  a  lieu  quand  le  dernier  terme  est  négaiifj  c'est- 
à-dire  qu'elle  a  une  seule  racine  positive  et  deux  racines  néga> 
tives  égales. 

4oo 3**.      ^  -4-  —  <  o.     Cas  irréductible. 

^  4     27^ 

Cette  condition,  qui  exige  nécessairement  que  p  soit  négatif, 
donne  pour  la  re'duite  deux  racines  imaginaires  ;  et  la  pre- 
mière valeur  de  jp  se  présente  sous  la  forme 

3 3 

D'après  cela,  il  semble  au  premier  abord  que  cette  valeur  de  x 
doive  être  imaginaire,  aiissi  bien  que  les  deux  autres,  qui  ren- 
ferment déjà  dans  leur  expression  le  symbole  (/ — 3. 
L'équation  (i)  aurait  donc  ses  trois  racines  imaginaires; 
ce  qui  serait  en  contradiction  avec  lé  premier  théorème  da 
n*3ia. 

Mais  on  peut  démontrer  que,  dans  les  expressions  des  trois 
racines,  les  imaginaires  s'entre-détruisent,  et  que  les  trois  ra- 
<:ines  sont  réelles. 

En  effet,  si ,  en  admettant  (n®  1 74)  l'exactitude  de  la  formule 
<Ui  binoAie  dans  le  cas  de  l'exposant  fractionnaire,  on  pose 
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m  =  i  dans   (a  +  *  |/^)"*      (o?  382) , 


o 


on  trouYc       \/m  +  N  l/^  =  P  +  Q|/— i , 


\/M  — Ni/— i  =  P  — Ql/— l; 

ce  qui  donne  m+ns=:  V/m+N  l/— i  +  VM— Ni/— 1=2?  ; 

ainsi  la  première  Taleur  de  x  est  réelle  ,  et  se  rédaît  k 

ar  =  aP. 
Quant  aux  deux  autres ,  comme  on  a 

m  +  /i=aP,     m  —  n=2Ql/— i, 

on  obtient ,  en  substituant  dans  l'expression 

2  2 

x=:— Pd=Ql/^.l/^=— P:^Ql/3         (n»  170). 

Ainsi  les  trois  valeurs  de  x  sont  réelles. 

Le  dernier  cas  que  nous  venons  d'examiner ,  et  sur  lequel  les 
analystes  se  sont  beaucoup  exercés ,  porte  le  nom  de  cas  xbbA- 
DUCTiBLB,  parce  que,  malgré  la  réalité  bien  prouvée  des  trois 
racines,  les  formules  obtenues  précédemment  ne  peuvent  être 
d'aucune  utilité  pour  leur  détermination.  En  effet  on  vient  de 
voir  que  Ton  ne  saurait  débarrasser  ces  formules  des  imaginaires 
qu'elles  renferment^  qu'en  réduisant  la  première  valeur  de  x 
en  une  suite  infinie,  rarement  convergente;  et  il  est  impossible, 
lors  même  que  la  série  est  convergente,  d'obtenir  les  exprès^ 
sions  exactes  des  trois  racines.  On  est  donc  forcé ,  dans  ce  cas , 
d'avoir  recours, pour  les  applications,  aux  méthodes  de  la  réso* 
lulion  des  équations  numériques. 

4ot.  Au  reste,  la  condition  de  réalité  des  trois  radneft  de 
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l'équation 

^  +  P^  +  q  —  o^ 

est  une  conséquence  très  simple  du  théorème  de  M.  Stann 
(n»347). 

Si  l'on  applique  k  celte  équation  la  règle  établie  dans  œnii^ 
méro  y  on  trouve  pour  les  fonctions  X,  X»  »  X^,  Xs, 

X=x'+/;j:+y,  X,=3jr'+/?,  X^=^px-3q,  X3=-4/>'— 27^*. 


Gela  posé,  pour  que  l'équation  ail  ses  trois  racines  réelles  y 
il  faut  et  il  su£Bt  qu'en  substituant  successirement  —  00  et 
+  00  dans  les  premiers  termes  de  ces  fonctions,  on  obtienne 
3  variations  par  la  première  substitution,  et  3  permanences  par 
la  seconde  I  <^est*à-dire  qu'on  doit  ayoir  l'une  des  deux  com- 
binaisons 

+ h-     ou     —  ^ h 

+  +  ++  +4-++, 

dont  la  dernière  est  la  seule  admissible ,  puisque  l'équation  est 
de  degré  impair. 

Or,  il  est  évident  que  les  deux  premières  fonctions  X,  X,, 
donnent  respectivement  — +  et  4-  +,  par  la  substitution 
de  —  00  et  de  00,  sans  qu'il  en  résulte  aucune  condition  pour 
petq. 

Mais  pour  que  Xa,  Xj,  donnent  également  —  +  et  +  +» 

on  voit  qu'il  faut  i^.  que/?  soit  négatif,  a**,  que  l'on  ait 

—  ^P^  —  ^7?*  positif,  ou  4/^+27^*  négatif,  condition  qui 
renferme  implicitement  la  première. 

Ainsi  y  la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  la  réalité  des 
iroii  racines  est 

4/?^  +  a7^»<o,     ou    ^-f-2-<o. 

Dans  le  cas  particulier  de  ^p^  -f"  ^7?^  ^=0,  comme  on  a 
alors  X3  =  o  y  il  faut  nécessairement  (  n°  347  )  que  la  proposée 
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ait   deux   racioes  égales    qii|on   obtieadra  ea  posant  X^  ou 
—  opx  —  3y  =  o  j  d'où  X  =  —  — . 

S    

Mais  la  relation  supposée  donne    /?  =  —  3 1/ 1- , 


4 

d*oJi ,  substituant  dans  la  valeur  de  x  et  rcîduisant  y 

3    __ 

Ainsi  deux  des  trois  valeurs  de  x  sont  égales  à  i/  -•    La 

troisième  est  d'aillei^rs  nécessairement  —  a  %/  -  y   puisque 

l'cqualiou  est  privée  de  second  terme. 

Lorsque  l'on  a     4/^^  +  279*^^9     '''^    seule  rapine  .cf) 
réelle,  et  les  deux  autres  sont  imaginaires. 

Tous  ces  résultats  s'accordent  avec  ce  qui  a  été  dit  dans  les 
numéros  396  et  sui vans.  -'\  •  1 

Équation  du  quatrième  degré, 

4oa.  Soit  X*  4-i''^'  +  ?'^  + ''=0.  :.   (1)' 

i'équation  à  résoudre.  (Nous  suppçserons  encore  l'équalion 
privée  de  second  terme.  ) 

£n  se  laissant  conduire  par  l'analogie  ^  on  peut  être  tenté  de 
faire  x  :=  ^  -|-  x ,  c'est-À-dire^  égal  à  la  somme  de  deux  ««très 
îpoonnues  ;  c'est  en  effet  la  marche  que  Lagrange  a  sniv-ie» 
en  employant  ensuite  plusieurs  artilîccs  d'analyse  pour  tirer 
parti  de  sa  méthode.  Mais  les  calculs  qui  se  rallachcq^  à 
cette  méthode  sont  très  compliqués  ;  et  l'on  parvii;nl  beau* 
coup  plus  promptcment  aux  expressions  de  l'inconnue  par 
V\ïiiTodiUci\oTiiàQ  trois  indéterminées. 


Soit  donc  fait  dans  l'équation ,     x  =zjr  -f-  2  +  " W  ; 

4a 
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îl  Tient ,  pur  Pélévation  au  carré, 

«•  =  J^'  +  X*  +  W  +  atr«  +JU  +  xu)^ 
on  ar*  —  (jr«  -f.  x«  «f.  u*)  =  a{jrs  -|-  J^  +  <v)  î 

carrant  de  nouveau  les  deux  membres  de  cette  dernière  équa- 
tion. Pou  obtient 

ou,  remplaçant  J^  +  '  +  ^^  par  ^»  et  transposant, 

Or,  pour  que  cette  équation  s'accorde  avec  la  proposée,  il  fank 
et  il  suffît  que  l'on  ait 

i».  /i=-aCr'+«'+«'),     d'où     ^'+z'+ii*=-iP. . .  (3); 

d'oh .j^'x*+j^'M«+*«ii*=-Ç^=^...(4)  ; 

3».  ç=— Qr«M,     d'où .jrzu=—^ (5). 

Telles  sont  les  équations  de  condition  qui  peuvent  servir 
à  déterminer  les  valeurs  de  ^^  z,  u,  dont  la  somme  formera 
d'ailleurs  la  valeur  de  x.  Or ,  l'équation  (5) ,  élevée  au  carré, 

donne  J^s*m'  =  ^  ; 

d'où  l'on  voit  que  les  cafrés  j^,  z\  i/*,   sont  tels  que  leur 
somme  est  égale  à  un  nombre  donné,  —  -  »  la  somme  de  leurs 
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produits  deux  à  deux,  égale   à   un   antre  nombre  donné, 

^ — ^--f  et  enfin  le  produit  de  ces  trois  carrés,  égal  k  ï-r. 

Donc  j  en  vertu  des  relations  qui  existent  (n*  ^t)  entre  les 
coefficiens  et  les  racines  de  l'équation  du  troisième  degré ,  la 
détermination  de  jr'^y  s*,  b*,  ne  dépend  plus  que  de  la  résolu- 
tion de  l'équation  du  troisième  degré  « 

Si|  pour  faire  évanouir  les  dénominateurs,  on  pose  '  =  7» 
liaient       ^'*  + V*'4"(/'* — 4'')*""^*  =  o- ••  •   (6)- 

Telle  est  la  réduite  de  l'écpation  du  quatrième  degré. 

Désignons  par  /,  s" ^  y,  les  trois  racines  de  l'écfuation  (6) 
que  l'on  sait  maintenant  résoudre  ;  il  en  résulte 

et  comme  on  a  d'ailleurs  X'=.jr'\'Z'\'U^  il  faut  combiner  ces 
-valeurs  p«ir  addition  ,  ce  qui  donnera,  en  apparence,  huit  valeurs 
diflPcrentes.  Mais  si  l'on  observe  que  l'on  a,  pour  une  des  équa- 
tions de  condition ,  • . .  jrzu^=. —  ^^ 

on  ne  doit  tenir  compte  que  des  combinaisons  telles  quelepro* 
rluît  des  trois  valeurs  de  ^^  s,  et  u,  soit  posiiif  si  q  est  né- 
gatif, et  négatif  SX  q  est  positif. 

D'après  cela  ,  le  nombre  de  solutions  est  évidemment  réduit 
à  quatre ,  savoir  : 


42.. 
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1^  Lorsque  q  eai  négatif,  auquel  cas  la  proposée  est 

X^  +/?«■  —  ?"3P  +  rss  O, 
2  2  2 

X  =  +  V*'  -  Ws'  -  Vx-, 
2*^  a'^  2*^ 

2^^  2*^  '2*^ 

dans  ce  cas ,  les  trois  radicaux  dotrent  être  posîtils ,  on  Ttrit 
positif  et  les  deux  autres  négatifs. 

2^  Lorsque  q  est  positif,  ou  que  la  proposée  est 

x*+/ir'  +  y^  +  ''=0, 

2*^  2*^  2*^ 

^r        '     a"^  2*^ 

2  2  2"^ 

2*^  2*^  2*^ 

(trois  radicaux  négatifs ,  oii  un  négatif  et  deux  positifs.  ) 

Pour  obtenir  les  quatre  racines  en  fonction  immédiate  des 
coeffîciens  de  la  proposée ,  il  faudrait  remplacer  s\  s"  y  s" ^  par 
leurs  valeurs  tirées  de  la  réduite  *,  mais  les  formules  que  Ton 
obtiendrait  seraient,  comme  on  peut  en  juger,  extrêmement 
compliquées. 

Discussion, 
400 •  La  réalité  ou  Fimaginarité  des  racines  de  la  proposée 


(8); 
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dépend  essentiellement  de  la  nature  des  racines  de-  la  ndduite  ; 
ainsi  l'on  est  conduit  à  établir  les  hypothèses  suivantes  : 

I*.  La  réduite  feut  avoir  ses  trois  racines  râeixbs; 
mais  alors  y  comme  son  dernier  terme — ^,  est  essentielle- 
ment n^atify  il  s'ensuit  que  ces  trois  racines  sont  poii- 
tiyes  f  ou  bien  que  l'une  est  positive  et  les  deux  autres  né- 
gatives (n*  3i5). 

Si  les  trois  racines  de  la  réduite  sont  positives ,  les  quatre  ni- 
cines  de  la  proposée  sont  nécessairement  réelles. 

Si  Fune  d'elles  seulement ,  /  par  exemple,  est  positive ^ 
les  quatre  racines  de  la  proposée  sont  imaginaires ,  à  moins 
que  l'on  ne  suppose  les  deux  racines  négatives  ,  s'y  s*,  de  la  ré- 
duite (6) ,  égales  entre  elles,  auquel  cas  les  formules  (7)  et  (8) 
se  réduisent  à 

ou  bien  x=:—^i/s—^s\—^^/+[/s' y      l\/s\      i|//j 

c'est-à-dire  que ,  dans  ce  cas  particulier ,  les  deux  premières 
racines  sont  imaginaires ,  et  les  deux  autres  sont  réelles  et 
égales, 

3*.  La  réduite  peut  avoiu  une  seule  racine  RisLLE. 

Soit  /  cette  racine, qui  est  néce&sai rement /n^^iaW  (puisque  le 
dernier  terme — 7**  est  négatif);  comme  les  deux  autres  racines 

s'  et  s^  sont  imaginaires,  si  l'une  est  de  la  forme  a  +  b  (/ — i  , 

l'autre  est  nécessairement  (  n®  882)  de  la  forme  a-^b  V^— i  ; 
or,  on  a  (n**  121)  u 


d'où  V/a+^V/— I   4-  \/a— 6V/— i=2m, 


\/fl+ôv/— I   —   V/«— */— i=2Bi/-^i  ; 
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donc  9  qael  qae  soit  le  figne  de  q  dans  la  proposée ,  ies  àmx 
premières  racines  sont  réelles  et  les  deux  autres  imaginaùts; 
car  dans  les  formules  (7)  et  (8) ,  les  expressions  des  deux  pre- 
mières racines  renferment  ^^  et  ^x"  avec  le  même  sigpie^ 
tandis  que  dans  les  expressions  des  deux  dernières ,  ces  dçox 
radicsMU^  sont  affectés  de  signes  contraires. 

En  récapitulant ,  on  voit  que  l'équation  du  4"  degré  peot 
avoir  9e3  quatre  racines ,  ou  réelles  à  la  fois ,  ou  imaginains 
à  la  fois ,  ou  bien  avoir  deux  racines  réelles  et  deux  racinet 
imaginaires,  (Ce  résultat  est  conforme  au  principe  établi 
n''  3i3.) 

Méthode  de  résolution  des  équations  du  troisième  ei  du  quatrième 
degré  par  les  Jonctions  sjrmétriques. 

De  toutes  les  méthodes  que  les  analystes  ont  essayées  poor 
résoudre  les  équations  algébriques,  celle  qui  est  fondée  sur  la 
théorie  des  fonctions  symétriques ,  et  que  Ton  doit  à  LagrangCp 
est  sans  contredit  la  plus  féconde  et  la  plus  élégante ,  qiioi- 
quVlle  entraîne  dans  des  calculs  asses  longs  ;  mais  d« 
moins  on  se  forme  aisément  une  idée  de  Ifii  manière  dont  elle 
peut  être  appliquée  aux  équations  d'un  degré  supérieur  au  qua- 
trième. 

Pour  faire  mieux  concevoir  cette  méthode,  nous  allons 
d'abord  l'appliquer  à  Téquation  du  second  degré. 

Équation  du  second  degré, 

4o4    Soit ....  X*  -f /?x  -f  ^  =  o. . .  l'équation  proposée. 
Appelons  a  et  ^  ses  deux  racines;  on  a  déjà  (nPti^T)  entre  ces 
racines  et  les  coefi&ciens  les  relations 

fl-fô  =  —  /?,     ab  =  q. 

Si  Ton  pouvait  former  entre  aei  b  une  autre  relation  du  pre- 
mier degré ,  Ton  aurait ,  pour  déterminer  ces  deux  quaulitési 
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deoii  équations  du  premier  degré  f  et  U  question  n'offrirait  plus 
aucune  difficulté. 

Désignons  donc  par  la  -f-  fnb  la  fonction  de  a  et  6  ,  qui  doit 
entrer  dans  la  composition  de  cette  relation  Inconnue  ;  et  po- 
sons 

/,  m,  X,  étant  des  quantités  qu'il  s'agit  de  déterminer. 

Comme  Ib  -f-  ma  donne ,  par  l'échange  des  lettres  a  et  b  ^ 
deux  combinaisons  différentes ,  la  -f-  ^b  et  /&  -|>  ma,  il  s'en-r 
suit  (n*  296)  que  l'équation  qui  donnera  la  valeur  de  2 ,  doit 
être  du  second  degré  et  de  la  forme 

[z-.(ia+m*)].[«~(tt  +  ma)]=o...  (1); 

et  puisque  cette  équation  est  du  second  degré,  il  faut  du  moins 
tâcber  qu'elle  ne  soit  qu'à  deux  termes,  ou  de  la  forme  2*  =  ^ , 
parce  qu'alors  une  simple  extraction  de  racine  suffira  pour  la 
résoudre. 

Or,  pour  qu'elle  se  réduise  k  oette  forme  ,  il  fiiut  et  il  suffit 
que  les  deux  racines  soient  égales  et  de  signes  contraires. 

Posons  la  condition    Ib  +  ma  =s — (2a  -f-  mb)  ; 
il  en  résulte       (/+»»)  (a +  6)  =0  ; 

mais  on  ne  peut  avoir  a  +  A  =  o ,  puisque  le  coefficient  du 
second  terme  de  la  proposée  est  différent  de  o  ;  on  a  donc  iié- 
cessairement 

/-f-m^Oy     d'ob    /=:  — m. 

D'ailleurs ,  la  condition  précédente  suffit  pour  remplir  l'objet 
que  l'on  s'était  proposé  ;  ainsi  m,  reste  indéterminé ,  et  Pon  peut 
faire  •  pour  plus  de  simplicité,  m  =  i ,  ce  qui  donne  /=  — - 1  ; 
et  l'équation  (i)  devient 

en ,  réduisant ,        »»—  a*—  **  +  ao^  =  o . .  « .  (a).- 
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Obserroiu  maintetitnt  que  la  théorie  des  fonctions  sjrai- 
triques  donne  (n®  29?.) 

Substituant  ces  \a1eurs  de  a*  +  b*  et  de  7,ab  dans  l'équa- 
tion (2) ,  on  obtient  pour  celle  réduite^ 

Z* p*  +  4^  =  O  J      d'où       Z  =:  dt  V^/>* 4?- 

h  ■  ■      ■ 

I 

(iî'la'preinîère  valeur  de  z  représente  a  —  &,  la  seconde  ex- 
prlrae  celje  de  6  —  a). 

Combinant  eniin  l'équation    a  -{-  b  z=  — p 


avec  la  relation  a  —  b  =v/jP* — 4^» 

on  en  détluit  a=—^  '+  ^-  VF^,  *  =— ?  -  ^ l<pMî. 

]■<■-,  33'  33 


ou  bien  *  =  — ^db  y/^^ç,. ..  C.  Q.  F.  T. 

Équation  du  troisième  degré. 

4o5.  Soit       ar'-f-/?a:-f-«7  =  o  i;é()XinU6n  à  résoudre. 

iPoîsqua'le  second  terme  manque  dans  cette  équation,  00  a 
défà- entre  a,  ^,*  c,  la  relation  0-{-^*i~^  =  o  ;  si  donc  nous 
pouvions  former  deux  autres  équations  du  premier  degré  en 
Oj  b,  c,  les  valeurs  de  ces  quantités  pourraient  être  aisément 
déterminées. 

■ 

Pésignons  par  la  +  ^^^b  -|-  ne  une  des  fonctions  qui  doiTent 
entrer  dans  la  composition  des  équations  qu'il  s*agit  d'obtenir) 

et  posons  la  +  mb  +  nc^=z z.  m,  (i). 

C)mme  cette  fonction  donne  six  combinaisons  diflërentes, 
par  rechange  des  lettres  a,  b,  c,  les  unes  dans  les  autres, 
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savoir  : 

la  +  'wô  +  wc,  ftt+  m^  +  nCf 

ia  +  '''^  +  'ï*»       et       /6  +  ''w?  +  "^f 
/c  -|-  nia  ^  /i6,  /c  -f-  m6  +  tui, 

Péqualîon  d'oii  dépendra  sa  yalcar  doit  être  du  sixième  degré  ; 
or  y  pour  qu'une  équation  de  ce  degré  puisse  être  résolue  d'après 
les  principes  déjli  établis ,  il  faut  (n^  394)  qu'elle  ne  renferme 
que  les  cxposans  6  et  3;  c'est-à-dire  qu'elle  soit  de  la  forme 

z^+Az^  +  B  =  o (2). 

TAcbons  donc  de  déterminer  les  relations  qui  existent  entre 
les  six  racines  de  cette  cjernîère  équation  ^  alin  d'en  déduire 
oelles  qui  doivent  exister  entre  les  six  expressions  précédentes. 

Désignons  par  x/',  i/*,  les  deux  racines  que  l'on  obtient  immé- 
diatement en  posant         z^  =  u; 


d'où         II'  +  A 


ii  +  B  =  o,  et  ii  =  -.A±  y/^— B; 


appelons  en  outre  i ,  <s  «* ,  les  trois  racines  cubiques  de  i  ;  on  a 

i**.     z  =  u',  z  =  «m',   s  =  «*u'j 
2".     z  =  i/',   z  =  mu' y  z  ssz  M^u"; 

ainsi ,  en  prenant  la  +  mb  +nc:=iz'  et  la  +  me  -f-  né  =  z* 

pour  les  deux  combinaisons  principales  y  si  l'on  veut  exprimer 
que  les  quatre  autres  forment  avec  celles-ci  une  équation  de  la 
forme  (2) ,  il  faut  et  il  suffit  que  l'on  ait  les  relations 

!••  le  -i'  ma  +  nb  s=  m  {la  -^  mb  +  nc), 
Ib  +  me  +  na  =z  ti*  {la  -^  mb  -j-  ne); 

2?.  Ib  -i^  ma  +  ne  sss  m  {la  +  me  +  nb)y 
le  +  mb  -^  na  =z  0^{la  -f-  me  +  nb). 

• 

(  //  est  à  remarquer  que  l'on  ne  doit  pas  égaler  indifiérem- 
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ment  une  queloonqae  des  quatre  dernières  oombinaisoss  in 
pi*oduît  de<s  ou  de«*,  par  la  principale;  mais  il  faut  avoir 
soin  que ,  dans  la  combinaison  prise  pour  le  premier  membre 
de  la  relation,  aucune  des  lettres  a,  b^  c,  ne  soit  affectée d'oo 
coeiHcient  égal  k  celai  dont  elle  est  affectée  dans  le  second 
memltre  ;  autrement ,  on  serait  conduit  à  des  relations  qui  im- 
pliqueraient contradiction.) 

Les  quatre  relations  précédentes  peuYcnt  Atre  transfonnées 


ainsi  : 


(l  -^  mn  )c  +  [m  —  «/  )a  +  ('^  —  êtm)b  =  o, 
(/  —  m^m)b  -h  (m  —  «•ii)c  +  (/i  —  ••/  )a  =  o, 
(/  —  mn  )b  +  (m  —  ml)a  +  (n  —  mm)c  ss  o, 
(/  —  ^m)c  -f-  (m  —  m*n)b  +  (n  —  mU)a  s=s  o; 

et  ces  conditions  seront  évidemment  satisfaites  si  l'on  a  sép»* 
rément 

/  =  «n,     m  :=  «/,     n  =  ttm^ 

l  r=  «•m,  m  =  «*ii,  n  =  ti^L 
Or  celles-ci  se  réduisent  à  deux  essentiellement  différentesi 

savoir:  m  =  «/    et     n  =  «'/; 

en  effet ,  on  a  «'  3s=  i  ;  d'où  «  =  -;  et  «*=.-: 

donc  m  =  «/ revient  à  m  =  •— ./,     d'où     /  =  «*m: 

deméiue,  n  =  «*/ revient  à  n^z  -  . /,     d'où     /  =  ««; 

enfin,  les  mêmes  relations ,  m  =  «Z,  it  =  «'/,  divrsées  Pune  par 

lautre ,  donnent  —  =  -:d  ou  m  =  -n  =  «'n  et  n  ^  «m. 

nu  tt 

Donc  il  sufijt  de  considérer  les  deux  relations 

m  ^  fil    e\     n  =  »^L 
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Comme  ces  relations  donnent  m  ot  n  en  fonction  de  /»  et  qae  / 
reste  indéterminé  y  gn  peut  supposer,  pour  plus  de  simplicité^ 

/=!,     ce  qui  donne     mz=:^f  n  =  «*; 

en  sorte  que  les  trois  valeurs  de  /,  m^  n,  ne  sont  antre  diose 
que  les  racines  cubiques  de  l'unité. 

Substituons  ce^;  valeurs  dans  les  deux  expressions 

la  4-  mb  +  ne  =iz',     fc  -f  me  •+-  ''^  =  J5*; 
ilvient      û  4- «^  +«*c=z',      a  +  «c  +  tt*b  =  z"  » 

On  pourrait  également  substituer  ces  valeurs  dans  les  quatre 
autres  combinaisons ,  et  former  ensuite  l'équation  en  2;  mais 
obsenrons  que ,  puinqu'elle  doit  être  de  la  forme  (2),  ses  six 
racines  iiont  comprises  dans  les  deux  équations 

«5=»'3  =  (fl  +  «ô  +  «*c)%     z^  =  xr^  =  {a  +  mc  +  m*b)\ 

ouy  œ  qui  revient  au  même  y  dans  l'équation  unique 

[z^  —  (a  +  «i  +  «•c)T  \z^  —  {a  +  mc  +  m*by]  =  o. 

Effectuant  les  calculs ,  et  comparant  les  coe£Sciens  du  produit 
i  ceux  de  Téq  nation  (2) ,  on  trouve 

■ 

A  =  —  [(a  +  «^  -H«V)3  +  (û  +  »c  +  m*b)^2f 
B=        (a+Mb  +  m'cy  .   (a  +  ttc  +  m*bf. 

Si  l'on  remonte  à  la  composition  primitive  de  Tcquation  en  js, 
on  reconnaît  que  cette  équation  est  symétrique  en  a,  b^  c;  ainsi 
l^s  coeflicîens  A  et  H  peuvent  (  n°  296  )  s'exprimer  au  moyen 
des  coeflicieiis  de  la  proposée;  et  la  difficulté  consiste  à  évaluer 
les  diverses  fonction»  symétriques  dont  A  et  B  se  composent. 

Avant  d'aller  plus  loin,  rappelons-nous  que  1 9  «,  m*,  étant 
les  racines  de  Téquatton  jr^  —  i  =  P,   Fon  a 

et  i4-«4-«'=ro;       d'oà      «+.«»=— i. 


1 
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Gela  poeé ,  développons  les  valeurs  de  A  et  B  ;  H  Tient 

l^       A  =  —  [aT.o'  +  3{m +m*)T. a*b  +  lîuiAc], 
ou  A  =  -—  (aT.o*  —  3T.«»ft  +  ukabc). 

Or,  les  formules  des  numéros  29a  et  snirans,  appliquées  à  l'é- 
quation x^  +px  -f-  9  =  o  y  donnent 


S,=o,  S.=— PS,— 2Q=— 2/;,  S3=— PS.— QS,— 3R=s— Sf, 
d'où  Ta»ft=S.S,— 83=— 83=3^  ; 

d'ailleurs  on  a  abe=^ — q  ; 

donc  A=l  —  (  —  65^  — gy— iay)=s2^y; 

mais     (a  +  «^r+«V)  (a  +  «c  +  «*ft)  =  T,tf»  +  («  +  «*)T.û* 

=  T.a»— T.flô; 

d'ailleurs,  on  a    T.a'ssSgrr:  — 2/7,     T.a6j=^j 
ainsi  1*  =  ( —  3/?  )'  =  —  27/?'  ; 

donc  enfin,  l'on  obtient  pour  l'équation  en  z, 

^  +  275'z'  —  27p'  =  o. 
Cette  équation  donne  d'abord 

d'où  l'on  tire,  pour  les  valeurs  de  s' et  de  z'', 

Ces  valeurs  étant  connues,  pour  obtenir  celles  de  tf ,  6,  c,  il 
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fuffit  de  combiner  Ifes  trois  équations 

à+  mb  -f-«*c  =  / , 

11+     6  +  c=o, 

dont  la  demîëre  exprime,  comme  nous  TaTonsdéjà  vu^  que  la 
proposée  est  privée  de  second  terme. 

D'abord  y  l'addition  de  ces  trois  équations  donne,  en  vertu 

delarelation     i+«+«*  =  o,         Sasrx'  +  z", 


d'où  l'on  déduit  a  =  — = — 


ou,  remplaçant  z  et  t"  par  les  valeurs  ci-dessus i 


c'est  la  première  racine  donnée  par  la  méthode  du  n**  3g5. 

Maintenant,  multiplions  la  première  équation  par«,  la  se* 
conde  par  «*,  et  ajoutons  ces  produits  avec  la  troisième  équa* 
tion  ;  Ton  obtient 

3c=«»+«V,     d'où     c= — -^ =«m+«'n, 

s   

yn  et  n  désignant  toujours  (n*  396)  les  deux,  radicaux  \/  —  -... 

Enfm  ,  'muUiplious  la  première  par  m^  et  la  seconde  par  ii, 
pnb  ajoutons^  il  vient 

3ft  =  «'z'  +  «s%     d'oJi     b  —  '^^~^  =  m'm  +  ^. 

Ce  sont  encore  les  deux  autres  racines  trouvées  par  la  pre- 
mière métliode. 

Equation  du  qualribme  degré. 

406.  Soit    x^  4"/'^'  +  ^rx  +  r=  o    l'équation  à  résoudre. 


I 
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mait  la  formule  du  n*  294  9 

a  * 

derient ,  dans Ph jpothèse de    n=a     et/?  =  i^ 

a  ' 

d'atllears  la  proposée  étant  «♦  -{-po^  +  ^x  +  r  s=r  o, 
ona    S,  =  — ^P  =  o,  S»= — aQ= — a/î,  83=: — 3R  = 
84=— QS.— 4S  =  a/i»  — 4r; 

d'oii,  sabstituant  dans  la  valeur  B'  =  T.a*6c, 

a  ^ 

3^       C  =—  (û^  4-  c^)  (ûc  +  bd)  {ad  +  bc)^ 
ou  développant,       C'  =  — (T.a*i*c*4-a6c€f  X  T.a*). 

Or  la  formule  du  u®  394, 
devient,  dans  le  cas  de  /t=a, 

d*aiIleurson  a  déjà  trouvé 

8,  =  0,  S.= — ap,  83  =  — 3^,  84^=2/^*  —  ^r; 

d'oi  S6=— QS4  — RS3— SS,=— ap^+4;>r+3y'  +  2/jr 

=5— a/;' +  6/>r+ 3^* 

Done     T  rrVV--  -^/^^+' V-^4A>r--4;>^4-»2pr+&7- 

6 

ou  réduisant ,  Ta'é'c'  =  ^*  —  2pr. 

Ou  a  enfin  a^r^,  ou  le  dernier  terme  de  l'équation,  égal  à  r; 
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d'où  abcd  X  Ta'  =  abcdX,  fik  =?  —  «pr ; 

donc  Gsz  —  ^•  +  2/>r  +  2pr=4p''— 7*. 

Ainsi  l'équation  en  u  devîsnt 

M*  — pi^  —  4'^  +  4p''  —  y*  =  o. 

Remplaçant  maîi^tenant  u  par  sayale^ir  tirée  de  l'équation  (3), 

c'est-é-dîre  par  — 7"^»  ou  plutôt  par  z+p  afin  de  conser- 

Ter  la  réduite  au  troisième  degré,  et  d'aroir  des  coeffldèiif  ptak 
simples 9  on  obtient  iinalemeiit  pour  résultat, 

r^  +  ap*'  +  (P*  —  40'  —  q*  —  o...     (4), 

équation  identique  avec  la  r^^iiite  obtenue  (n®4^^)  d'après  la 
première  méthode.  , 

Si  l'oq  désigne  par  z\  2',  z*,  les  racines  de  oef te  À|aatipn  , 
4^1  4^>  4^9  seront  nécessairement  lef6arrép  fies  troù^  coipbi- 
naisons  • 

«•4-A  — c  —  J,     a  +  c  —  ô— rf,     a-t-^/ — b  —  c"/ 

puisque  Ton  a  remplacé  dans  l'équation  primitive  en  z ,  z*  par  /^z. 
Ainsi  l'on  a  pour  valeurs  de  œs  oombinalflOBS, 

a  +  b  —  c  —  rf=±  av/z', 
.     a  +  CT-rA— ii=i;  al/»',         .... 
a+rf  —  b  —  c  =  ±:  24/z^. 

Comliiiiaut  o^i  trois  relations  avec  l'équatipn  déjà  établie i 
•n  trouve  premièrement ,  par  leyr  addition , 

43 
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4fl  =  ±:  21/*'  ±  ai/z*  ±  av'**, 

2*^  ^^  a"^ 

Secondement ,  ajoutant  la  première  et  la  quatrième,  puîi 
soustrayant  de  leur  somme  celle  des  deux  antres,  on  obtient 

4*  =  :t  a|/«'  hP  ^y/^'  H=  î»V^^> 

d'où  *  =  ±:  ii/jc'  :?:  il/*'  a:  Vi*; 

..  .    ,.  a*^      ^  a'^      ^  a*^     ' 

■  ■il'  • 

iin^i^^Wf^^^  par  des  moyens  analogues  9 

^^  a  a*^  a*^ 

^^  a'^      ^  a*^  a*^ 

Mais  il  se  présente  ici  une  diffieulté  analogue  à  celle  qne  Pon  à 
Venoonf r^^dàns  Temploi  de  l'autre  méthode  :  elle  est  relatîfe 
aux  si^es  dont  les  radicaux  doÎTcnt  être  affectés.  P6ar  déter^ 
miner  ces  signes ,  il  suffit  de  former  le  produit  des  trois  com- 
binaisons 

a+A  —  c  —  <f,     û  +  c — b-^d,     a  +  d  —  b'^c. 
Or,  en  les  multipliant,  on  obtient  pour  produit , 

T.a^— T.a^A  +  aT.ûAc; 

eteomme    T.a^=:Ss=— 3y,     T.a»A  =  S,S,  — Ss=3y, 

T.a6c  =  -«  q^     il  en  résulte 

(^4-6— c-^<f)  (a  +  c  —  b  —  d)  (a  +  <f— 6-^r)s— 87, 

ce  qui  prouTC  que  les  radicaux  |/x',  ^z",  ^z*  dolyent  être 
afibctés  de  signes  tels  que  leur  produit  soit  positif  si  ^  est  né* 
gatif ,  et  négatif  èi  q  est  positif. 
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Oq  retombe  ainsi  sur  les  mêmes  yaleurs  que  celles  qui  ont 
lié  obtenues  par  la  première  méthode. 

407.  Scholie  général.  En  appliquant  la  même  méthode  à 
l'équation  du  cinquième  degré ,  on  devrait  cherclier  la- valeur 
l'une  fonction  de  la  forme  Aa  +  ^^  +  ^  +  ^^ + ^^*  G>mme 
les  cinq  lettres  a^bjC^d^e^  fournissent  24  X5  ou  lao  permu* 
tations  différentes  (n**  14^)9  il  s'ensuit  que  la  détermination  de 
cette  fonction  dépendrait  d'une  équation  du  120*  degré-,  dont 
il  faudrait  ensuite,  à  l'aide  de  quelques^  artifices  d'analyse,  Cadre 
en  sorte  d'abaisser  le  d^ré.  Mais  jusqu'ici  les  efforts  que  Von  a 
tentés  pour  obtenir  une  réduite  convenaf^le  ont  été  infructueux'; 
et  l'on  doute  si  jamais  on  j  pourra  punreniri  à-  cause  de  la  lon- 
gueur et  de  la  complication  des  calçu^.  , 

Depuis  long-temps  les  analystes  xmt  cru  devoir  renoncer  an 
problème  de  la  résolution  générale  des  équations,  comme  ne 
pouvant  être  d'aucune  utilité  dans  les  applications  numériques  ; 
le  seul  avantage  qu'offriraient  les  résultats ,  serait  de  cônnrmer 
la  proposition  hypothétique  (n®-  235}.:  T<mte  équ4Uiona^au 
moins  une  racine. 


CHAPITRE  X. 

I 

Complément  de  la  théorie  des  Suites. 


..  1:  ■■  ■ 


§  !•'.  Des  Séries  récurrentes. 

408.   Nous  avons  vu  (n?  i83}  que  les  fractions  algébriques 

a  a  "^'Vx 

rationnelles  de  la  forme     ,  .  . >   »     /  ,   . / — ,    ,.•  •  •  >  donnent 

lien  à  des  séries  d^une  nature  particulière ,  connues  sous  le 

43.. 


676  DÉtERMINATIorr   DU  TERME   CÉSfÛUàl. 

nom  de  séries  récummîes.  Or  on  p«at  se  proposer,  rar  ces  sorta 
de  séries,  deux  questions  analogues  à  celles  qne  nous  avons  ré- 
solues pour  \b^  progressions  par  quotient ,  qui  sont  d'aîHeurs 
elles-mêmes  (n®  198)  des  séries  récurrentes  du  premier  ordre. 

La  première  question  a  pour  objet  de  déterminer  le  terme 
général  dune  série  récurrente,  c'est-à-nlire  une  expression  i 
l'aide  de  laquelle,  le  rang  d'un  terme  étant  donné ,  on  puisse 
obtenir  la  valeur  de  ce  terme  sans  être  obligé  de,  former  d'a- 
bord tou»  ceux  qui  précèdent. 

La*  seconde  a  pour  bot  de  res^nir  de  la  série  récurrente  à  la 
fraeitôn  génératrice ,  oU ,  ce  qui  revient  an  même,  de  détermi- 
ner la  sofnme  deê  termes  de  la  série. 

Nous  supposerons  que  Pon  ait  revu  avec  attention  ce  qui  a 
été  dit  n^  i83  et  184  snr  les  sériei  récurrentes. 

FasmàRE  question.  Détermination  du  terme  général. 

40^  Pour  passer  du  .simple  au  oomposé,  conaîdérons,  en 

premier  Heu,  h  fraetioik-  %■     ^;~,  qui, comme  on  sait, donne 

naissance  à  une  série  récurrente  du  prentier  ordre. 
On  a  trouvé  (n**  179) 

or  cette  série  n'est  autre  chose  qu^une  progression  par  quotient 

a  V 

dont  le  premier  terme  est  -; ,  et  la  raison ;  x  ;  donc ,  d'après 

a  a 

ce  qui  a  été  dit  au  numéro  1 92,  le  terme  général  de  cette  série,  ou 
le  n*'""  terme,  est         -7.f —  ^9  x\ 

410.  Soit  maintenant  la  fraction  , -rii^ne  l'on  peut, 

A  ^w>  C'y* 

pour  simplifier,  mettre  sous  la  forme    ;  ,   T — ; , .    .   (i) 


en 
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posant      p-=-,^=:C,p-  =  «,  et     ^  =^  ^  • 


Désignons  par  x  — p  et  j:  — q  les  deux  facteurs  du  trinôme 
j:*  +  Cj:-4-«'»  c^  concevons  que  l'on  ait  pu  décomposer  l'ex- 
pression (1)  dans  la  somme  des  deux  fractions  simples 


X  —  /;  X  —  q 

Gwinie  chacune  d'elles  donne  lieu  à  une  série  récurrente  du 
premier  ordre ,  si  L'on  forme  ces  deux  séries  séparément ,  ainsi 
que  le  terme  général  de  chacune  d'elles ,  la  somme  de  œs  dem. 
termes  sera  le  terme  général  de  la  série  du  second  ordre;  donc 
la  difRculté  consiste  à  déterminer  A  etBde  manière  qu'on  ait 
l'identité 

«  -f.  f  X  -H  x^         X  —  p        X  —  q' 

Or,  si  l'on  réduit  les  deux  termes  du  second  membre  au  même 
dénominateur,  il  viendra,  à  cause  de  c«'-f"^^+**=(*""/')('^-^)> 

«4- gx=  ACx—  ^)  +  B(x— /O  =  (A  +  B)a:  —  (A9  +  B/1)  ; 

mais  cette  équation  doit  exister  quelle  que  soit  la  valeur  de  x; 
ainsi  (n*  i8o)  l'on  a  séparément 9  A  +  B  =  C;  A^  +  Bp  =—  m\ 
d'où  l'on  déduit 

p^q  p—q 

A  et  H  étant  déterminés ,  si  l'on  compare  les  deux  fractions 

A  II  ■  gm 

,  ^  ,  à  la  fraction    ,■.    .^    ,pour  laquelle  fe  terme 

X  ^^  p      X  —  ^  a  — |—  9  X 

af     b*     V"* 
général  est  (n**  4^7)  -;(  — — /•*  )      >  il  vient  pour  le  terme  gé-^ 

né  rai  de  la  série  qui  correspond  à  l'expression  (i), 

A   /i     V^'       B  /i     V-*  /A        Bx     •-• 
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expression  dans  laquelle  il  ne  s*agîrait  plus  que  de  remplacer 
A  et  B  par  leurs  valeurs  obtenues  ci-dessus. 

3  —  ax  —  3  -^  aop 


ou 


Soit ,  pour  exemple ,  ■^---  ^    —         , 

'^  ^       Ô  +  2X — jc*  — 3— a*  + 

l'équation  a:*— aJ: — 3=o  étant  résolue,donnex=x3,x=: — i; 
d'où  a:»  —  2X  —  3  =  (x  —  3)  (x  +  i). 

S.  l'on  pose  _.__—-;  =  -_^  +  -_.«n  obtient, 

t 

en  chassant  les  dénominateurs  et  en  réduitont , 

—  3  +  2X==(A  +  B)  a:  + A  — 3B; 

3  â 

d*où  A  +  B=2,A — 3B  =  —  3;  ce  qui  donne  A  ==-2, B  =-. 

4  4 
Donc  ,  en  \ertu  de  la  formule  ""  (~i  H — i  ;^""*  >  ^*  terme 

3 2X 

général  du  déyeloppement  de  ^— -j,  est 

(I  '         I    ^  '       N    n-i 

Soîtitas  i;  cette expreMÎon  devient  r-( 7***  7  V*f  ou -4-1* 


On  a  donc ,  pour  le  déreloppement  lui-même , 

3-<-2x  4      .   II    ,       ^4  ^  , 

3  +  9r — «•  3      '    9  27       '^        ' 
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résultat  qu'il  est  facile  de  vérifier  par  la  réductioo  ep  série  d'»" 
près  la  méthode  des  coeiBciens  indéterminés.  Mais  le  princi* 
pal  avantage  qu'on  retire  de  la  détermination  du  terme  général, 
c'est  de  pouvoir  obtenir  un  terme  de  rang  quelconque  sans 
passer  par  tous  les  termes  intermédiaires* 

4ii.  Cas  particuliers»  i^.  La  méthode  précédente  eal.éi» 
défaut  lorsque  les  deux  racines  du  trinôme  ^  -^Cx  -j>  J 
sont  ^ales  \  car  alors  les  râleurs  de  A  et  de  B  deyiennent 

JL et  —  -ï .c'est-à-dire  infinies:  et  en  effet,  on  con- 

o  o  '     . 

A  B 

Goit  que  la  somme  des  deux  fractions  r ,  ^»  oc  peut  re- 

x-^p    x-^p      r 

produire  une  fraction  dont  le  dénominateur  est  du  second 

d^ré  en  x. 

Maïs  obsenrons  que,  dans  ce  cas,  la  fraction,  deveaant 

alors  ^  X*  •  •  •    (2)  • 


.  .  .  / 


Cx    '■■■   ■>    ■■' 


m  Çx       ' 

peut  se  mettra  sou»  la  forme    ; +  r , 

^  .      (*  — A^)  (^— />)•       T 

ou  bien  encore  7 rr  +  ; ^  +  ; — -<--^ 

(x  —pY      {x  —  pY        (x  —  pY 

expression  qui  se  réduit  à  ■■  ^^  "^i  + . 


/  % 


Or  la  seconde  partie  de  cette  expression  donne  lieu  à  une 
série  récurrente dupreraier  ordre , qui  a tn"  /^o•^)  pbpr  terme 

Quant  à  la  première,  elle  revient  à 


général, -(|:)c--. 


i'.:'.    s 


maisiea  développant  oe  second  faetdur  "^par  la^ibrmlUle  da  bi^ 


1 
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noâie»  on  à 


(.'-tr 


»  +  7  +  -p-+=Hr+...+^^, 


R  désignant  le  rang  d'un  terme  qoelconi]tie;  donc  le  terme  gé* 
nêrai  correapondakit  à  la  première  partie  tet 

Ainsi  y  le  terme  général  qni  correspond  à  )a  proposée  (2} 

412.  a**.  Le  cas  où  les  deux  racines/?  et  q  sont  imaginairo^ 
«nUe  aussi  faire  exception  à  la  méthode  du  n*  4^t  pmqoe 
l'expression  du  terme  général  renferme  les  quantités p  et  ^,  et 
qu'alors  cette  expression  doit  étf*eelle-hiéme  compliquée  d'ÎB^ 
ginaires.  Mais  il  est  facile  de  s'assurer  que  les  imaginaires  fe 
réduisent  et  disparaissent  tout-à-fait 

(A        B  \ 
—  +  — \r*-* ,  A  et  B 

par  leurs  fvleurs  trouvées  n®  4^  »  '^  vient 
expression  qui  peut  se  mettre  sous  la  forme 

L/iv  {p  —  q)    /^•— ^"-'(/^-îXJ 

Cela  posc^  si  l'on  a  /i  =  r  -f-  ^  l^—  i  > 

on  a  aussi  nécessairement      q-^r  —  s  ^ —  i; 
d'o6 ,  /;y  =  f*  +  5* ,/>•?"  =  (r-4  *•)•, /i"-'^-»  —  (r^4-,»)«-', 
jp--y = a*  4/  *i ,  /»•— ^=r(r+.  j  j/I?)»— (r^#  |/^)"=Ërtifr  V^^ 
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(eo  déyeloppant  par  la  formule  du  binôme  et  réduisant); 
enfin  p""  —  ?*■■■'  =  ^^'  V^^^- 

Le  terme  général  détient  donc 

expression  tout-a-fait  débarrassée  d'imaginaires. 

Remarque.  Pour  peu  qu'on  réfléchisse  sur  la  marche  que  l'on 
a  suivie  pour  la  détermination  du  tenne  général  relatif  à  une 
série  récurrente  du  second  ordre,  on  Toit  que  la  question  est 
rmmenée  à  la  décomposition  dune  fraction  rationnelle  enfinc' 
tions  simples  dont  les  dénominateurs  soient  les  facteurs  du  pre* 
mier  degré,  du  dénominateur  de  la  fraction  proposée. 

Cette  question  incidente  étant  d'une  très  grande  importance 
dans  la  liante  analyse,  nous  «n  donnerons  encore  la  solution 
pour  une  fraction  rationnelle  dont  le  dénominateur  est  du  troi- 
sième degré  en  x. 

Décomposiiion  àC une  fraction  rationnelle  en  fractions  simples . 

et  «4-  Cx  -^  yx^ 
ii3.   Soit  ,   .  ^  /   .   ■ — q  1*  fraction  proposée; 

^  u  +Cx  -j-  yx*  -|-  ar  r    r        F 

et  désignons  par  a:— /i,  ^  —  y,  x  —  r,  lies  Irôîs  facteurs  du 
dénominateur,  que  nous  supposons  d'abord  réels  et  inégaux, 

u+Cx  +  yX*  +  x*        X p^j;  —  q^X'^r 

A  ,B,C,  étant  des  quantités  qu'il  s'agit  de  déterminer. 
Réduisons  au  même  dénominateur,  et  observons  que 

ét'  +  Cx  +  yV  +a^  =  {X^p)  {x  —  (jr)  (x  —  r)  ; 
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il  vient 

r        A  (x  —  y)  (x  —  r)  ^ 

[  +  C   {X  —p)  {X  —  q)  ) 

On  pourrait  y  comme  dans  le  n^  4^8 ,  eflectaer  les  calculs , 
puis  comparer  les  deux  membres  terme  à  terme ,  ce  qui  donne- 
rait entre  A,ByG,  trois  relations  desquelles  on  déduirait  en— 
suite  les  valeurs  de  ces  quantités^  mais,  par  une  considération 
particulière  y  on  parvient  plus  simplement  à  la  déterminatifxi 
de  ces  valeurs. 

Gomme  les  équations  (i)  et  (2)  doivent  exister  quelle  que 
soit  la  valeur  de  x^  et  que,  de  plus,  A,  B,  G,  sont  indé- 
pendans  de  j:  ,  il  ^ensuit  que  si ,  pour  une  valeur  particulière 
attribuée  à  cette  lettre,  tin  parvient  à  déterminer  des  valeurs 
correspondantes  pour  A,  B,  C,  ces  valeurs  conviendront  éga- 
lement aux  équations  (i)  et  (2).  Or,  si  l'on  fait  successivement 

dans  l'équation  (2),  a:  =  p,  a:  =  y,   ar  =  r,  il  vient 

• 

i*.  pourar  =  /?,  «+^/>'f  rP*=^(P— î)  (P— O^ 

.  j                                                   4_  m+Cp-hyp* 
ce  qui  donne  ^^7 f-7 — ' — zl 

(p—9)  (p— r) 

3®.  pour  x=:  r,  C  =: 


(r—p)  (r— y) 

4i4*  ^^  particuliers,  i®.  Supposons  />  =  9  =  r;  la  dé- 
composition précédente  ne  peut  plus  avoir  lieu ,  car  les  coeffî» 
ciens  A,  B,  G,  deviennent  infinis. 

Mais  en  suivant  une  marche  analogne  à  celle  dan*  4^  •  <^ 

peut  poser 

m+Cx  +  yX*  A  ,  B  ,        C 


+  rr-^. + 


(x—p)^  (X  —pY        (x—pV  ^  x-^p' 

et  essayer  de  déterminer  A  yB|G,  d'après  celte  décomposition» 
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Poar  cela  ,  chassons  les  dénominatears  ;  il  yient 

Soîl  d'abord  x  ^p  ;  ,il  en  résalte  A  =  «+  Cp  +  y/>';  et  Tc- 
quatîon  devient,  quand  on  y  met  cette  valeur  de  A, 

C(*  — /^)  +  y  (*•  — /^')  =  B  (j:— /»)  +  C(x— /;)% 

ou  y  divisant  par  le  facteur  commun  (x  —7^) , 

C  +  y  (  jp +/;)  =  B  +  C  (  X  — /i). 

Faisons  de  nouveau  x  =/?  ;  on  trouve 

B  —C+nyp'y 

d'ob,  remplaçant,  dans  l'équation  que  l'on  vient  d'obtenir,  B 
par  cette  valeur, 

y{x  —  p)  =  C  {x  — p)  ;     donc     C  =  y. 

Ainsi|  l'on  a  l'identité 

u+Cx 


Zx  +  yx^        ^_*^  +  ^  +  yp^  .  ^  +  ayf?   ,       y 


résultat  dont  il  est  aisé  de  constater  l'exactitude  en  réduisant 
en  nne  seule  les  fractions  du  second  membre. 

a*.  Soit/>=:r,  on  «' +^*+y'**+^  <ïe  la  forme 
(x  — pY  (x —  q)  \  et  essayons  ,  dans  ce  cas,  la  décomposition 
suivante, 

^^Cx  +  yx^     —         A  B  C 

{x^pY{x--q)  "'  {x  —  py'^  x—p'^  X—q' 

si  l'on  chasse  les  dénominateurs,  on  obtieift 

m+Cx  +  yX*z=:  K{x—q)  +B(x— /l)  {x—q)  +  C(x  —p)'. 

Cela  posé ,  soit  x=p\  il  vient  «  +  ^Z'  +  yp*  =  A  (p  —  y), 

relation  d'oi  l'on  tire     Ass""^^^  "^  ^^-. 

p-17 
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Meltant  pour  A ,  sa  valeur  dans  la  aeconde  équation  ideath 
que ,  et  transposant ,  on  trouve 

—«(*—/!)  —  Cy  {x  —p)  +  ypx  (x  —p)  —  rg  (*•—/'*) 
=  (p-g)Zn(x—p)(x-g)+C(x^p)-]i 

si  Ton  divise  par  x  -— /^^  tt  que  Ton  fasse  ensuite  9:  =Pf  cette 
dernière  identité  donne 

Enfin,  si  Ton  fait  x-=q  dans  la  seconde  des  deux  ideotîtés, 
on  en  déduit  C  =  ^+^g+yg\ 

Nous  ne  considérons  point  le  cas  oii  deux  des  racines  du  po- 
lynôme tL  '^  C  X '{' y  x"^  sont  imaginaires ,  puisque  nous  avoBS 
déjà  \u  que  l'expression  du  terme  génàral  peut  être,  dansée 
cas,  débarrassée  d'imaginaires. 

4i5.  Il  est  facile  d'étendre  la  marche  précédente  à  une  frac- 
tion rationnelle  d'un  ordre  quelconque;  mais,  pour  compléter 
ce  qui  a  rapport  à  la  détermination  du  terme  général  d'one 
série  récurrente,  il  nous  reste  à  indiquer  conment  on  peat 
obtenir  le  terme  général  relatif  à  chacune  des  fractions^  telles 

conduit  par  cette  méthode. 

.A 

Soit  d'abord  l'expression -^^ 

qui  revient  à     A  (a:  —  /;)"* ^  ©u — -3 (  i j    . 

Or  on  a 

/       38\r-'  ,   ^    j:   ,    3.4     jr'       3.4.5     .r' 
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et  le  terme  général  de  celte  série  est  éTidemment 

a.3.4-5.  ...(/i—  i)  '  /?•"*  * 

.      ,.p     ,        w(n4-i)      aH»-» 
DU,  en  81  m  pli  liant,        .      ,   .  ; 

ilonc  /!p  terme  général  de  l'expression  proposée  est 

7  . .     ,   ,  ,  ou  bien,— .     ,  . ,  .3?"    • 

T^       •                  A                .       ,      A/        *\-4 
De  même,      ; revient  à     — H  i j    ; 

{x^pY  p^\      pj 

série  dont  le  terme  général  est 

4.5.6.7,,.,(yi— i).n.  (n-Hi)  («  +  a)    j:*"' 
a.  3. 4. 5. 6. 7.  •.(/i—  i)  */;■■"** 

ou ,  en  réduisant ,  —^ .  —r—r  ; 

I   2.3  /;■"*  ' 

on  a  donc,  pour  le  terme  général  de  l'expression  proposée , 
A     w(B+i)(ri+a)     *--  w(w+0(n+a)    A     _^. 

p,  •  — o —  •  ?^'""  *"*" — n — ^•^•*^  ' 

«  • .  e<  ai/ui  de  suite. 

'  SscaKPE  QUESTION.  Sommation  des  séries  récurrentes. 

Cette  question  se  divise  en  deux  parties  : 

Ou  l'on  demande  la  somme  des  termes  de  la  série  tout  en^ 
iière,  c'est-Â-dire  la  fraction  génératrice  qui  a  donné  lieu  à 
cette  série;  ou  bien,  la  sonnne  d'un  nombre  limité  de  ti^rmes» 

La  première  partie  est  la  plus  facile  à  traiter. 
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4i6.  Première  partie.  Soieul  A,ByG,DyE,F, ...  les  ter- 
mes d'une  série  rt^urrente;  et  pour  fixer  les  idées,  suppotoni 
que  la  série  soit  du  troisième  ordre.  Mais  ce  que  nous  allou 
dire  s'appliquera  aisément  à  une  série  d'un  ordre  quelconque. 

La  méthode  est  analogue  à  celle  qui  a  été  sui'vie  (n**  198)  pour 
les  progressions  par  quotient. 

Désignons  par/7,^,r,  les  quantités  qui  forment  l'échelle  de 
relation^  c^est-à-*dire  les  quantités  constantes  par  lesquelles  il 
faut  multiplier  G,  B,  A,  pour  former  D,  puis  D,  B,  C) 
pour  former  E^  et  ainsi  de  suite  j  ou  aura  les  relations 

D  =  Cp  +  Bq  +  kr, 
E  =  Dp  +  Cq  +  Br, 
F  =  Ep  +  D^  +  Cr, 
G  s=s  F/i  +  E;  +  Dr, 


Ces  relations  sont  en  nombre  indéfini  ;  donc,  si  on  les  ajoute 
terme  à  terme ,  et  que  l'on  appelle  S  la  somme  ou  lajractm 
génératrice  cherchée ,  on  obtiendra 

S  — A  — B^C=/i(6-«A— B)  +  (7(S  — A)+f5, 

i>  '  i>      A'\;     c_/^(A^-B)+yA-(A+B+Q 
d  ou  Ion  déduit     5  =  = — ; = i— i. 

En  suivant  la  même  marche  |)our  le$  séries  du  i**",  2*^  4**  •■ 
ordre,  on  peut  former  le  tableau  suivant  : 

!•'  ordre  S  =  — ^ (i), 

,  _  pk-  (A+B) 

^  ^=^  p^q^r w» 

3- S  ^/>(A4-B)+yA^(Ai.B+C) 

p-^q+r—i  ^" 

s  _  /^(A-hB-4-C)-^^(A+B)+rA>(A+B-|-C+D) 
...  et  ainsi  de  suile 
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Soii'p&ur  exemple ,  la  série  au,  teouiënie ordre, 

dont  l'échelle  de  relation  se  compose  de  l'ensemble  des  quantités 

(—X,     -t-aar»,     —3x^)', 

on  trouve,  en  appliquant  la  formule  (3),  et  ofaserfant  que  l'oîTa 

Asi^  B= — 2x,  C=3j:',  p  =  — x,  gr=ax*,  r= — 3irV 

— x{i  — axj+ax'-^i+gg — 3j?* i — x — jt* 

""  Z3;+aj:*_3xVi  ~  i  +x—  2x*-f3x?.V ' 

11  arrive  quelquefois  que,  dans  la  série  proposée,  les  deux 
ou  trois  premiers  termes  ne  sont  pas  compris  dans  la  loi 'de 
récurrence.  Cela  provient  (n**  i84)  de  ce  que,  dans  la  fraction 
qui  lui  a  donne'  naissance,  le  degré  du  numérateur  est  plus 
élevé  que  celui  du  dénominateur;  dans  ce  cas,  pour  obtenir 
XhfracUon  génératrice ,  on  commence  par  faire  abstraction  des 
termes  dont  on  vient  de  parler;  puis,  après  avoir  olitqna ,  d'a- 
près les  formules  précédentes ,  la  somme  des  autres  termes,  pu 
y  ajoute  les  termes  dont  on  avait  d'abord  fait  absti:actioQ  ^  cA 
ayant  soin  de  réduire  le  tout  en  une  seule  expression  fra<^ 
tionnaire.  * 

4r7.  Seconde  partie.  Dans  les  forniules  préçéclentes,  il  n'entré 
que  les  premiers  termes  de  la  série  et  les  quantités  qui  forniehi 
l'échelle  de  relation.  Mais,  si  l'on  demande  V expression  de* ta 
somme  dun  nombre  déterminé  de  termes,  il  faut  en  outre  con- 
naître les  derniers  termes  de  la  sérié.       • 

Soit  encore  une  série  récurrente  du  troisième  oindre,  dont  lés 
premiers  termes  sont  A ,  B,  C,  D,  E, . . . ,  Pécbelle  de  relation 
(py  j,r) ,  et  les  derniers  termes,  K ,  L, M,  N. 

Puisque  la  série  est  du  troisième  ordre,  on  a  les  relations 

D  =  Cp  +  Bg  +  A.r, 
E  =  J>p  +  Cq  +  Br,\ 
f  =  Ep  +  Dq+  Cr,       , 


Tf  ss  i/lp  -f-  Ly  +  Kr. 
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[Le  nombre  de  ces  relations  est  limité  et  égal  aa  novdire  ia 
termes  dont  qq  cherche  la  aomme>  diminué  de  iroîs^] 

Cela  posé ,  en  les  ajoutant  terme  à  terme ,  et  désignant  par  S 
la  somme  cherchée ,  on  a  évidemment 

S_A^B— C==p  (5-A-B-N)H-î  (S^A-N-M)  +  r  (S-N-M-L), 

d'où  l'on  tire 

^    p(A+B-|>lN)4-g(A+N4-M)-fr(iy4'W+fO-(A4-B+C) 

J^^V  ■■  I    »■        P        I         *       ■  I  '    ■    *  ■■!■     <      i»       ■        ■  , 

P+9  + 


On  pourrait  également  obtenir  les  sommes  relatÎTCs  k  une 
sér.ie  récurrente  d'un  ordre  quelconque. 

En  compi^rant  cette  formule  âyec  la  formule  (3)  du  n**  4'4t 
opToit,  i^.  que  celle-ci  se  déduit  de  celle  qu'on  Tient  d'obtenir, 
ep  négligeant,  tous  les  termes  affectés  de  L  i  M  ^  I^ , , . . 

n^.  Que  f  pour  appliquer  la  formule  (3)^  il  suffît  »  comme  nous 
l'avons  déjà  dit ,  de  connaître  les  trois  premiers  termes  et 
rebelle  de  relation  ^  tandis  que  ^  pour  faire  usage  de  la  for- 
ipule  précédente ,  il  faut  absolument  avoir  )es  expressions  des 
trois  termes  qui  précèdent  celui  auquel  on  a  arrêté  la  série  \ 
ce  qui  exige  qup  Ton  sache  trouver  le  terme  général  de  la  sé- 
rie I  c'est-à-dire  l'expression  d'un  terme  de  rang  quelconque, 
question  qui  devient  trës  compliquée  quand  la  série  est  d'an 
ordre  un  peu  élevé, 

4i8.  Au  reste,  les  formules  relatives  au  ca$  de  la  somme 
d'un  nombre  déterminé  de  termes  s'appliquent  principalement 
aux  séries  récurrentes  numériques. 

Soit  y  par  exemple,  une  série  récurrente  du  trolsiëme  ordre, 
dont  les  trois  .premiers  termes  étant  i,  2,  3t  le  suivant  est 
égal  au  double  du  troisième ,  augmenté  de  la  somme  des  deux 
premiers,  le  cinquième  est  égal  au  double  du  quatrième,  aug- 
menté de  la  somme  du  troisième  et  du  deuxième;  et  ainsi  de 
suite.  Le  développement  de  cette  série  sera 

i>  2,  3,  9,  23,  58,   i48,  377,  960,  2445,  6227... 

Cela  posé,  pour  obteair  la  somme  des  onie  premiers  tenne$> 
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on  fera  dans  la  formule  ci-dessus , 


A= I  ,B=2,C=3,p=2 ,  y=  I  /=  I  ^^=6227  ,M=2445,L=rg6o  j 
ce  qui  donnera 

g^.X 6.30+86,3  + 963. -6^  .o.53. 

Si  l'on  demandait  la  somme  d'un  plus  grand  nombre  de 
termes ,  par  exemple,  la  somme  desSo  premiers  termes ^  il  fau- 
drait pousser  la  série  jusqu'au  5o*  inclusivement ,  ce  qui  ne 
laisserait  pas  que  d'être  fort  long. 

Ou  bien,  il  faudrait  former  directement  les  48* >  49* >  ^o* 
termes,  d'aprës  l'expression  du  terme  général.  Or,  pour  obte- 
nir celui-ci  par  la  méthode  exposée  n^*  4^7  ®^  suivans ,  on 
eommencerait  par  mettre  la  série  proposée  sous  la  forme 

,  4.  m:  +  3ji^  +  gx»  +  23*^  +  58x*  + ; 

on  rechercherait  la  fraction  génératrice  qui  a  donné  lieu  à 
cette  série,  et  on  la  décomposerait  (n®  4^0  ^^  trois  frac^ 
tient  simples  pour  chacune  desquelles  on  obtiendrait  un  terme 
général.  Faisant  ensuite  la  somme  de  ces  trois  termes  gé-^ 
néraux ,  on  aurait  celui  de  la  série  i  +  2a:  -|-  3x^+  ....  ; 
enfin,  on  supposerait  j:  =  i,  ce  qui  donnerait  le  terme  gé- 
néral de  la  série  i+3-j-3-|-9"f*^3 +  ••••>  naais  il  est 
facile  de  s'assurer  que  tous  ces  calculs  sont  souvent  impra- 
ticables. 

En  effet,  si  l'on  applique  la  formule  (3)  du  numéro  4^4 

à  la  série   i  +  2X  +  3;c*  -f-  y^^  + >    en   y  supposant 

A=i,  B  =  2j:,  Cz=z3x\  p  =  iix,  q  =  x\  r  =  x^y 
on  aura 


S  = 


I  2X* 


I  —  ix  —  jr'  —  X 


Or  l'expression  a:^+jr*+2J? — >  >  égalée  à  zéro ,  ne  peut  évi- 
demment avoir  que  des  racines  incommensurables  \  ainsi  la  dé- 
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I  — 2X* 

composition  de  la  fraction  ^         3   en  fracti 

simples  ne  peut  se  faire  d'une  manière  exacte. 

Ces  réflexions  prouvent  que  les  résultats  analytiques  ,  sim- 
ples en  théorie  9  sont  souvent  peu  susceptibles  irapplication. 

419.  l^ous  termint^rons  la  théorie  des  sériel  récarren tes  par 
l'exposition  d'un  moyen,  dû  à  Lagrange,  pour  reconnaître  si 
une  série  proposée  est  de  la  nature  des  séries  récurrentes. 

Ce  moyen  est  fondé  sur  les  observations  suivantes  : 

I**.  Si  la  série  proposée,  que  nous  désignerons  par  S,  est 
une  série  récurrente  du  premier  ordre ,  elle  provient  d'osé 


fraction  de  la  forme 


>"• 


d  +  b'x       d    ,    *' 

Or  on  a  — =  — f x 

a  a       a 

ce  qui  prouve  que  la  fraction  renversée,  ou  ,  ce  qui  revient  an 
même ,  Vunité  divisée  par  la  série  proposée ,  S ,  doit  donner 
pour  quotient  une  fonction  entière  de  x  (n®  aSo)  égale  à 
p  +  qx  ;  si  cette  division  ne  se  fait  pas  exactement ,  c'est  que  U 
série  (en  supposant  qu'elle  soit  récurrente)  est  du  second  ordre 
ou  d*un  ordre  supérieu-r. 

2*.  Si  S  est  une  série  récurrente  du  second  ordre,  elle  pro- 

a  •+-  bx 

Tient  d'une  fraction  de  la  forme     ,   .    ,, — : — r-:  ;   or  on  a 

tf  +  ^  r  4-  c't* 

a'J^bjc  +  c'x^  _a'       ab'  —  hd  à'c^b{ab'—ba') 

i"+  bx~~  '  ""a  "*"        à"        '^^         a'{a^bx)  ' 

ou  p^qx  +  ^^^;^^.X\ 

ce  qui  prouve  que  Vanité  divisée  par  S  doit  tionner  lieu  à 
un  quotient  entier  de  la  forme  p  +  qx ,  plus  un  produit  de 
x'  par  une  série  récurrente  du  premier  ordre  ,  c'est-à-dire 
qu'en  désignant  par  Sx^  le  reste  auquel  on  parvient  après 
avoir  divisé  i  par  S  et  obtenu   le  quotient  p  +  qx  y  on  doit 
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S 

trouver  -^  égal  à  un  quotient  exact  de  la  forme  p'  -f-  ^^  '» 

et  ainsi  de  suite. 

Guidé  par  ces  considérations ,  Lagrange  a  donné  la  règle 
suÎTante  pour  reconnaître  ai  une  série  donnée  est  récurrente  : 

Soit  S  =  A  -f.  Baf  +  Gr"  +  IXr*  +• . .  f  la  série  proposée. 

1*.  Divisez  t  unité  par  S ,  et  poussez  F  opération  jusqu'à  ce 
que  TOUS  ajez  un  quotient  de  la  îorxaep+qXj  et  un  reste  de 
la  forme  Sx'^  (S'  désignant  une  série  indéfinie  de  la  forme 
A'  +  B'jr-f  CV+..  ); 

2*.  Dii^isez  S  par  S\  et  poussez  l' opération  îasqa^k  ce  que 
▼ous  ajei  un  quotient  delà  forme  p'  +  ^x ,  et  un  reste  tel  que 
S'x*  (S"  étant  égal  à  A*"  +  B'x  +  C*x*  -h . . .)  ; 

3*.  Discutez  S'  par  S*,  et  poussez  F  opération  jusqu'à  ee  que 
▼ous  avez  un  quotient  de  la  forme /?'  +  ^"^9  et  un  reste  tel 
que  S^x*; 

4*.  Divisez  S*  pur  S*,  et  poussez  ^opération  jusqu'à  ce 
que  TOUS  ayez  un  quotient  de  la  forme  p*  +  q^x ,  et  un 
reste  S'^**; 

£t  ainsi  de  suite. 

Dès  que  l'une  de  ces  divisions  se  fait  exactement ,  la  série 
proposée  est  récurrente ,  et  l'ordre  de  la  série  est  marqué  par 
le  rang  de  la  division  qui  s'est  faite  exactement. 

Quant  à  Téchelle  de  relation  de  la  série,  on  ^obtiendrait  aisé- 
ment (n®  i84)  si  l'on  pouvait  obtenir  la  fraction  génératrice. 

Or  supposons  y  pour  fixer  les  idées,  que  la  troisième  division 
se  fasse  exactement. 

On  aura  donc  la  suite  d'équations 

S  =  Z'  +  ï*  +  S   '  » 

S"  1 

La  dernière  dooM  sr  s  '  #  "J-  'êjt 
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d*où,  en  substituant  dans  la  seconde, 

S'    *^^^   ^p'+^x  p'+q'* 

,  s p'  +  ^x 

s  -  (p'+^x)  {p' + r^cH-*^' 

Substituant  cette  yaleur  dans  la  première  équation ,  on  troore 

donc  enfin 

c^,, iP+^^)(p'  +  ^^)  +  x'' 

V  lp+9')(p'+^')(p''+9'^)+(p+qx)x^+(p''^q'xy' 

expression  qui,  sîmplifiëey  est  de  la  forme 

a  +  ^x  -f-  ex* 

et  l'échelle  de  relation  est  alors  (n^  i84) 

b'  c'  d 


420.  Prenons  pour  exemple  la  série 

i^  3,  6,  10,   i5,  aiy  28,  36y  4^***9 

dont  chaque  terme  s'obtient  d'après  l'expression  générale 

— ^^ -y  n  désignant  le  rang  du  terme  que  l'on  yeut  former. 

Pour  reconnaître  si  cette  série  est  récurrente,  on  la  mettra 
d'abord  sous  la  forme 

I  -f.3x+&r»+ 1 0^3+ 1 5x«-}.2 1  x*+  2&c«+36a:'+45jp»-H 
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Gela  posé«  en  appliquant  la  règle  ci-dessus ,  on  trouve 

i 1 ,      ,  S'   , 

S~i+3x  +&c*+ . . .  —  '  ~  "^"^  "•"  S  "^  • 

(S'  ayant  pour  deTeloppement , 

3 +8a:+ 1 5x'+a4x»+35x4+48x*+ 63x«+ 8o:r' + 99*»+. .  0  ; 

S'   ~3+ar+i5x'+...~3"^9*  +  9"S" 
(S'=i+3x+  &r*+iox^4-...); 
S'  3+ar+i5ar*+... 


S"       1  -f.  3x4-  6*»  4-  iox^+  . . . 


=  3  —  X, 


/jfuolient  exact. 

Ainsi  la  série  est  récurrente ,  et  du  troisième  ordre. 

Pour  obtenir  l'écbelle  de  relation  ^  rapprochons  les  équations 

^  -*—  1  "■■"  ^x  4"  ô"  •  X  j 

s  _  I         I  s*      X* 

s'"  3  ■*"  5  "'■^S'  •    9  ' 

-—  ==  3  —  x; 
S*  ' 

S'  I 

la  dernière  donner,-  =  ^ 


S'    ""  3  -  x' 

,,  ,  S  _3  +  x  ,  X'        I 

d  ou  57  = 4-  —  •  ô 


S'  9  9    3— x' 

et  par  conséquent    ^  ==  i — 3x+x»(3— x)  =  i— 3x4-3x' — x^y 

donc  enfin  S  == 


i-^3j:4-3x»  — x'      (I  — X)*' 

Ainsi  l'échelle  de  relation  de  la  série  i  4-  3x  4-  6x*  4-  • . .  , 
se  compose  des  quantités  (3x,  —  3x*,  4"X^)>  et  Véchclle  de 
relation  de  la  série  proposée,  i+3-j-64-io4-....  est  l'en- 


6g6  APPLicàTioïf 

2r  ar  ar 

oubien,  à  cause  de /=ia-|-(n— i)r,     tl'oii     l—a'\-r=znr, 

c  _(i-\-à).nr_(l+a)n 
^'-        ar ;       ' 

résultat  qui  est  encore  connu  (n**  187). 
3®.  m  rr:  3  ;  la  formule  (A)  devient 

résultat  qui  fera  connaître  S«  en  fonction  de  6,  et  de  S». 
4».  m  =  4; 

Z4-«i=4r(S,—/=)  +  6;-(S.-/») +  4/^(5.  — Z)  +  H(S.-f); 

et  cette  formule  donnera  S3  en  fonction  de  Sft>  Si  y  So'»  ainsi 
de  suite. 

D'oii  Ton  voit  qu'on  pourra  toujours  obtenir  la  somme  des 
puissances  semblables  d'un  nombre  déterminé  de  termes,  en 
fonction  des  sommes  des  puissances  inférieures ,  quels  que 
soient  les  degrés  de  ces  puissances. 

4^3.  Prenons,  pour  exemple ,  la  suite  naturelle  des  nombres 

I,  2,  3,  4>  5,  6,  7,  8,  9. . .  ; 

et  recherchons  la  somme  des  carrés,  des  cubes,  etc. ,  des  n  pre- 
miers termes. 

On  a ,  d*aprfes  les  formules  précédentes,  et  en  observant  que 


n(n4-i)               n*  4-  n 
I®.  Si=-^ ,     ou     


» 
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a*.         n'  —  1  =  3(S.—  n>)  +  3(S,— n)  +  n  —  i  ;  donc 

n^ — I       n* — n      n — i       ^r?  +  3/1*  +  n 
S.  =  /»»4--3 3-=  g  f 

,.                       c        n(n  + 0(2/1+1) 
ou  bien  encore,     o«  = 5 ; 

3».  n*  —  I  =  4(Sj— n')  +6(S.—  n*)  +  4(S.  —  n)  +  n—  i  ; 

n* — I       an'  — 3«*+n       n* — n      n — i 


cIoncSj=n'  + 


4  4  a  4      ' 


n*  +  2i.^+»'_>i'(ii+i)'_,^„ 

OU  09  c=:  7 = 7 =  (^1)  • 

4  4 

On  trouyeraît  pareillement 

_       6/i*  +  i5n^4-ïO'»^  —  ^     .    •    -j 

S/  = ! 1, ,  et  ainsi  de  suite. 

*  3o 

iV.  B.  AGn  de  distinguer  les  sommes  des  puissances  sem- 
blables des  termes  de  la  série  naturelle  i ,  2,  3. . . ,  des  sommes 
relatives  à  tout  autre  progression ,  nous  désignerons  dorénarant 
les  premières  par/,  9  /À9  /s  9  •  •  •  /)»;  en  yoîci  T usage  : 

424*  On  peut  toujours,  à  Palde  de  ces  expressions,  obtenir 
la  valeur  de  la  somme  d'un  nombre  quelconque  de  termes  iTùne 
série  dont  le  terme  général  est  une  fonction  rationnelle  et 
XNTiiBB  du  nombre  des  termes  que  Von  considère. 

Soit,  pour  fixer  les  idées,  uoe  série  dont  le  terme  général 
est  an^f  a  étant  un  nombre  connu  quelconque, /?  un  exposant 
entier  et  positi£|^  n  le  rang  du  terme  que  l'on  considère. 

La  série  proposée  est  alors  de  la  forme 

série  qui  reyient  évidemment  à 

fl(i''+  2?  +  3f  -j- 4^  +  . . .  +  ,iP)  =  fl./y. 
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De  même,  une  série  dont  le  terme  général  est  exprimé  par 
a.nl^:t,b.nfi  ±:c,rtr,  revient  à 

±1  b(ii  +  2,^  +  31  ^...+  ni)  i  —a.f^±b.f^±c.fr. 
±,  c(i'  -f.  2'  +  S»"  +...+.  /i')  J 

Or  les  expressions/^,/^,  /^,  sont  connues  d'après  les  formules 
du  n°  4^1  ;  ainsi  la  somme  des  n  premiers  teraies  de  la  série 
proposée  est  paiement  déterminée. 

425.  Application  aux  séries  de  nombres  figurés.  On  appelle 
ainsi  les  séries  que  l'on  déduit  d'une  progression  par  diffê- 
rence^  dont  le  premier  terme  est  l'unité  et  la  raison  un 
nombre  entier  ^  en  faisant  successivement  la  somme  des  deux 
premiers,  des  trois  premiers,  des  quatre  premiers.  • . .  termes 
de  la  progression ,  et  opérant  ensuite  sur  la  noûTelle  série  que 
l'on  obtient  par  ce  moyen,  comme  on  a  opéré  sur  la  progre»- 
sion  ;  et  ainsi  de  suite. 

Soit  d'abord  la  progression  naturelle  des  nombres 


Les  séries. . . 

• 

\ 

l 

2,  3.      4-      ^ 

3,  6,   10,   i5, 

4,  10,  20,  35, 

5,  i5,  35,  70, 

6.     7 

21,     28.   ...  , 

56,     84.   ...  , 

126,  210.   .   .  .  , 

•          • 

dont  la  première  se  forme  en  ajoutant  successivement  les  deux 
premiers,  les  trois  premiers. . . .  termes  de  la  progression  pn^ 
posée,  dont  la  seconde  se  forme  à  Vaide  de  la  première  comme 
celle-ci  s'est  formée  au  moyen  de  la  progression ,  dont  la  troi- 
sième est  déduite  de  la  seconde  comme  celle-ci  l'a  été  de  la prt' 
mière. ...  ;  ces  séries,  dis-je,  sont  celles  des  nomires figurés 
de  la  première  classe. 

La  première  est  Ja  série  des  nombres  triangulaires. 

la  seconde^  celle  des  nombres  pjrramidaux  triangulaires. 
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Les  séries  suiyantes  n'ont  pas  reçu  de  dénominations  pai*ti- 
coliëres. 

La  progression  7  i.S.S.n.g.  11 . .  .an— -1,  donne  naissance 
aux  nombres  figurés  de  la  seconde  classe  ;  et  I9S  séries  qui 
en  dépendent  sont  y  d'après  la  loi  ci-dessus  » 

^>  4>     9>   '^9  ^^9  ^^'    *    *    * 
I»  5,   i4»  3oy  55,  gi«   .   .    . 


La  première  de  ces  deux  séries  est  la  suite  des  nombres  carrés } 
la  seconde  I  celle  des  nombres  pyramidaux  quadrangulaires. 

Ces  dénominations  proTiennent  de  l'analogie  que  ces  nom- 
bres ont  avec  certaines  figures  géométriques. 

4si6.  Les  séries  qui  viennent  d'être  formées  jouissent  de  plu- 
sieurs/y/D/^nV/^j  curieuses ,  dont  nous  ferons  connaître  la  plus 
importante  :  c'est  que  l'on  peut  toujours  former  leur  terme  gé^ 
néral,  et  obtenir  l'expression  de  la  somme  de*  n  prenuers 
termes  en  fonction  des  quantités  /i ,  /i ,  /s .  - .  • 

£n  effet  y  pour  une  progression  quelconque,  la  première  des 
séries  qui  en  dérive ,  est  telle  que  son  n''"'  terme  est  égal  à  la 
somme  des  n  premiers  termes  de  la  progression  proposée;  donc, 
1**.  ce  terme  peut  toujours  être  exprimé  rationnellement  en 
fonction  de  n  j  a®,  puisque  ce  terme  général  est  xïue  fonction  ra^ 
iionnelle  de  n ,  la  somme  des  n  premiers  termes  peut  (n°  4^^) 
être  exprimée  au  moyen  des  sommes /o  /•*  /s-  •  •  • ,  dont  les 
valeurs  sont  connues. 

Ainsi,  soient  la  progression  ^   i,  a.     3.     4-     5...., 

et  les  suites  qui  en  dériyent,  i,  3,     6,    lo,    i5....> 

I,    4)    '^9    2^9    35...., 


La  somme  des  termes  de  la  progression  étant  ^ — '     i-,    le 
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terme  général  de  Ja  première  suite  est  -^ — - — ^,  oa  —  +  -  ; 

donc  (n®  4^^)  ^  somme  des  n  premiers  termes  de  cette  suite 
a  ponr  expression, 

on,  remplaçant  /^,  /,  par  leurs  râleurs  (n^  4^0 9 

2/1'  +  3/1*  +  '*_,'**  +'* n'4"  3n*  +  2/1 

î^^  '        ~~  6  ' 

.               ,.     .       .    .    n(ii+i)(ii+a) 
expression  qui  peut  encore  s  écrire  ainsi  :  -^ ^ . 

De  même ,  le  terme  général  de  la  seconde  suîte  étant 

g .    ou  g»'  +  -««+31., 

on  a  pour  la  somme  des  n  premiers  termes  de  cette  suite, 

g/j+^/.+^/.î 

ou ,  substituant  pour  /i ,  /i ,  /a ,  leurs  valeurs , 

ni  -f-  an^  +  n»       an^-f»  3n^  +  n      n'  4-  /» 
Ï4~        ■"  la  '        6 

_  n4  +  6/i^  +  iin»  +  6yi_n(n+  Q  (yi+ 2)  (w  +  3) 

24  2.3.4 

On  aurait  de  même  pour  le  terme  général  de  la  troisième  suite, 

n^ +6n^  +  lin* -i-Sn  i     .  ,    i    ,  .    n    ,  , 

et,  par  conséquent,  pour  la  somme  des  n  premiers  termes, 

n^+ 1  on^+35n^+5on*+24n    _    yi(n+i)(n+2)(yt+3)(n+4) 
12b  2. 3.4*5 

ainsi  de  suite. 
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N.  B.  11  est  à  remarquer  que  les  expressions 

7'         l       '  TF"        '  a. 3.4 

ne  sont  autre  chose  que  les  termes  généraux  des  coeffîciens  du 
développement  de  (i  — <3r)~"y  en  supposant  successÎTement 

m 2,  771=3  y  771 =4>  771  =f  5. . .  {f'ojrez  k  ce  sujet  le  n*^  4'^*} 

427.  Soient  encore  les  nombres  figurés  q  ul  correspondent  à  la 

progression        fi    .  3  .  5.   7  .9..,27i—  i, 

savoir:  I9     4*     9^    ^^t  ^^ > 

I  f     5y   i4y  3o,  55 , 


Le  n''"'  terme  de  la  série  des  nombres  carrés  étant  la  somme 
des  n  premiers  termes  de  la  proposée  a  pour  expression , 

i^n—i  +  i)n_^^ 
Donc  la  somme  des  n  premiers  termes  de  cette  même  série 

*       1      ,    /.  /     o   /        N    .    271^+371*4-71 

est  égale  a/i,  ou  (  n"  4^^  )  ^ F >  expression  qui  re- 


vient  encore  à  ■ s . 

•#2.3 

»      1^-.  1    ^  1      f  •     ,.     .   27r'  + 3/1*4-1 

Le  n"*'  terme  de  la  seconde  série  étant  7: , 

6 


ou  bien  -  71'  +  -  tï*  +  r^n, 

020 

on  a  pour  la  valeur  de  la  somme  des  n  premiers  termes , 

1           î  ^         i^         7i*-K4«3  4.5„« 4.271 
3/3  +  -^.  +  g/.  = ^ , 

n(ii-H)'(H+2) 
ou  bien  encore  5^ . 

0.4 
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On  trouTerait  de  ia  même  manière  les  termes  ginénoi 
et  sommatoires  des  séries  qui  résultent  de  tout  antre  pro- 
gression. 

§  IIL  Retour  des  suites^  ou  méthode  inverse  des 


f  • 


senes. 


4a8.  La  méthode  des  coefficiens  indéterminés  donne,  cngc- 
néral,  le  moyen  de  développer  Xoul^  fonction  de  jr  soifant 
les  diverses  puissances  de  cette  lettre.  Réciproquemeni,  celle 
fonction ,  que  l'on  peut  désigner  par  j*,  étant  développée  suimit 
les  puissances  de  Jp ,  on  peut,  par  la  même  méthode ,  obtenir 
le  développement  de  la  quantité  x  suivant  les  puissances  de  j; 
et  c'est  en  cela  que  consiste  le  retour  des  suites,  ou  la  méthode 
inrerse  des  séries. 

Soit  j-=  or+ôx*  +0X^4" ^^  +• . .  (0  >  ïa  fonction  dé- 
Teloppée  suivant  les  diverses  puissances  de  x  (a,  b^  Cy  d^,,, 
étant  des  quantités  connues);  on  demande  réciproquement  la 
valeur  de  -s,  en  jr^  c'est-à-dire  les  coeOiciens  du  développement 

X  =  Ar  +  Br*  -i-  Cr3  +  Dr*  +. . .    (2). 

Pour  7 parvenir,  élevons  successivement  au  carré  ,  au  cube. . . 
les  deux,  membres  dcréquation  (i);  il  vient 


X*    4"    7.ÙC 

-f-  nad 


j-*=i  a*  x^  +  7.ab.x^  -f»  ^* 

j^=  aV    -h...; 
d'où ,  substituant  dans  Téquation  (2)  et  ordonnant. 


JT"    "^.  .  .  , 


0  =  Aa 

X  +  Air 

X*  +  Ac 

x'-J-  kd 

—  I 

+  Brt* 

+  W 

+  Qa^ 

-f-  aBac 
+  3Ca*A 

+  Dfl» 

x»  +. 
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Égalant  à  o  les  coefficiens  deXj  Jt^t  ^^9  ^»  • .  y  on  obtient  les 
équations 

Aa — 1=0,     Aft  +  Ba»  =  o,     Ac  +  2Ba*  +  Gi^  =  o, 
Ad  +  Bb*  +  2Bac  +  3Ca*6  +  Da*  =  o . . . , 

desquelles  on  déduit  successiyement , 

. 1    j. _^ L   A     c — ^^ — ^B^ 2&*  —  ac 

a'      ~~       a»  a^*    *  à*  ^        * 

_  5abc  —  Sy  ~  a*d 

Ainsi  l'on  obtient  pour  le  développement  demandé, 
ï  I   »      .  .  aé* — ac     ,     5i* — Sabc+a^d   , 

N,  B,  Si  l'on  a  un  développement  de  la  forme 

il  est  facile  de  s'assurer,  en  reprenant  la  méthode  précédente, 
que  Ton  ne  peut  pas  développer  x  suivant  les  puissances  de  la 
fonction  j"  elle-même  ;  mais  on  peut  faire  j* — «=5Z,  ce  qui  donne 

z  ==  ojr  +  boc^  +  cx^.. . 

Posant  ensuite  a:  =  Az  +  Bz*  -f-  Cz^. . . ,  on  déterminera 
les  coefliciens  A,  B,  C. .  •  ;  après  quoi  l'on  remettra  pour  z  sa 
valeur  j"  —  «;  et  alors  le  développement  de  x  procédera  suivant 
les  puissances,   non  de  la   fonction  j^   mais  de  l'expression 

429.  Applications»  Soit,  pour  premier  exemple,  la  série 

jr:=ix  +  x^  +  x!^  +  x^  -f-*^+*--- 
Posons     x=:  Ar+  Bjr>+cy  +  Dr*  +  Ej^  +. . . 

En  formant ,  comme  ci-dessus ,  les  diverses  puissances  de^ 
et  en  substituant  leurs  valeurs  dans  la  seconde  identité ,  on  ob- 
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tient  les  équations  suivantes .... 

A— 1=0,  A-fB=o,  A+2B-fC=o,  A+3B-|-3C+D=o, 

A,  +  4B  +6C  +  4D  +  E  =  o ;  d'oîi  l'on  déduit  successi- 
vement 

A=i,  B=— 1,  C=+i,  iD=— I,  E=B+i... 
Donc  x=ijr—j*^  +jr^  —jr^  +  j^ — . . . . 

Et  en  effet,  x  +  ^r'  +  a:'*  +- . .  est  une  série  récurrente  dont  la 

X 

fraction  génératrice  est  (n**  4*5)       . 

Ainsi  Ton  a     r  = ,      d'où  l'on  tire     x  =  -4-« 

i  —  ar"  i^j 

or,  en  développant  cette  dernière  expression  en  série  par  la  di- 
vision y  on  trouve 

X  =j'  —j*  -^^  jr^ — jr^+j^ —. . . 
Soit ,  pour  second  exemple ,  l'équation 

X       X*    ^      x'^      ^        ar* 

dont  le  second  membre  n'est  autre  chose  que  le  dévejoppemf  nt 
de  e*  {voyez  n*  229). 

En  faisant    j*— i  =  z,     on  a 

I       1.2       1.2.3       T. 2. 3. 4 

Posons  alors  x  =  A2  +  Bz*  +  Cz^  +  Dz*  + (2). 

En  formant,  à  l'aide  de  l'identité  (i),  les  diverses  puissances 
de  z ,  puis  substituant  leurs  valeurs  dans  l'identité  (2) ,  on  sera 
conduit  aux.  équations  suivantes, 

à-.,=o,  ^+13=0,  ^+B^C=o,  A+2B_^3C     |)^„  , 

2  O  S*.4       12         2      *  ' 
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d'oii  l'oo  déduit 

A  =  i,    B==  —  -,  C=4"ô>  D  =  — T'^-'î 

donc  y  le  déTeloppement  de  x  en  z  est 
ainsi  Pon  a  pour  celui  de  x  en  j^ , 

Cr-O    Cr-0' .  Cr-0^    (j— ■)♦  . 

*_— -  -_^__  _      ...... 

Obserrons  d'ailleurs  que  l'équation  jr  =  e'  donne  (n"  208), 
dans  le  système  népérien ,     x  =iY.jr;  donc 

Tel  est ,  en  effet  (a*  2^5) ,  le  développement  en  série  du  loga- 
rithme natarel  d'an  nombre. 

La  méthode  inverse  des  séries  est  d'un  usage  peu  fréquent , 
parce  qu'il  est  difficile  de  reconnaître,  d'après  la  nature  des  cal- 
colsy  une  loi  de  formation  pour  les  ooeffîciens;  et  l'on  est  souveut 
obligé  de  déterminer  un  grand  nombre  de  coefficiens  avant  de 
pouvoir  saisir  cette  loi. 

43o.  Nous  terminerons  ce  que  nous  avons  à  dire  sur  cette  mé- 
thode par  la  remarque  suivante  .- 

Si  l'on  a  une  équation  de  la  forme 

formée  par  deux  séries ,  et  qu'on  veuille  exprimer  jr  en  x 

par  une  série  telle  que  J^  =  Ao:  4-Ba:*  +  Cx^  + ,  il  faut, 

pour  obtenir  A,  B,  G. . . ,  former  les  diverses  puissances,  j^, 
J^fJ^"'^7  ^  l'aide  de  celte  dernière  équation,  puis  les  subs- 
tituer dans  la  première ,  ce  qui  donne  alors  une  équation  iden- 

45 
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tiqué  en  x  ^  dont  on  égale  séparément  à  o  les  ooefiBeiem  eor- 
respondans.    ' 

Mais  les  calcals  dans  lesquels  on  est  ainsi  entraîné  toat 
souTent  impraticables,  parce  que  les  coeffîciens  À ,  B,  C, . . .. 
entrent ,  dans  les  équations  de  condition ,  à  des  puissances  de 
degré  supérieur  au  second. 

i 

§  IV.  Des  séries  trigonométriques  et  circulaires. 

Nouscomplëteronsla  théorie  des  suites  parja  recherche  do  dé- 
veloppement des  trois  lignes  trigonométriques  principales,  sîdx, 
cosa?  I  tang  x^  suirant  les  dÎTerses  puissances  de  Parox,  séries 
qui  serrent  à  la  confection  des  tables  trigonométriques. 

Développement  de  sin  x  et  de  cos  x, 

431.  Pour  résoudre  cette  question ,  nous  partirons  de  la  for- 
mule 

(cos  a^^Ana.  ^ — i )"*  =  cos  ma -f- sin  ma.  ^ — i, 

démontrée  (n"»  389). 

Si  l'on  développe  le  premier  membre  de  celte  équation  d'a- 
près la  formule  du  binôme,  il  est  aisé  de  voir  que  ce  développe- 
ment se  composera  de  deux  parties  distinctes  :  une  partie  redit 

et  une  partie  affectée  de  v/ — i  •  Or,  pour  que  l'équation  précé- 
dente puisse  exister,  il  faut  qu'il  j  ait  séparément  égalité  entre 
les  parties  réelles  des  deux  membres,  et  entre  les  deux  parties 
imaginaires. 

Supposons  donc  le  développement  effectué  ;  nous  obtiendrons 
les  deux  nouvelles  équations 

m — I 
cos  ma  =  cos"'a  —  m , .  cos"*"'*a .  sin*a 

m-— I  F?i^2  F?i  — 3        ,„^.       .   . 
+  m. . — 5 — . — -7 —  .cos'"^'*fl.sin*a  +•  •  •  » 

.   I  m— t  m— 2  ,       .  , 

sinma=cos"    a.sma — m. . — r — .cos"  ^a.sm^a+«..* 

a         3  ' 

Ces  formules  servent ,  en  Trigonométrie ,  à  déterminer  le 
sinus  et  le  cosinus  des  arcs  multiples ,  ma,  en  fonction  da 
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ftîujAS  el  cosinus  <le  l'arc  a  \  mais  on  peut  aussi  en  déduire  les  râ- 
leurs du  sînus  et  du  cosinus  d'un  arc  en  fonction  de  cet  arc 
43a.  Observons  d'abord  que,  d'après  la  relation 

sin  a 

tang  a  = , 

"  cos  a 

on  peut  mettre  les  formules  précédentes  sous  la  forme 
cos  fiui  = 

(m-i          .     .       m-i  m-2  m-3         .  \ 

i^^m. .tang'a-f  m. .—r—.— 7— .tangua— etc.  j , 

ainma=:cos'*â(  m.tangâ—m. . — — -.tang^ii+. . .  J. 

Cela  posé|  faisons  mârsj:,  d'où  m=  -  ;  ces  formules 
dcnrienncnt 
cos  x^ 

<x-a  tanc*  a  ,     x-a  x^na  x-3a  tanc^a  \ 

I — X. • — ^ f-x. •— ô— «"-T— ' — . etc.  ), 
2        a'              2        3        4         ^  ^ 

/      tan£;a  x — ax — 2a\ana^a   .  \ 

siuxs=cos"â(  j:.  — 2. jp. . — 5—  . — \ h L 

\  a  2  3  <r  / 

Remarquons  actuellement  que  les  trois  quantités,  a,j:,et  m» 

X 

étant  liées  par  la  relation  mazz:x,  ou  m=:-,  on  peut  faire 

varier  m  et  a  de  manière  que  leur  produit  x  reste  constant  ; 
car  si  l'on  prend  pour  a ,  par  exemple ,  unv  3uite  de  râleurs 
toul-à-faît  arbitraires,  les  valeurs  de  m ,  correspondant  à  ces 
valeurs  de  a  et  à  la  valeur  constante  de  x,  s'obtiendront  au 

X 

moyen  de  la  relation  ?»•=-.  D'un  autre  côté  ^  l'on  sait,  d'après 

les  principes  de  la  Trigonométrie,  que  plus  un  arc  a  diminue , 

plus  il  approche  île  devenir  égal  à  son  sinus  et  a  sa.  tangente;  ce 

^  ,   ,.  *  ,  sin  a         tanc  a 

qui  revient  a  dire  que  le  rapport  — ■■ —  ,  ou  — =^  ,    tend   sans 

cesse  vers  r unité ,  et  que,  quand   on  suppose  l'arc  moindre 
que  tout  arc  donné ,  ce  rapport  ne  diffère  de  Punité  que  d'une 

45.. 
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quantité  moindre  qne  toute  grandeur  donnée  \  en  tenncs  d^ 
briques,  si  l'on  suppose  a  =  o,  il  en  résulte 

sin  o  ^^  tang  o 

o  o 

D'après  ces  considérations ,  faisons  a^o  dans  les  dem 
formules  ci-dessus  ;  les  premiers  membres  ne  cbangeront  pu 
puisque  l'on  suppose  x  constant  ;  mais  les  seconds  menbes 
deTÎendront 

(x^  x^  x^  \ 

i.a  i.a.3.4        i.2.3.4-5*6        '        / 

(X  x^  x^  \ 

I  1.2,3  i.a.3.4*5  y* 

d'ailleurs  on  a  cos  o  ^  i ,  d'où  oos"  o  =  i  ;  donc  enfin ,  l'on 
obtient 


X 


,% 


X*  x^ 


cos  2:  =  I 1 5—7 ô-TT"^  +  •  •  •  (A), 

1.2       1.2.3.4      i.2.3.4*5.o  ^ 

I        1 .2.3        i.2.3.4>5 

433.  Pour  faire  servir  ces  formules  à  la  construction  des 
tables  trîgonomëtriques ,  il  faut  supposer,  i®.  que  l'on  con- 
naisse le  rapport  «-=  3,1415926 de  la  circonférence  au 

(*}  Ea  appliquani  aux  scries  (  A)  et  ( B)  les  principes  établis  i  la  fin  ib 
sixième  chapitre  (  JYote  sur  les  séries  convergentes  )  ,  il  est  aise  de  recon- 
naître quVUes  finissent  tonjoars  par  devenir  convergentes. 

En  effet,  le  rapport  d*nn  terme  quelconque  an  précèdent  peut  être  exprime, 

pour  la  première  scrie,  par    —  .       ■     . , 

et  pour  la  seconde,  par  —        ,  .. . 

(/i  désignant  le  rang  du  terme  h  partir  dn  second). 

Or,  *  ayant  une  valeur  ^nic  et  déterminée,  il  est  tooiours  possible  (k 
prendre  n  assez  grand  pour  qne  le  rapport  soit  une  fraction  5  et  cette  fracii»^;» 
dûninucra  indc'finimont  h  mesure  que  n  augmentera. 

Ainsi  ces  séries  rentrent  dans  le  premier  cas  du  n»  1  de  la  note  déjà  «ire. 
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diamètre,  ou  de  la  demi-circonférence  au  rayon;  a^.  que  x  « 
représente  la  longueur  d'un  arc  d'un  certain  nombre  de  d^rés, 
rapportée  au  rayon  pris  pour  unité. 

D'après  cela  9  soit  proposé  de  déterminer  le  sinus  et  le  cosinus 
de  Parc  à^une  minute. 

Comme  la  demi-circonférence  dont  le  rayon  est  i,  a  pour 
Taleur  3|i4i5g26. . . ,  il  yient,  pour  le  quart  de  circonférence , 
1,5707963.  • . ,  et  pour  l'arc  de  i',  qui  est  le  ioooo""'du  qua- 
drans,  0,00015707963.  Il  suffit  donc  de  substituer  à  la  place 
de  X  y  cette  valeur  dans  les  deux  formules  (A)  et  (B)  ^  et  de 
calculer  les  deux  premiers  termes  seulement  \  car  il  est  visible 
que  les  autres  seraient  extrêmement  petits.  On  peut  même 
observer  que  les  termes  étant  alternativement  positifs  et  néga- 
tifs, l'erreur  commise  s'estime  (  n'  176)  par  le  premier  des 
termes  que  l'on  néglige. 

Prenons,  par  exemple,  le  premier  terme  x  de  la  série  rela- 
tive au  sinus,  pour  exprimer' sin   i';   l'erreur  commise  est 

.                (0,00015707...)' 
moindre  que ^-= .     Or  on  a 

(0,00015707. .  .)'<  (0,00016)',  ou  0,000000000004096; 

le  6*  de  cette  expression  est  moindre  que  0,000000000001; 
donc  la  valeur  de  sin  i'  ne  diffère  pas  de  l'aro  lui-même,  dans 
les  douze  premiers  chiffres  décimaux. 

En  général ,  tant  que  x  sera  une  fraction ,  ce  qui  aura  tou- 
jours lieu  si  l'on  considère  un  arc  moindre  que  le  8*™*  de  la 
circonférence  (ouSo^),  les  deux  séries  seront  très  convergentes; 
et  un  petit  nombre  de  termes  suffira  pour  donner  des  valeurs  très 
approchées  de  sin  x  et  de  cos  x, 

434*  Les  séries  (A)  et  (B)  donnent  lieu  à  des  conséquences 
assez  importantes  que  nous  allons  déduire  successivement. 

Première  conséquence.  En  comparant  ces  deux  séries 

cosar=i 1 5—, — ...  (A), 

i.a       1.2.3.4 

sin  a:  = = -{ 5-7-?  —  •  •  •  (1^» 

I       1.2.3       1.2. 3.4*^ 
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à  celle  qui  donne  le  déreloppement  de  eF  (n®  aag) , 

I         i«2      i.a.3      1.2.3.4 

on  Toit  que  lenr  somme  donne  cette  dernière  série ,  aux  signes 
près,  de  deax  en  deux  rangs;  mais  si  Von  remplace  dans  celle- 
ci,  X  par  X  y — I,  et  qu'on  multiplie  les  deux  membres  de 
(B)  par  y — i,  on  aura  (en  se  rappelant  que  les  diverses 
puissanoes  de  V — *  «ont  +.1^-  i ,  —  1 ,  —  |/—  i ,  +1), 

I  1.2       1.2.^  1.2.04 

I  1.2         1.2.0  1.2.^.4 

donc  c*^^*  =  cos  X  +  V^— i  «si»  *• 


En  changeant  x  eu  — x^  et  observant  que  ces  (— jr) =cos  x, 
sîn  ( — x)  ^  —  sin  x,  on  trouverait 

c""**^^*  =  cos  X  —  K  — 1 .  sin  X  ; 
ce  qui  donne  enfin  la  nouvelle  formule 

c=^^^*  =  cos  X  ±  V^ — I .  sin  x. . . .   (C). 

i\r.   B,    Les  valeurs  qu'on  vient  d'obtenir  pour    e"*"'^"*i 

tf"*^"*,  combinées  par  addition  et  par  soustraction,  oondai- 
sent  aux  deux  formules  suivantes  qui  sont  emplojées  assci 
fréquemment: 

cos  X  =  1  {e'^^~  +  e-'»^^), 

2V/  — I 

435.  Seconde  conséquence,  Sx,  dans  la  formule  (C),  on  met 
iix  à  la  place  de  x,  n  étant  un  nombre  réel  quelconque,  il  vient 

(^^■'*^""»  =  cos  nx  zk,  V^  —  I .  siu  «X  : 
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d'un  autrecAtéy 

c^'^=^=  (é^^~Y  =  (C08  X  ±:  ]/^ .  SÎD  x)«  ; 
donc    (oo8  X  ±  t/— I  .sia  x)*  =  cos  nx  ih )/ — i  .sin  nr. 
Ainsi  la  fonnule 

(oosadbsina.  |/— i)"  =oo6  ma  +  sin  m«  l/— i, 

qui  n'avait  été  démontrée  (n*  389)  qae  dans  le  cas  où  m  était 
on  nombre  entier  et  positif ,  est  maintenant  térifiée  pour  nn 
exposant  quelconque* 

436.  TYoù&me  conséquence.  De  la  formule  (C)  l'on  d^ 
dnit  encore  y  en  prenant  les  logarithmes  des  deux  membres 
dans  le  système  népérien , 

±LX  V—^  =  l'Coosardi  l/ — i.sinx); 

d'où  y  en  séparant  les  deux  formules  contenues  dans  celle-ci ,  et 
retranchant  la  seoonde  de  la  première  y 

.y ,,  cosa:+  W — I  •  sinx 

axl/-!  =r  ^~= : , 

cosj: —  K  ""*  •  smj: 

, .  ./ V  ï  +  V — ï  •  tangx 

ou  bien,       ax^  — i  =  1  — ■ — ^  -2—  . 

I  —  l/— I  .  tang  X 
Qr,on  a  trouTé(n'' aaS)  1'  i^2!=  2^^ «f.-^  ^Ç-|.. . . \ 

faisant  dans  cette  formule,  J'=  V^ — i  •  tang  «,  on  obtient 

w  ï  +  V^ — i.tancjr      /  tang^or  .  tanc'x        \.  •— — 

V *^._        ^  =ii(tangx f — 1~^ ...)*^— »î 

I— l/— i.tangx      \  3  0  y 

•—         /  tana^x      tanfi^x         \     / 

donc2x  y — i=a(  tangx ^ 1"  ""5 "V  ^ — '' 

taufif'x      tanff^x  «^ 

et  par  conséquent,    x=  tangx  —  — ^ — | — -» —  .  .  .  (D). 
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Cette  formale  donne  la  valeur  d'un  arc  en  fonction  de  U 
tangente  de  cet  arc.  Donc ,  par  la  méthode  inTerse  des  séries 
(n^  4^6) ,  on  pourrait  développer  réciproquement  tang  x  en 
fonction  de  x.  Mais  on  parvient  à  ce  dernier  déreloppement 
par  le  moyen  qui  suit  : 

Soit  tang  x  =  Aj:  -f-  Bar*  +  Gr*  +  D*^  +  • . . 

(en  observant  que  la  tangente,  de  même  que  le  sinus  ,  ne  peat 
renfermer  dans  son  développement  aucune  puissance  paire  de 
l'arc,  puisqu'elle  doit  changer  de  signe  avec  cet  arc.  ) 

Pour  déterminer  A ,  B,  G, ...  on  substitue  dans  la  relation 
tang  x.cosxz=sinx,  à  la  place  de  sin  jr  et  décos  x, leurs 
développemens  trouvés  (n®  4^o),  puis  à  la  place  de  tangx,  la 
série  ci-dessus*,  et  il  vient 


X  x^  jfi  x^ 


I       i.a.3       1.2.3.4*.^       1.2. 3. 4*5. 6.7 


.  • .  • 


•    Effectuant  la  multiplication  indiquée,  et  égalant  les  coefficiens 
des  mêmes  puissances  de  x ,  on  trouve  successivement 


A  — 

I 

7' 

R  — 

A 
1 .2 

I 

1 

} 

L9          ■ 

.2.3' 

c  = 

B 
1 .2 

I 

A 

.2.3. 

r4+r 

.2 

I 

•  3.4< 

"5' 

D  = 

G 

^^^^  __ 

B 

-7+- 

A 

0    / 

»»    /» 

1.2       1.2.3.4      1.2. 3. 4-5. 6       1.2. 3. 4*5. 6. 7' 

et  ainsi  de  suite. 

La  loi  des  coefficiens  se  trouve  ainsi  bien  déterminée. 

437.  Les  analystes  ont  fait  servir  la  formule  (D)  du  n*  pré- 
cédent à  la  détermination  du  rapport  approché  de  la  circou- 
fércnce  au  diamètre.  Pour  que  cette  formule  puisse  être  utile, 
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il  faut  que  Tare  dont  on  cherche  la  Talenr  soit  tout  au  plus  ^;al 
à  5o®,  puisque  Ton  a  tang  5o®  =  i . 

Cela  posé ,  soit  5o^  =  m  -f-  '^y  6t  prenons  pour  m  Parc  dont 

la  tangente  est  égale  k  7 ,  auquel  cas  on  a ,  d'après  la  for- 
mule (D), 

I  II  I      . 


•4     3.43  ^5.4«     7-4'  ' 

série  très  convergente  dont  la  loi  est  manifeste. 

D'ailleurs  y  l'équation  5o®=m-(-7iy  donne  n=5o° — m;  d'oh 

I 

t^^  tangSçO-tangm  ^  '~4^3  . 

^  I +  tangmtang5o®  i       9* 

'^ 

donc ,  en  appliquant  encore  la  formule  (D), 

_3      _y_  ,      3^  3' 

''~5~3.5^"*"5753""7.5'"*'"* 

ainsi  (m  -f*  n)  ou  l'arc  de  So^,  est  représenté  par  la  somme  des 
deux  séries 

4      3.43"*"57?""^?"*"'""*"5~3.5»"'^57ff""fr5^''* 

La  seconde  de  ces  deux  séries  n'est  pas  très  conTergente  ;  et  il 
faudrait  un  assez  grand  nombre  de  termes  pour  obtenir  un  de- 
gré d'approximation  suffisant. 

438.  Mais  on  peut  parvenir  à  deux  autres  séries  beaucoup 
plus  convergentes. 

Soit  V  l'arc  dont  la  tangente  est  ^ale  à  s  ;  il  en  résulte 
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Or  on  a^d'âfirëslet  formoles  triganainétriqnes, 

®  I— tangV       12  .    I — tang'at'  119 

Comme  cette  dernière  tangente  diffère  très  peu  de  l'anitéyQa 
peut  déjà  conclure  que  Parc  ^v  diffère  peu  de  5o® ,  et  qv^aiia 
la  tangente  de  4^ — 5o**  doit  être  une  fraction  très  petite. 

Cela  posé ,  soit  z  =  4^^  -—  5o^  »  d'où  tang  z  =  tang  (4(^*5<0; 

donc  x=^j-i^+g-ig^-...î 

d'ailleurs ,  l'équation  x  =  4»'  —  5o®  donne  5o®  =  4»' — »• 
Mettant  dans  cette  expression ,  à  la  place  de  i^  et  de  x ,  lean 
valeurs ,  on  obtient 

(     \^ ~  3773^ "^  5.  239*     )\ 

d'où  Ton  conclut  enfin ,  pour  le  rapport  de  la  circonféreooe 
au. diamètre,  ou  pour  le  rapport  de  la  demi-circonféroice aa 
rayon  1 

'^\5 "" 3755  +  5755 ~^^-- VI 
aoo"  ou  «•  =<  ' 

~A53^~3773^'*"5.239*     •  •  •  V. 

Il  est  fiicile  de  s'assurer  que  les  quatre  premiers  termes  de  la 
première  série ,  et  les  deux  premiers  termes  de  la  seconde  y 
donnent  la  valeur  de  «  à  moins  de  0,00001  près. 

439.  Conclusion  oiNiRALX-  En  réfléchissant  sur  tout  ce  qoi 
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vient  d'itre  dit  sur  let  séries  circulaires  ou  trigonométriqaest 
ou  Toit  le  parti  que  l'on  peat  tirer  de  Femploi  des  symboles 
imaginaires  ^  pour  résoudre  des  questions  d'une  très  grande  uti- 
lité. Contine^  pour  parvenir  ii  ce  but,  on  étend  à  des  expressions 
imaginaires ,  des  formules  qpi  d'abord  n'avaien  t  été  reconnues 
vraies  que  pour  des  quantités  réelles,  on  pourrait  être  tenté  de 
révoquer  en  doute  Texactitude  des  résultats  auxquels  on  est 
conduit;  cependant  si,  aprës  certaines  transformations,  on 
parvient  à  des  expressions  débarrassées  d'imaginaires ,  qui  s'ac- 
cordent avec  celles  que  fournirait  un  raisonnement  strict  et 
rigoureux ,  on  est  forcé  d'admettre  la  légitimité  des  moyens 
employés. 

Cest  ainsi  que  les  analystes  ont  fait  les  découvertes  les  plus 
importantes,  auxquelles  on  ne  parviendrait  que  très  difficile- 
ment par  des  moyens  en  apparence  plus  satisfaisans. 

La  métliode  suivie  pour  obtenir  les  expressions  de  sin  x  et 
cosx,  offre  encore  l'exemple  d'un  raisonnement  qui  conduit 
promptement  au  but ,  quoique  laissant  d'abord  un  peu  de  vague 
dans  l'esprit 

Pour  parvenir  à  ces  expressions ,  on  suppose  que ,  l'arc  a  de- 
venant nul,  le  rapport  — —  se  réduit  à  i.  Au  premier  abord  y 

on  a  de  la  peine  à  concevoir  que ,  l'arc  étant  nul ,  il  puisse 
exister  un  rapport  entre  l'arc  et  sa  tangente ,  et  que  ce  rap- 
port soit  égal  k  i\  mais  si,  au  lieu  de  supposer  l'arc  tout-à- 
fait  nul ,  on  suppose  qu'il  ne  diffère  de  o  que  d'une  quantité 
extrêmement  petite,  le  rapport  entre  la  tangente  et  l'arc  est 
calculable  et  diffère  très  peu  de  l'unité;  et  plus  l'arc  est  petit, 
moins  le  rapport  diffb*e  de  l'unité.  D'oïl  l'on  peut  conclure  qu'à 
la  limite  de  décroissement  de  l'arc,  c'est-a-dire  quand  a  devient 

nul,  on  a  — 2-  =:  i .  L'exactitude  des  formules  auxquelles  on 

parvient  ainsi ,  exactitude  qui  se  trouve  vérifiée  par  les  appli- 
cations que  l'on  en  fait  à  la  détermination  des  sinus  et  cosinus 
de  certains  arcs  (  confirme  aussi  l'exactitude  des  principes  qui 
y  ont  conduit. 


yi6  CONCtDSlOlf   GÉirÉ&âLE. 

La  considération  des  rapports  des  grandeurs  variables,  dans 
les  limites  de  leurs  accroissemens  ou  de  leurs  décroissemens, 
est  l'objet  de  V Analyse  infinitésimale,  nourelle  branche  des 
Mathématiques  à  laquelle  la  théorie  des  séries  peut  être  regar- 
dée comme  une  espèce  d'introductipn. 


FIN. 


AUTRE  HOTE  sur  F  élimination  y  par  M.  Vimcent. 


Cette  Note  a  pour  bat  de  présenter  on  mojen  général  d^obtenir  Tëquation 
finale  debarrasaée  de  tont  factenr  étranger,  et  par  conséquent  de  compléter  la 
méthode  iodiqnée  k  la  page  610,  diaprés  M.  Gérono. 

Appelons  A  et  B  les  denx  polynômes  proposés  \  et  supposons  qn^on  lent 
applique  la  méthode d^élimination  simplifiée  dn  n^  373.  Soient  m,  m%  m",. . . 
les  mnltiplicatenrs  en  j^  dont  Fintroduction  dans  les  diridendes  successifs  est 
nécessaire  pour  conduire  k  des  quotiens  entiers,  q,  q^^  q*,,.^  et  soient  en- 
core nr,  nf/f  iC/*^, . .  les  restes  obtenus,  n,  n',  n*,. . .  étant  leurs  facteurs 
respectifs  en  f^  factean  par  lesquels  on  dÎTise  ces  restes ,  conformément  à 
Pesprit  de  la  méthode  indiquée ,  avant  de  passer  k  la  dÎTision  suivante. 

Gela  posé ,  nous  aurons,  en  admettant  pour  fixer  les  idées ,  que  le  nombre 
des  équations   oit  de  cinq  : 

mA     ^  qh     +  ir 

ifi'B    =  ç'r     -#-  nV 

mTr    =^V  -I-  nV  >....        [i]. 

mV  =  q^f^  -#-  n*r*f 

m'v/'ss  q^^r''^  »«▼ 

Multiplions  ces  équations  par  les  facteurs  indéterminés  respectifs, y; ^, 
ffftf^'^t  ajoutons  tous  les  résultats,  et  égalons  à  zéro  chacune  des  quan- 
tités qui  multiplient  r,  r',  r',  r*.  Nous  aurons  ainsi  : 

nf    -h^f    '-'  m^f    =  o      \ 

r^f^-^  q^^f^^  =0  J 

Le  nombre  des  équations  [a]  étant  inférieur  d'une  unité  à  celui  des  fac- 
teurs^ f*f  f , . .,  nous  pouTons  disposer  d'un  de  ces  facteurs  de  manière 
Il  les  rendre  tous  entiers ,  ce  qui  se  fera  le  pins  simplement  possible  en  posant 

/•!▼  =  71  »' n*  »•      [3]. 

Cette  mleur  ôef*"*  rendra  évidemment  entières  celles  de  tontes  les  autres  in- 
déterminées y,  fyftf^  qu'il  est,  du  reste,  inutile  d'écrire  et  de  calculer; 
et  alors  le  système  des  équations  [i]  se  trouvera  remplacé  par  la  seule  équa- 
tion identique 

m/A  =  (7/-mr)B  +  N  [4], 


7l8  AOTRE  NOTE 

dans  laquelle  on  a  fait|  pour  abréger, 

n  n'  n"  n*  ««▼  =  N  [5]. 

Maintenant ,  îl  est  clair  que  tonte  hypoilièse  (  faite  inr  xtiy)  capable 
cl'annaler  simalranëment  A  et  6,  annulera  également  le  produit  7f  ;  et  par 
conséquent,  en  posant.N=sOy  on  aurait  Téquation  finale  si  ce  produit  ne 
devait  contenir  ancnn  facteur  étranger;  mais  il  n^en  est  pas  ainsi  pour  Por^ 
dinatre. 

En  effet,  supposons  qu^nne  même  valeur  de  f,  par  exemple  ^  =  A,  rende 
identiquement  nulles  à  la  fois  deux  des  trois  quantités 

elle  rendra  également  nulle  la  troisième,  puisque ^  par  hypothèse,  A  et  6 
n^ont  aucun  diviseur  exact  en  jr.  Ainsi,  le  facteur  (f^-'k)  divisera  identi- 
quement l'équation  [4] ,  sans  que ,  pour  cela ,  la  valeur  )r  =  A  appartieane 
aux  équations  A  =  o,  B  =  o  ;  et  comme  tout  système  de  valeurs  de  x  et  de  ^, 
capable  d'annuler  A  etB,  continnem  néanmoins  k  annuler  de  même  le  quo- 
tient de  N  par  le  facteur  (  ^-.  A),  il  s'ensuit  que  ce  facteur  est  toulemeot 
étranger  à  la  véritable  équation  finale ,  et  doit  en  être  entièrement  rejeté.- 

On  voit  facilement  d'ailleurs  que  les  facteiirs  en  y  communs  aux  trois 
termes  de  Téquaiion  [4] ,  sont  les  seuls  qui  doivent  être  ainsi  considérés 
comme  étrangers. 

Il  ne  s'agit  donc  maintenant  que  d'examiner,  parmi  tous  les  facteccs  en jr 
dn  produit  N ,  quels  sont  ceux  qui  peuvent  annnler  la  quantité  Jn/*,  on,  ce 
qui  est  la  même  chose ,  les  deux  quaniiics 

mf   et    {qf-mT)' 

Or,  en  se  reportant  aux  équations  [a] ,  on  reconnaîtra  que  cela  peot  se  faire 
en  admettant  l'un  dès  quatre  systèmes  saivans: 


P5J. 


II  n'y -a  plus  d'autre  système  admissible  au-delà  du  quatrième.  Car  si 
l'on  supposait  encore/*  =*o,  l'équation  [4]  ne  serait  alors  antre  chose  que 
la  dernière  des  équations  [t],  multipliée  par/<^.  Or  l'équation,  ainsi  réduite, 
no  pevt  adoiottre  aoctas  &cteur  taf(  excepté  />v  qui  ese  évidemment  bon 
de  k  qnesdoB  )  9  puisque  tout  diviseur  en  jr,  commun  h  m>v  et  n*\  devrait 
anssi  dîviaeff  q^\  ce  qni  est  impossible  si  Ton  a  bien  opère. 

De  ce  qui  précède  il  résulte  premièrement  que  les  facitnn  ëmagtn 
proviennent  essentielleflaent  dtfs  fnnkipUeniettrs  ns,  m',  m",  m*. 


4». 

N  =  o                                                    et    m  =  o 

»•• 

N  =0  0,  f  =  o,                                   et  m'  sso 

!•. 

N  es  o^  /«  o*  y  aa  0,                     et  m"  =  o 

<•• 

W  tt=  0,  /  3=  0,  /'  =r  o,  /"  =  o,  et  m*'  as  o 

SDR   l'ÉLIMWATION.  7I9 

Secondement.  ObcerToni  que,  qnand  on  a  fait/as  o ,  réqnalion  [4]  est 
divisible  exactement  par  n,  et  devient  enlièremcnl  indépendante  de  n  après  la 
diviaion;  que  de  même, qnand  on  a  fait y'=ô,  l'équation  [4]  fil  divisible  par 
n«',  et  devient ,  après  la  division ,  indépendante  de  n  et  de  n'. . . ;  et  ainsi  de 
anite.  D'oh  il  résulte  que  les  bypotbèses/=  o,  f  =  o,/*=s  o,  ont  néce»- 
aairement  pour  cfiFet  de  rejeter  en  dehors  de  la  question ,  chaque  éqnation  qoî 
•e  trouve  multipliée  par  un  facteur  ainsi  annulé  j  et  par  suite  (comme  on  peut, 
au  reste ,  le  concevoir  à  priori  )  que  les  solutions  communes  aux  équa- 
tions [N  =  o],  [ni'=o],  ne  peuvent  être  attribuées  au  facteur  »;  que  les 
solutions  communes  à  [  N  =  o]  ,  [  m*'  =  o]  ,  ne  doivent  être  rapportées  ni  h 
R  ni  an';  que  de  même,  les  solutions  étrangères  fournies  par  m^  =  o,  ne 
peuvent  appartenir  ni  à  n,  ni  i  n',  ni  à  n". . .  ;  et  ainsi  de  suite. 

Puisque  d^ailleurs  il  »e  saurait  y  avoir  aucun  facteur  commun  entre  m 
et  n,  entre  m'  et  n',  entre  m*  et  n*,.. .  ainsi  qu'on  l'a  expliqué  ci-dessus 
pour  m«v  et  »«▼,  il  s'ensuit  encore  que  les  systèmes  des  équations  [6] 
peuvent  être  remplacés  par  ceux-ci  : 


io,  m    =  o  et  n'n'n^n*^  =  o 

a»,  m'  =i  o  et  n''n^n*''  =  o 

3».  m"  =  0  et  «•»>▼  =.  o 

4»,  m*'  =  o  et  !!»▼  =s  o 

lesquels  reviennent  identiquement  aux  snivans  : 

n'    s=  o  et  m  =  o 

n"   z=.  o  et  mm'  =  o 

fi''  =:  o  et  mm^m"  =  o 

ii«v  =  0  et  mm'm'm*  =  o 


[?]. 


[8]. 


De  là  on  peut  conclure  ce  principe  général  : 

Tout  Jacteur  en  y  commun  entre  le  reste  d^une  division  et  un  quel' 
conque  des  multiplicateurs  introduits  dans  les  diifisions  précédentes^  est 
étranger  à  Pcquation  finale,  cl  noiT  être  supprimé  autant  de  fois 
qu*il  se  trouve  dans  ces  multiplicateurs  précédons^  sans  que  jamais 
Us  solutions  des  équations  proposées  puissent  en  être  aucunement 
altérées. 

Par  suite ,  pour  avoir  les  valeurs  de  x  qui  correspoadeot  respectivement  h 
chaque  valeur  convenable  de  jr,  il  fikut  commencer  par  supprimer  cniièrc- 
raent,  dans  chaque  reste,  et  sans  y  avoir  égard  en  aucune  manière,  les  fac- 
teurs enj^  dont  il  est  question  ;  on  substitue  ensuite,  dans  le  diviseur  corres- 
pondant (  conformément  h  la  méthode  du  n<*  873  ^^  les  seules  valeurs  de  jr 
qne  cette  suppression  n'a  pas  fait  disparaître. 

Plir  DB   LA   IfOTE. 
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